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STABILITE ET INSTABILITE D'’UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE FONCTIONNELLE SEMI-LINEAIRE A
RETARD FINI DANS DES ESPACES DE BANACH

SGHIR ABDELHAQ

ABSTRACT. In this paper, we discuss methods for determining stability and
instability of the solution z = 0 of the functional differential equation v’'(t) =
Lu¢ + F(t,ut) without use of Lyapunov functionals.

1. INTRODUCTION

Considérons 1’équation différentielle fonctionnelle
(1.1) u'(t) = Lug + F(t,uy), t>0,

ouL:C:=C([-r0; E) = E est un opérateur linéaire continu, r > 0, (E,|.| )
un espace de Banach, C muni de la norme sup notée ||.|| et F: RT xC — E est
une fonction complétement continue avec F'(t,0) = 0, si bien que I'équation (1.1)
admet la solution nulle.

Posons nous le probleme de savoir dans quelles conditions nous avons la sta-
bilité de la solution nulle. Cette question est évidemment importante en pratique.
Nous étudions également la question relative a l'instabilité.

Nous n’allons pas faire appel a des fonctions de Lyapunov (voir par exemple
[2-6]) et leurs références, mais nous cherchons directement des bornes pour les so-
lutions de I’équation (1.1) tout en utilisant la formule de variation de la constante
prouvée par Arino-Sanchez [1] dans un espace de Banach et une idée décrite dans
le livre de Zeidler [8].

2. PRELIMINAIRES

Rappelons les notations et résultats utiles pour la compréhension de ce papier.

Pour u € C([—r,+oo[; E) et t > 0, désignons par u; I’élément de C défini par
w(0) =u(t+0),0¢cJ:=[-r0].
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2.1. Stabilité au sens de Lyapunov. [5]

Considérons I'équation différentielle fonctionnelle & retard
u'(t) = g(t,u),  R(g)

oll g : R x C — E est une fonction continue. A (o, ) € R x C, nous associons le
probleme de Cauchy

(C) { Z;(tl(’:p'g(t’ut)’ t>o

Désignons par u(o, ¢) une solution (si elle existe) de (C') et par us(o, ) sa section.

Définition. Supposons que g(¢,0) = 0 pour tout t € R.

(i) La solution triviale u = 0 de R(g) est dite stable, si pour tout o € R
et tout € > 0, il existe d := §(o,e) > 0 tel que pour tout ¢ € B(0,6), on ait
ut(o,¢) € B(0,e) pour tout t > o, ou B(0,d) est la boule dans I’espace C avec
centre 0 et avec rayon 4.

(i) La solution triviale u = 0 de R(g) est dite asymptotiquement stable si elle
est stable et 8l existe un b := b(o) > 0 tel que pour tout ¢ € B(0,b), on ait

Jim u(o, @) (t) = 0.
2.2. Formule de variation de la constante. [1, 7]

2.2.1. Semi-groupe défini dans £(FE). Soit (£(E), H.Hf(E)) lespace de Banach
des applications linéaires continues dans E.
Pour chaque ® € © := C([-r,0], £(E)) muni de la norme ||®||g = sup [|®(6)|| ¢,
oeJ

et pour chaque b € F, considérons la fonction ® ® b de C définie par
(P ®0b)(0) = ®(0)(b) pour tout 8 € [—r,0].
Soit 'opérateur linéaire borné
L:®eO— L(®) e £(E)

défini par L(®)(b) = L(® ® b) pour tout b € E (ot L est I'opérateur donné dans
I'introduction).
Le probléeme de Cauchy retardé

V/(t) = L(V;), t 20
Wo=®€0O

admet une unique solution. Ainsi, cette solution définie sur © un semi-groupe

<TV (t))t>0 de translation fortement continu tel que T'(£)® = V; pour tout ¢ > 0.

Son géngjateur infinitésimal est A® = @ avec D(A) = {® € CY([-r,0], £(E)) :

®’(0) = L(®)}. De plus pour tout b € E et tout 6 € [—r, 0]

(T@)®) (0) (b) = T()(® @ b)(6),
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ot (T'(t))+>0 est le semi-groupe de translation fortement continu associé au probleme

W' (t) = Lug, t >0
(H) { ug = €C.

2.2.2. Solution fondamentale. Soit e € E, désignons par u(t) 'unique solution
du probleme
u'(t) = Lus+e, t >0
{ ug = @ € C.

Définition. Soit h € C([0, +o0[; E), la solution fondamentale du probleme
! — >
(N.H) { Z(z Luct+h(t), t>0
0 ped,
est la famille d’opérateurs {U (t) : ¢t > 0}, U (t) : E — E, défini par U (t)e =
(u®)'(t) pour tout t > 0.

Propriétés. U (0) = I et U (t) e = Luy + e pour tout ¢ > 0.
Pour chaque e € E fixé, la fonction ¢t — U (t) e est continue sur RT et

U (t) el < el (14 te) ot 1:= sup |Lyl|g.
llell<1
Pour tout t € RT,U (t) € £(F).
La fonction ¢ — U (t) est continue sur R¥.
Nous prolongeons U par zéro sur [—r,0[; puisque U (0) = I alors la continuité de
U n’est pas conservée, mais nous pouvons définir U sur [—r, 0] par

U+ si t+0>0
Z/It(H)—{ 0 si t+0¢e[-r0[

2.2.3. Formule de variation de la constante. La solution v du probleme (N.H)
est donnée par la formule

u(t) = { (T(£)0)(0) + [LU (¢t + 5) (h(s))ds si t > 0
p(t)ysiteJ
et t
ug =T(t)p + / Us—s @ h(s)ds pour tout t > 0.
0

3. ETUDE DE LA STABILITE

Considérons I’équation différentielle fonctionnelle
(3.1) u'(t) = Lug + F(t,ug), t>0,
ou L et F' vérifient les hypotheses suivantes:

Hi) L :C — E est un opérateur linéaire continu.

Hy) i) F: RT x C — E est une fonction complétement continue.
ii) Il existe une fonction m : R™ — RT localement intégrable telle que
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IF(t, )] < m(H)h(|]]) pour tout (t,1) € R x C,
ol h: Rt — RT est une fonction continue, croissante et vérifiant

/+00£_+OO
0 h(s) '

A D’équation (3.1) associons le probleme

W' (t) = Lug + F(t,ug), t >0
P(e) { ug =@ € C.

Sous les hypotheses (Hj) et (Hz), il est facile de démontrer (voir [7]) que le
probleme P(¢) admet au moins une solution donnée par

_ ) (T( )+ (t—s)(F(s,us))ds si t>0
u(t) = { cp(t) fo si teld,

sa section u(p) est donnée par

t
ur(p) =T(t)p + /0 Ui—s ® F(s,ug)ds pour tout t > 0.

Lemme 3.1. i) Pour toutt > r
U £y < (1+rle"™) 1T =7 £(c) -

ii) S’il existe deuz fonctions g1, ge : Rt — RT continues avec gy croissante, telle
que pour toust > s > 0

1Tt = 5)ll £cy < 91(t)g2(s),
alors il existe une fonction gz : RT — R continue telle que

||lU(t — s)|]£(E) < g1(t)g3(s) pour toust > s > 0.
Démonstration. i) D’apres [1], la solution fondamentale vérifie '’équation intégrale

=L L[ds) + I pour tout t > 0.

(
([ )
R

Sit > r, alors

u ds> ( / Z/lsds> T
:/ LUyds + L </ Z/{Sds> +1,
0 0

U'(t) = LUy pour tout ¢ > r

ce qui donne

et donc

U =T(t—r)U,.
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Par suite
Uelle = || 7t = riear |
— sup |[(T(t —r U,) (6
sup | (T~ ) O,
= sup sup |(T(t — )t (6) (0)]
o€ [b| ;<1 E
=sup sup |(T(t —r)U @b) (0)|p
0 |b] p<1
= sup [|[T(t —r)U, @]
bl p<1
< sup [[T(t = 7)| gy lth @ b
bl p<1
< +rle™)||T(t— " )
car

[ty @ b|| = sup Uy @ b) (0)|p = sup [(U(r + 0) (b)[
oeJ ocJ

< sup[l + (r 4 0)1eT+ |b|
ocJ

< (L 4rle™) bl -
FEn particulier,
A £y < L+l [T =7)l] g -

ii) Soient t > s > 0.
Sit > s+, alors par (i)

Ut = )l ) < (1 + 7Y ITIE =) — )l oo
< (L+rle™)g(t —r)ga(s)
< (1+rle™)g1(t)ga(s)-
Sit<s+r, alors
Ut = )l ) < (1 + (¢ — 5)1el=9)
<1+rle"
< (L+rle™)gi(s)ga(s)
< (14 rle)g1(t)ga(s)-
Posons gs(s) = (1 + rle™)ga(s), alors

U = )]l () < 91(t)gs(s).

323
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Afin d’étudier la stabilité de la solution nulle de 1’équation (3.1), introduisons
en plus 'hypothese suivante:

Hj) 1) On suppose h(0) = 0 et il existe ¢ > 1 tel que h(ku) < k9h(u) pour tout
0< k<1ettout u>0.

ii) 1l existe deux fonctions g;, g2 : Rt — R continues avec g; croissante, telle
que pour tous t > s > 0

1Tt = )|l ey < 91(t)g2(s)
et
lim m(s)g1(s)h(ga(s))ds < ¢ < +o0.

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H1) — (Hs), on a pour toute solution u de
P(e)

lut (@)l < M [|o]| g(t) pour tout t > 0, (*)
ot M =1+c¢, g(t) = g1(0)g2(t), ¢ € C avec
1
ol < —

—.
Mgy (0)(1 + rlert)a—T
Démonstration. Remarquons que

luo ()|l = [lell = IT(O)ll < [[T(0)] £y lell < g(0) [[ol] < M [leo]| 9(0)

et donc, par la continuité en zéro de t — wu;(p) U'inégalité (x) est vérifiée dans
un voisinage de zéro:

w>0:vte 0], fulp)l < Mlgllglt). ()

Montrons que w est infini. Supposons que w est fini, alors on a (xx) et ||uy(¢)|| =
M |l¢||l g(w) et par suite,

M el g(w) = [lue (@)l

w6
ST W)l gy llell + sup / [U(w + 0 = ) () ms)h(l|us(@)||)ds
w+6>0J0
w0
< g() el + sup M|l g1(0) /0 [t (w + 60 = $)l| gy m(s)h(g2(s))ds

w0
< g() el + M o] 91(0) (1 +rie™) ga(w) wi%lio/o m(s)gi(s)h(ga(s))ds

w0
< gw) [l [1+ M) g1 (0)97 (1 + rle™)  sup / m(s)g1(s)h(g2(s))ds]
w+6>0J0
< g(w) llell [1+ M |]| " g1 (0)77 (1 4 rle™)c]
<M ¢l g(w).

Ce qui est absurde. O
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Corollaire 3.1. Sous les hypothéses précédentes et si go est bornée, alors la
solution nulle de ’équation 3.1 est stable.

Corollaire 3.2. Sous les hypothéses précédentes et si tligl g2(t) = 0, alors la
— 100

solution nulle de I"équation (3.1) est asymptotiquement stable.

Pour étudier l'instabilité de la solution nulle de I’équation (3.1), donnons
I’hypothese suivante:

Hy) i) On suppose de plus dans 'hypothese Hg) i) que h est strictement crois-
sante et que m € L} (RT,R™) ou p est le conjugué de gq.

ii) Il existe A € o(A) (spectre de l'opérateur A, o A est le générateur

infinitésimal du semi-groupe (7'(t)),~) tel que Re A = p > 0 avec p assez grand.

Lemme 3.2. (voir [8, p. 870]) Soient (T'(t)),>( un semi-groupe fortement continu
(on dit aussi de classe Cy) sur un espace de Banach (X, ||.|| ) et A son générateur
infinitésimal, alors pour tout A € Fr o(A) (frontiére du spectre de A), on a:

i) Ve > 0,3p0 € D(A) : |leollx =1 et [[(A—A)poll x < €.
i) Yw > 0,1 €]0,1[, 3po € D(A) : [lpollx =1 et (1—n)e' X < T(t)gollx <
(14 n)etReX pour tout t € [0,w].

De ce lemme nous déduisons le lemme suivant:

Lemme 3.3. Sous les hypothéses du lemme précédent et si mous supposons
ReX=p >0 (u est assez grand) avec A € o(A), alors

1
VYw >0, Jpg € D(A) : 0 < |lpollx <1 et §6W < ||T(w)eoll x -

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses Hy), Ha) et Hy), la solution nulle de I’équation
(3.1) est instable.

Démonstration. Supposons que la solution nulle de I’équation (3.1) est stable,
alors

Ve >0,39n>0: Ve € B(0,n),Vt >0 on a u(p) € B(0,¢).
Puisqu’il existe A € o(A) tel que Re A = p > 0, alors pour tout a > 0, il existe
a:=a(a) > 1 tel que [T() gy < ae oDt pour tout t > 0.
On sait par le Lemme 3.1 que si ¢ > r, alors

A £y < A+ L™ [T = 1)l ey
< (1 + rle™)aelrtaat=r)
< ae—(u+aq)r(1 + rle”)e(““‘q)t
et si 0 <t <r, alors
U)oy < (1 + tlell) < (14 rie),
Soit a; = max[ae~ ¥+ (1 4 rle™), 1 + rle™], alors pour tout t > 0,

4] oy < azel oD,
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Prenons 0 < £ < -5 —L, alors on sait qu'il existe n > 0 tel que si [¢| < 7 on ait
20—1
|lut ()] < € pour tout ¢ > 0.
1 A1)

Soit § > 0 tel que én < min(—gzz, —5—) et choisissons un w > 0 tel que
2a-T
1
qa—1pa—1lgp(g—Nw — =
0T C9g+2

et associons lui un ¢y € D(A) comme dans le Lemme 3.3 et prenons ¢ = dnyy.
Considérons maintenant le probleme

uw'(t) = Lug + F(t,u), t € [0,w]

up = @.

Par la continuité en zéro de t — % , oI & pour %, il existe ty €]0,w|

tel que pour tout ¢ € [0, tp] on ait

ut () ‘< ui(®)  uo(p) H uo() H
h=1(erat) || — || h=t(erat)  h=1(1) h=1(1)
on on 26m
v T T e St

Donc pour tout ¢ € [0, to],

h_l(l) h_l(eMQt)

et par suite

) = | o) + | * Uy @ (s, us(0))ds

to
> 1T (o)l - /0 Ui ® F(s, us(9))ds

to

> 51 | T(to) o] — \ Usy—s @ Fls, us(i))ds
0

Mais

Upy—s @ F(s,us(p))ds

= sup
0e[—r,0]

to ‘
0

/0 Wiy ® F(s, us())](0)ds

E

= sup
e K:=[—r,0]N[—to,0]

to+0
<sup [ Ulto + 6~ 5) ) |F (5. ) ds
0ecK JO

to+6
/0 U(tg — s+ 0)F(s,us(p))ds

E

to+6
< sup/ ale(“+aq)(t0_8)m(s)h[ ?fn h™L(eM9%)]ds
ock Jo h=1(1)
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29a 8911
RO
< (24 5qnqeuqto

t
e(rtag)to / ’ m(s)eHI—H=0D)s gg
0

ail[mll,

la(pg—p—0q)] T [A=1(1)]7

avec 3 = qu’on peut supposer < 1 puisque u est assez grand.
Ainsi,
[ugo ()| = 61 (| T(t0)pol| — 29897 7eH".

En faisant tendre ty vers w et en tenant compte du Lemme 3.3, nous obtenons

[uw ()] = 0n |7 (w)pol| — 27697 et

> §net (é _ 2q5q—1nq—leu(q—1)W>

1 2 11 1. 11
> | 2 -5 ) = S =—F5= >
= one (3 2q+2> Z—gti(?, 7 AT

Ce qui est absurde, donc la solution nulle de 1’équation (3.1) est instable. O

4. APPLICATION

Dans cette section, nous allons étudier la stabilité de la solution nulle du
probléme

Do, ) =v(t —rz)+ f(t,o(t —r2)), t>0, z€0,n]
(E) { 5(9,x) = p(0)(z), 0€[-r0],zel0,n],

ol f:RT xR — R est une fonction telle que

|f(t,x)] < m(t)h(|z]),
+0o ds

ol h : Rt — RT est une fonction continue croissante avec fo sy — 400 et

m : RT™ — R*une fonction localement intégrable, par exemple on peut prendre
m(t) = ﬁ, h(s) = sle® avec ¢ > 1 ou h(s) = e® — s — 1(avec q = 2).

Posons E = C([0,7];R), v(t,z) = u(t)(x) pour tous t € [—r,+oo,z € [0,7].
Soient L : C —F Dopérateur défini par

Lip = (=)
et F: Rt xC — E, la fonction définie par

F(t,)(z) = f(t,9(—r)(x)).
Alors le probleme (E) est équivalent au probleme
P( ) u’(t):Lut+F(t,ut), t>0
ug = ©, peC.
Il est facile de vérifier que L est un opérateur linéaire continu et que
eMp(0), t >0
ult) = { b(t). t € [-r,0],
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avec 0 < A < 1 tel que A = e, est solution du probléme homogene
W' (t) = Lug, t >0
ug = ¢7 1/} € C7
de plus
IT )l gy < €™
Et donc pour tous t > s >0
IT(t = 5)ll pey < 7 = eMe™ = gi(t)ga(s).

Si nous supposons que la fonction F' est complétement continue et si nous prenons

par exemple m(t) = #, h(s) = s%e® avec g > 1, alors
t t
ds em
. < s —
Jim ; m(s)g1(s)h(gz(s))ds < e lim T2

et donc les hypotheses (H;)-(Hs) sont vérifiées. Ce qui donne que la solution
nulle de (F) est asymptotiquement stable.
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