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SOLUTIONS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
FONCTIONNELLE SEMI-LINEAIRE A RETARD
INFINI DANS UN ESPACE DE BANACH

SGHIR ABDELHAQ

ABSTRACT. This paper is concerned with the existence of solutions to the
initial value problem for a semilinear functional differential equation with
infinite delay in a Banach space:

{ @' (O)=Lx+f(t,z), te[0,a] (a>0)

z(t)=¢(t) te ]—o0,0].

The result is based on the Leray-Schauder alternative and a priori bounds
on solutions.

1. INTRODUCTION

Soit E un espace de Banach réel de norme notée |.|g et soit B := BY
I’espace de phases satisfaisant les axiomes fondamentales introduites par
Hale et Kato [5]. Six: IR — E, alors pour tout t € IR™, nous définissons
une application z; : R~ — F par x4(0) = z(t + 0).

Dans ce papier, nous étudions dans la premiere partie une méthode
similaire & celle d’Arino-Sanchez [1] pour l'existence d’une formule de la
variation de la constante pour le probleme de Cauchy non homogene as-
socié a I’équation différentielle fonctionnelle a retard infini

z (t) = Lzy + h(t), t>0

ou L : B — E est un opérateur linéaire continu et h : RT — E une
fonction continue.

Dans la seconde partie et par utilisation de la formule de la variation de
la constante trouvée, nous étudions I’existence des solutions du probleme
semi-linéaire
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x'(t) = Lxzy+ f(t,z), tel:=][0,d]

Zo =,

P(w){

ot (a,0) € R} x B sont donnés et f : I x B — E est une fonction
completement continue vérifiant une certaine propriété de bornage.

Les équations différentielles (fonctionnelles) sont étudiées par plusieurs
auteurs, par exemple Deimling [2], Iwamiya [7], Martin [8], Pazy [9], Schu-
macher [10], Shin [11] et Travis et Webb [12].

2. PRELIMINAIRES

Désignons par B := B( R™; E), 'espace vectoriel des fonctions définies
sur R~ & valeurs dans E muni d’une semi-norme notée |.|3, et

Ela] ={z:] —00,a] — E|zy € B et z|; est continue } pour a > 0,

&={z: R — Elzg € Betz| g+ est continue }.

Dans la suite de ce travail, nous supposons que ’espace de phases B
satisfait les axiomes suivants:

A) B est un espace complet.

By) Si z € Ela] (rep. &), alors x; € B et la fonction ¢t —— z; est
continue pour tout ¢ € I (resp. t € R™).

By) Tl existe une constante I > 0 et deux fonctions K, M : RT™ — RT
telles que:

e K est continue sur R™;

e M est localement bornée;

e pour toute fonction = € £[a] (resp. &) et tout t € I (resp. t € R™T),

1
7lz@)le < lodls < K(¢) sup |2(s)|e + M(t)|zo|5.
0<s<t

C) Si (¢n) est une suite de Cauchy dans B et si lim suplp, () —
n—oo e K

©(0)| = 0 pour tout compact K C R, alors ¢ € Bet lim |p,—¢|g = 0.
n—oo

Nous notons par,

K, =supK(t) et M,=supM/(t).
tel tel

Donnons maintenant quelques espaces de phases B qui vérifient les axiomes
précédents voir par exemple [5], [6].
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Example 2.1. Posons

BC ={p e C(]—00,0];E) : |p(0)|g est bornée sur | — oo, 0]}
BU = {p € BC' : ¢ est uniformément continue sur | — 0o, 0]}
C* ={peBC: , lim () existe dans E}

C°={peBC: 91121 ©(0) =0},

et soit |p|g = sup|e(f)|g; alors les trois sous-espaces BU,C*> et C°
6<0

vérifient les axiomes précédents, par contre BC' ne vérifie pas B;) avec
Kt)y=M@t) =1 =1.

Example 2.2. Soit v € R, posons

C,={peC(—00,0;; E): lim e’p(h) existe dans E}

60— —o0
et ol = zup e"%|o(0)| g ; alors C., vérifie les axiomes précédents avec
<0

K({t)= sup €% =max(1,e7), M{#t)=e " et | =1.
—t<0<0

Example 2.3. Soit v € R, posons

L, = {80 : R™ — E: ¢ est mesurable sur | — oo, —r],

continue sur [—7,0] et |p|z < +oo},

o1 0 <r <ooetlplz, = sup |p@)|g+ [ €p(0)|gdd; alors L,
—r<6<0 oo

Pd . . / /7 /
vérifie les axiomes précédents avec I =1,

1 si 0<t<r

K(t) = I
(*) 1+/679d9 si t>,

—t
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/ —-Tr
max (1 + / e"?do, e’7t> si 0<t<m,
—r—t
M(t) = By
max ( / e"%dp, e_7t> si t>r.
. —r—t

Enfin, rappelons que le probleme de Cauchy homogene

"(t) = Lz, t>
(H) {l‘(_) zy t>0,
o =@ @EB,

ou L : B — FE est un opérateur linéaire continu, admet une unique solution
z(p) € ENCY R, E) et que pour tout t > 0, Uopérateur T(t) : B — B
défini par T(t)p = z(p) est un semi-groupe linéaire de classe (Cy) et
satisfaisant la propriété de translation:

p(t+0) si t+6<0,
(T(t)e)(0) = {

(T(t v e)go) 0) si t+6>0,

pourt€ RT,0€ R™ et pcB.
Son générateur infinitésimal A est défini par

Ap = lim quand cette limite existe dans B).

h—0t

T(h)cp—so(
h

De plus, pour chaque ¢ € B, la solution du probleme (H) est donnée par

(t si £<0,

o(t)
$Wﬂ”:{(Tm¢ym si t>0.

Nous pouvons expliciter D(A) (domaine de A) et Ay dans des cas parti-
culiers de B (voir par exemple [6]).

3. FORMULE DE VARIATION DE CONSTANTE
Considérons le probleme de Cauchy non homogene

z (t) = Lay + h(t) >0,

(N.H) {
To = pebB,
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ou h € C([0,00[; E).

Théoréme 3.1. Le probléme (N.H) admet une unique solution x € €N
CY(R',E).

Démonstration. 11 est clair que x est solution du probleme (N.H) si, et
seulement si la restriction de x a tout intervale | — oo, a] (out a > 0) vérifie
I’équation intégrale:

t ¢
©(0) + /Lxsds + /h(s)ds, si tel,
z(t) =
0 0
t)

o( si t<O0.

Pour tout a > 0, considérons le fermé

Co ={y € C([0,a}; E); y(0) = ¢(0)}

et pour y € C,, définissons la fonction y par

g(t)_{go(t) si t<0,

Ly s otel,

alors § € £[a] et d’apres 'axiome By), 3 € B et t — §; est continue sur
1.

Nous choisissons une constante négative v convenable et nous munis-
sons I’espace de Banach C(I; E') de la norme (équivalente & la norme sup.)

ol = suply(®)]e™", pour tout y € C(L; ).
S

Considérons maintenant ’opérateur 7 défini sur C, par,

t t

Ty (t) = ¢(0) + /ngsds + / h(s)ds, pour toutt € I.
0 0

Il est clair que 7, € C,, si y € C,. Pour tous y,z € C, et tout t € I

t
50) = 7.0l <1 [ 1.~ Zuleds on =],
0
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puisque §(0) — 2() = 0 si < 0 nous avons
190 = Ztls = |(§ = 2)e[s < K(t) sup |(§ - 2)(s)|e

0<s<t

< K(t) sup |(y — 2)(s)|pe"*.e™ "
0<s<t

< e LK)y — 2l
ceci implique

t

1) = 7Ol < Uy = 2l [ e K(5)ds

—IK _
< —ly—zlye™™

ce qui donne

—IlK,

||7'y_TZ||’y < ||y_z||'y§

a

< 1.

nous choisissons alors v tel que

Soit y 'unique point fixé de 7 sur Cy, il est clair que la fonction x :
| — 00, a] — E définie par

[ e(t) st t<0,
x(t)_{y(t) si tel

est I'unique solution de I’équation intégrale

¢ ¢
@(0)+/Lmsds+/h(s)ds si tel,
x(t) = ) )
w(t) si te RT.

Définissons,

AN
B={{: R~ — L(E):Ybe E,p@beBet sup | @blg < +ool,
[blp<1

oil » @b est défini par (g/g ®b)(6) = (0)(b).
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A
Munissons B de la semi-norme suivante

PAN AN
[oln = sup | ¢ @b|s.
B pp<t

A
Considérons maintenant 'opérateur linéaire continu, L :B— L(FE) défini

par
A

(L )(b) = L(p ob).

Definition 3.1 (voir [1]). La solution fondamentale du probléme (N.H)
est la famille d’opérateurs (U(t))¢>0, U(t) : E — E, définis par:

U(t)e = (z°) (1), t>0,
ou x¢ est 'unique solution du probléeme

{x/(t):th+e; t>0,

o =0.
Lemme 3.1. Pour toutt > 0, U(t) € L(E).

Démonstration. La linéarité de U(t) résulte de la linéarité de L et de
I'unicité de la solution.
La continuité de U(t), pour e € E et t > 0,

t
|z¢(t) | < l/ |z$|gds + tle|g.
0

donc par 'axiome Bs)

[zi|ls < K(t) sup |2°(s)|p + M (t)|z(]s
0<s<t

< K(t) sup [l/|xf,|3dl/+s|e|E]
0<s<t 9

t
< K@) / 2] 5ds + tle] 5]
0

t
< UK Ofls + 1) [ latlsds.
0
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et par 'inégalité de Gronwall [4],
t
2¢|5 < tK (t)]e|p + LK () /sK(s)|e|E.elK<t><t—8>ds.
0

Ainsi,
Ut)ele < llzf]s + lels

H(t)‘e‘Ev

<
<

t
o H(t) =1+ I(tK(t) + IK(t). [ sK(s)e!E®=5)gs).
0
Soit (v(t))¢>0, la famille d’opérateurs linéaires définis par v(t) : £ — E,
v(t)e = z¢(t); nous avons

v(t)els = | / (=) (s) ds
= ‘/tbl eds
< el - / H(s) ds

ce qui prouve que v(t) € L(E) pour tout ¢ > 0.
Puisque v(0) = 0, il est naturel de prolonger v par zéro sur | — oo, 0].
Pour tout t > 0 soit v, : R~ — L(F) défini par 14(0) = v(t + ), alors

A
vy €B car pour tout e € F et tout € R~
(e ®@e)(0) = ve(0)(e) = v(t+0)(e)
B 0 si t+60<0,
ol 2f(t+6) si t+60>0
= x7(0).
Ce qui donne v; ® e = zf € B (d’apres 'axiome Bj) puisque z¢ € £ et

sup |y ®elg = sup |zri|p < +oo. O
lelz<1 lelz<1
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Proposition 3.1 (voir [1]). La fonctiont — v(t) définie sur R a valeurs
dans L(E) est continue sur R et continiment différentiable sur RT.

A partir de cette proposition Arino-Sanchez [1] ont démontré que la
fonction t € R +—— U(t) € L(E) est continue, nous la prolongeons par
zéro sur | — 0o, 0] sa continuité n’est pas conservée puisque U(0) = I, mais
nous pouvons définir la fonction Uy sur R~ par:

0 si t+60<0,

U,(0) =
) {U(t+9) si t+0>0,

A
pour t > 0 et 6 < 0; mais rien nous assure que U; €B.
Nous conclusons voir [1] que la solution z du probleme (N.H) s’écrit
sous la forme:

4. PROBLEME SEMI-LINEAIRE

Considérons le probleme semi-linéaire suivant
2’ (t) = Loy + f(t,z4) 5t € [0,a] =1,
P(e) {
Lo = ¥,

ot (a,¢) € R x B, L et f vérifient les hypotheses suivantes:
Hy) L : B — E est linéaire continu,
Hjy) f: I x B— E est complétement continu.

Définition 4.1. Une fonction z € £[a] est dite solution du probleme P(¢)
si pour tout t € 1

£(t) = (T(1)9)(0) + / Ut — 5)(f (5, 22))ds
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Théoréme 4.1. Si Hy) et Hy) sont vérifiées et s’il existe k > 0 tel que

sup |z(t)|g < k, pour chaque solution x du probléme
0<t<a

x (t) = Lo, + Mf(t,zy) tel,

o = ¥,

Px(e) {

ot X € (0,1). Alors le probleme P(p) admet au moins une solution.

La démonstration de ce théoreme est basée sur le lemme suivant:

Lemme 4.1 (voir [3 p. 61]). Soit C un convexe d’un espace normé tel
que 0 € C. Soit 7 : C — C un opérateur complétement continu et soit
E(r) ={y € C :y = Ay pour 0 < XA < 1}. Alors ou bien &(7) est non
borné ou bien T admet un point fizé.

Démonstration. Notons
E¥la] = {x:] —o00,a] — E : 29 = ¢ et x|, est continue },

Co={y € C(I; E) : y(0) = 0}.

Pour tout y € Cy, considérons la fonction § € £[a] définie par

) 0 si t<0,

ye) = { y(t) si tel
Posons 0 <0
i @ si t <0,
Plt) = { (TH))(0) si tel.

D’apres 'axiome B1) ¢y, 4 € B et t — ¢ ou g est continue sur 1.
Il est clair que = € £¥[a] est solution du probleme P(y) si, et seulement
si y = x — ¢ ou y est solution de I'equation intégrale,

t

y(t):/L{(t—s)(f(s,gjs—f—cﬁs))ds pour t € I.

Considérons 'opérateur 7 défini sur Cy par

(1) = / U= ) (F(s,5s + 55))ds pour ¢ € 1.
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Nous avons prouver les propriétés de 7 comme suit. Tout d’abord,

Ty € Cp siy € Cp; &(7) est borné :

Soit y € £(7), posons z = § + ¢ alors z est solution du probleme Py ()
et d’apres 'hypothese nous obtenons pour tout ¢t € 1

y(®)|E = |z(t) — (T(H))(0)| < k+Z’stgg||T<t>||.|so|B< +00.

En suite 7 est complétement continu. En effet, d’arbord 7 est continu
par les raisons suivantes.
Soit (y™) une suite de Cy qui converge vers un certain y dans C([; E)
alors
de>0:Yne N ||y"|lo:=sup|y"(t)|e <c,
tel

de plus §" et g € E[a] et donc y}* et g € B et pour chaque t € I, on a

57— dils < K0 sup [57() = 3(5)| i + M) — ol

< K() ly™ = yllo,

ce qui donne que ¥;' converge vers g, dans B et

7+ @il < K@) Iy o+ K1) s [(TE)O]z+ M) lels

< Ka(6+sslelll> [(T(s))(0)|E) + Ma |#]5;

en raison de la continuité de f, on a pour chaque s € I , f(s,92 + @s)
converge dans F vers f(s,¥s + @s) et pour tout n € IN

~

I7y™ = Tyllo < Sup U@ — )1 1S (s, 58 + &) — fs,9s + &s) | ds

IN

N ’f(sags +95s>_f(5ags+95s)|E ds

o\@ o

ou N = sup|lU(t)||; comme f est completement continue alors il existe un
tel

compact K de E:Vse I, Vne N f(s,97 + ¢s) € K,
et par la convergence dominée de Lebesgue nous concluons que (7y™)
converge vers 7y dans C(I; E).

Nous montrons maintenant que, 7 est compact:
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Soit B un borné de C(I; E), nous allons montré que 7B est relativement
compact.

On remarque 7 est equicontinu. En effet, pour 0 <ty <t <aetye B,
nous avons

[Ty (t) = Ty(to)| 2 < / [t (t = s) =U(to = )| [f (5,85 + s)|E ds

+ [t =) 17053+ 80l ds

to

or

t
[t = ) 17055+ )l ds < Nt~ o],
to

ou H = max{|f(t,¢)|p : t € I et [[¢] < p}
avee p = Ka([lyllo +supl(T(1)¢)(0)]5) + M- ¢l

/ [U(t—5)—Ulto—)|| | (s, Gt Bo)l ds < H / Ut —5)—U(ty—s)|| ds
0 0

Puisque pour t € 1

t
|zf|p < tK(t)le|lg +lK(t)/sK(s)|e|EelK(t)(t_s) ds
0

IA

t
tKa|e|E[1 +/lK(t)elK(t)(ts) ds
0

IN

tKa|e|EeltK(t)

tKa.ea'lKa.|€|E

A\
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et
t to
|z€(t) — z(to) | = |/Lx§ ds — /L:z:i ds +e(t —to)|p
0 0
t
< |t—t0||€|E +/l|$§|5 ds
to
< Kyt —tol le|g,
oun Ky =1+ al. K, e%¥a,
On a donc,
Ut —s) —U(to — s)|| := sup [U(t—s)e—U(to — s)e|r
le|p<1
= sup ‘fo—s - foo—s’E
le|p<1
< sup ‘xf—s _$§0—5‘87

le| s <1
or

Py = hyulp < Klto—s)  sup [a(v+t—to) — 2 (W)l
SVSUlo—S

+ M(to = ) |27y, — 255

< Ko osup o [a(v it —to) —2*(v)]e + Maloi_y |5
0<v<tog—s

< Ko Ki|t —to| le|g + M|t — to| K e e |e|p

< const .|t —to| |e|g,

ce qui donne
to
/ Ut —s) —U(to — s)|| ds < const.|t — o],
0

ainsi
ITy(t) — Ty(to)| g < const.|t — to|.
On prouve maintenant que {7Ty(t) : y € B} est relativement compact

pour chaque t € I. En effet, puisque f est completement continue et que
pour s € [0,t], U(t — s) : E — E est continue, alors

K={U(t—s)(f(s,7s+ @s)) :s€[0,t] et y € B}
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est relativement compact, donc K1 = @0k est un compact de E, voir [8] et
Ko = {tx : (t,x) € I xK1} est compact, ainsi {7y(t) : y € B} C tcok C Ky
est relativement compact.

Ce qui donne que 7 admet un point fixe y et parsuite x = y + ¢
est solution du probléeme P(y). Donnons maintenant quelques conditions
sur f pour avoir le bornage d’une solution du probléeme Py(y), pour cela
faisons I’hypothese suivante:

Hs3) |f(t,¢)|e < w(t,|p|p) pour tout (t,p) €I x Bounw:Ix RT —
R™ est une fonction continue et que w(t,.) est croissante pour tout ¢ € [
fixé.

Soit = une solution du probleme Py () alors pour tout t € I,

(s < [(T(1))(0)]g + A / Ut — )1 (s, 24) [ mds
0
< IT()ls + / Ut — )1 f (s, 0) | s
0

t
< l/M|<p|B+N./w(s,|xs|3)ds,
0

ou M =sup||T(t)|| et N = sup||UU(t)]|.
tel tel
Pour tout ¢t € I, posons

2(t) = sup{|zs|p : 0 < s < t},

alors il existe ¢ € [0,¢] tel que z(t) = |xf|g et par utilisation de axiome
Bs)
2(t) = |zils < K(2) sup |z(s)|e + M(#)]els
0<s<t

< K, sup [l Mlgls + N / w(v, |y |5)ds] + Mool
0

0<s<%
t

< (l/MKa+Ma)|S0|B+NKa/w(S7 |zs|5)ds
0

(1) < (z’MKa+Ma)|¢\B+NKa/w(s,z(s))ds |
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i) Si w(t,u) = m(t).u ot m : I — R est continue alors pour tout

tel
t
<cl+02/m
0

ou ¢y = (l/MKa + M,)|¢|s et co = NK, et par I'inégalité de Gronwall,
nous obtenons

z(t) < ¢y exp <62 /m(s)ds) < +00.

Ce qui donne, 3¢ > 0:Vt € I 2(t) < c et par 'axiome By)
l2(t)|g <U|as < e

ainsi sup|z(t)|g < e
tel
) Si w(t,u) = m(t).g(u) ot g : RT —]0, 00[ est continue, croissante
et f = oo alors par utilisation de 'inégalité (1) nous obtenons pour
g9(s
c1
tout t € I

t

(2) 2(t) <1+ o /m(s)g(z(s))ds.

0
Désignons par u(t) le membre de droite de (2) alors pour tout t € I

2(t) < u(t),

u (t) = com(t)g(z(t))
< com(t)g(u(t)),

< com(t), et par intégration

) u(t)

O/g?“((z)))dsz / CQO/m s)ds < 400.

C1
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Cette inégalité et I’hypothese faite sur g impliquent qu’il existe une con-
stante ¢ > 0 tel que pour tout t € I u(t) < ¢, donc 2(t) < ¢ et comme

précédemment suplz(t)|z < I'c.
tel

iii) Si I’équation ordinaire réelle

{ r(t) = cow(t,r(t), tel
r(0) = ¢,

admet une solution maximale bornée r . sur I, alors pour tout ¢t € I,

2(t) < Tmaz(t) qui est borné et donc sup|z(t)|g Pest aussi.
tel

Exemple. Prenons w(t,u) = m(t)u + g(t)u?, 0 < p <1, m,g: RT —
R deux fonctions continues.
e Si p=0, alors w(t,u) = m(t)u + g(t) et ’équation ordinaire s’écrit:

’

{ r () =mi()r(t) +g1(t),t € I,
r(0) =

ot my(t) = com(t) et g1(t) = cag(t).
La solution de cette équation est donnée par

t

- mq (v)dv i m1(s)ds
J ds) J

r(t) = <01 +/gl(s)e 0 eo
0
/ [ [mi()a
< <cl —}—/gl(s)ds).e o , qui est bornée.
0

e Sip =1, alors w(t,u) = (m(t) +g(t))u et nous obtenons le cas étudié
dans 1i).
e Si 0 < p < 1, 'équation ordinaire s’écrit

’

r(t) = ma(t)r(t) + g1()r(t)",
r(0) = c;.

c’est une équation de Bernoulli, nous posons alors v(t) = r(t)' P et nous
obtenons I’équation ordinaire suivante déja étudiée dans le premier point;

{ V' (t) = ma(t)u(t) + ga(t),

v(0) =7,
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ot my(t) = (1 = p)ma(t) et ga(t) = (1 = p)gr(?).

10.

11.

12.
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