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SUR LA COMPACITE DES SHIFTS
A POIDS OPERATEURS

MALIKA ABOUFATIMA ET MOHAMED HOUIMDI

ABSTRACT. Soient H un espace de Hilbert séparable complexe de di-
mension infinie et (en),>0 une base orthonormale de H. Soit A le shift &
poids défini par: Aep,=0cnent1 Ol (an)n>0 €st une suite bornée de nombres
complexes. Alors d’aprés [1] A est compact si et seulement si Jlim_a,=0.

De plus, A€C,, si et seulement si > |a,|P<oco. Dans cet article on con-
n>0

sidere I'opérateur A défini sur H(*) par: A.(zo,z1,22,...)=(0,A0z0,A1T1,...)
ot H(*) est la somme directe hilbertienne d’une infinité dénombrable de
copies de H et ol (An)n>0 est une suite d’opérateurs linéaires bornés sur
H. On va montrer d’une part que A compact si et seulement si pour tout
n,A, est compact et nllmm||A,L||:0. D’autre part, AeC, si et seulement si

pour tout n>0 A,€C, et > HAan<oo, ol |.||, est la C, norme.
n>0 P

1. INTRODUCTION

Soient H un espace de Hilbert séparable complexe de dimension infinie
et L(H) algebre des opérateurs linéaires bornés sur H. On désigne par
H() 1a somme directe hilbertienne d’une infinité dénombrable de copies
de H. Rappelons que

() — {(x")nzo :Vn,x, € H et Z Hanz < oo}

n>0

et que tout opérateur linéaire T sur H(*°) est défini par une matrice carrée
infinie (Tn,m)n m>o & coefficients dans L(H) (Voir [2], [3]).

Rappelons aussi qu’ un opérateur A est dit dans la classe C, (0 <
p < 00) si A est compact et si les valeurs propres de |A| = (A*A)z sont
dans [P. Notons que A € C, si et seulement si |A| € C,, si et seulement si
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|AJP € Cy, et la C, norme, notée par ||.||,, est donnée par:

1T, = (tr]T|p)5 VI e Gy

ou tr désigne la trace.

On dit qu'un opérateur A sur H(°) est un shift & poids opérateurs, si
A est représenté par une matrice de la forme:

ro 0 .- 0 -7
Ao 0
A=|0 :
0 A, 0

ot sup ||A,| < oo, parsuite, pour tout x = (x,)n,>0 € H>), on a A.x =
n>0

(0, A_oxo, A1z, ..., Apxy,, ... ). Signalons qu’une étude spectrale d’un tel
opérateur, dans le cas ou les poids sont tous inversibles, a été faite dans
[3], [4], les auteurs ont en particulier caractérisé le commutant, ’algebre

faiblement fermée engendrée par A, le spectre et les parties du spectre de
Aet A*.

Proposition 1.1. Soit A un shift a poids opérateurs, ot (Ay)n>0 est la
suite des poids. Alors on a :

(i) [[All = sup [[An],
n>0

(i) r(4) = juf (g; [Ansr—1--- Anll)F,

(iii) Vo € H®) | on a: A*x = (Ajx1, Afza, ..., AL2pie,...).

Preuve. C’est une vérification de routine.

Ealle

Remarque 1.1. On vérifie facilement que:
(i) A"A= D (4,4n)
n>0
(ii) [4]= D [An], (ou [4] = (4"4)z).

n>0
2. LE RESULTAT PRINCIPAL

Lemme 2.1. Soient Ty, Th,... , T, € L(H), et T=To P11 P ... BT,
alors T est compact si et seulement si pour tout k, k=0,1,...,n, T} est
compact.
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Preuve. Supposons que T' est compact, pour montrer que T est com-
pact, il suffit de montrer que pour toute suite orthonormale (z,),,~¢,

im (T, zm) = 0. (Voir [5]). Soit donc (), une suite orthonor-
male de H, posons y(™ = (0,...,0,2,,,0,...,0), alors (y(m))m>0 est

une suite orthonormale de H™) = H@ ... H, la somme directe de n
copies de H. Et puisque T est compact, alors lim <Ty(m),y(m)> = 0.
m— 00

Or <Ty(m),y(m)> = (TipTm, Tm), d’ou le résultat.

Supposons maintenant que pour tout £ = 0,1...n, Ty est compact:
pour chaque k, soit (Tk,m),,~, une suite d’opérateurs de rang fini tels que
mli_r}rloo | Thm — Tk|| = 0. Posons T, = Tom @T1m @ - .. P T m, alors il

est clair que pour tout m > 0, T}, est de rang fini et on a ||T' —T,| =

sup [|Tx — Tk m|, dou lim ||T'—1T,,| = 0. d
0<k<n m— o0

Lemme 2.2. Soient (1},),~, une suite bornée de L(H) et T = EBT”.
n>0
Alors T est compact si et seulement si:
(i) Vn >0, T, est compact,
(ii)) lim [|T,|| = 0.
n—oo

Preuve. Supposons que T' est compact, fixons k£ > 0 et montrons que T},

est compact. Pour cela, il suffit de montrer que pour toute suite orthonor-

male (zy,), -, de H, lim (Tpx,,x,) = 0. Soit donc (z,),-, une suite
> N oo >

orthonormale de H, pour tout entier n > 0, posons y(™ = (Tn,m) >0

ol Tpm = 0sim # ket xp,m = x, si m =k, alors (y(”))n>0 est une

suite orthonormale de H(®), et puisque T est supposé compact, alors
lim <Ty(”), y(")> =0.

n—oo

Or on a: <Ty("),y(")> = (Tyxp, ), d'ou le résultat. Montrons main-

tenant que lim ||7,]| = 0. Puisque T;, est compact, alors T,'T,, est aussi
n—oo

compact. Soit A, € o (T*T,) tel que A, = r (T*T,)=||T*T,| = ||T.]°,

et puisqu’on peut supposer pour tout n > 0, T, # 0, alors 17T, # 0
donc A, # 0 et A\, est une valeur propre de 1;7T,,. Soit z,, € H tel que
zn]l = 1 et T2Thzy, = Anapn done (T Thzy, 2n) = Ay = ||Th||>. Posons

y = (@n,m) o tel que Tn g =0, n # m et Ty, = p, alors (y(n))nZO

est une suite orthonormale de H(*), donc on a lim <T*Ty("), y(”)> = 0.

n—oo

Or on a (T*Ty™, y) = (T} Tz, x,) = 1T, |1?, d’ott le résultat.
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Supposons maintenant que pour tout n > 0, T}, est compact et lim [|T,|| =
n—od

0: posons T =Ty PP .. PT, PO ..., alors d’apres le Lemme
2.1, pour tout n > 0, T est compact et on a |7 —T|| = sup [T |-
m>n+1

Il s’ensuit alors que lim HT(") —TH = lim sup||Ty,|| = 0, donc T est
compact. Ol

Théoréeme 2.1. Soit A le shift a poids opérateurs, ot (Ay),~, est la suite
des poids. Alors A est compact si et seulement si:

(i) Vn >0, A, est compact,
(i) lim ||A,| = 0.

Preuve. On sait qu'un opérateur A est compact, si et seulement si, |A]
est compact. Oricion a |A| = @ | A, |, donc d’apres le lemme précédent,

n>0
A est compact si et seulement si pour tout n > 0, |A,| est compact et
lim || |A,| | =0. Or lim || |A,| || = lim ||A4,]. D’ou le résultat. O
n—oo n—oo n—oo

Lemme 2.3. Soient (T,,),>o une suite bornée de L(H) et T' = EBT”,
n>0

alors T € C,, si et seulement si pour toutn > 07T, € C, et ZHTan < 0.
n>0

Alp est la Cp norme.

1
P
Dans ce cas on a: ||T, = (ZHTan) , 0l

n>0

Preuve. Rappellons tout d’abord que H(>) g’identifie au produit tensoriel

Hilbertien H®H, et que si (e, )n>0 est une base orthonormale de H, alors

(€n @ €m)n.m>0 est une base orthonormale de HQH (voir [7], [8]). On

pourra alors considérer T' = @Tn € L(H®)) comme étant Popérateur
n>0

sur HQH défini par T'(e,, ® ep,) = (Trnen) @ e, pour tout n,m > 0.

Puisque |T'|P = @\T,ﬂp , on peut considérer |T'|P comme étant 'opérateur
n>0
sur HQH défini par |T|P(e, ® em) = (|Tin|Pen) @ €m.

Supposons que 1" € C,,, donc T" est compact, par suite d’apres le Lemme
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2.2, pour tout n > 0,7, est compact. De plus on a:

tr(|T17) = Z (IT1P(en @ em), € @ €m)

n,m>0

— Z (|ITm|Pen @ em, en @ em)

n,m>0

= Z (| TP en, en)

n,m>0

= (Z<|Tm|pen,en>).

m>0 “n>0

Puisque tr(|T'|P) < oo, il s’ensuit alors d’apres la derniere égalité que pour

tout m > 0 Z(|Tm|pen,en> < 00, ce qui revient a dire que pour tout
n>0

m > 0, tr(|7,,|P) < oo, il en résulte que pour tout n > 0, T}, € Cp, et

Z||Tm||g = Z tr(|Tm|p)) = tr(|]T|”) < oo. Supposons maintenant
m>0 m>0
que pour tout n > 071, € Cp et ZHTan < 00, par suite pour tout n > 0,
n>0
T, est compact et lim ||7,|| = 0, et alors d’apres le Lemme 2.2, T' est
n—oo

compact. De plus d’apres ce qui précede tr(|T|P) = ZHTan < o0, d’ot
n>0

T €C,. O

Théoréeme 2.2. Soit A le shift a poids opérateurs, ot (Ay),~, est la
suite des poids. Alors A € Cp si et seulement si pour tout n >0 A, € Cp,

et Z||An||§ < 00.

n>0

Preuve. A € C, si et seulement si |A| € Cp, mais |A| = 69|An|7 alors
n>0
d’apres le dernier lemme, A € C, si et seulement si pour tout n > 0
|A,| € Cp et ZH |An| || < oo. Par conséquent, A € C,, si et seulement si
n>0
pour tout n >0 A,, € C, et ZHAan < 0. O
n>0
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