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ESPACE A POIDS H(G) ET PROBLEME AUX LIMITES
ELLIPTIQUE

HOANG QUOC TOAN

1. Introductlon

So1ent G un doma.me borne da.ns l’espace R" Lz, D)—un operateur ellipti-
que d’ordre 2m dans le doma.me G,et Bj(z,D), 7 =1,2,--- ,m —m opérateurs

aux limites d’ordres respect1fs m;, m; <2m-1, 1 =1,2,.-- m.

Dans le domaine G on considére une fa.rmlle de domaines {G:} avec les
frontiéres {I';}, qui dépend du paramétre t € [0,1]. Nous supposons que la
fam_illé_ des frontiéres {I';} dépendante lissement du paramétre ¢ au sens de
S.G. Krein (voir [1]) et de plus:

Gt C Gg Vt E [0,1].

Dans 1a suite pour simplifier 1’exposé nous supposons que la famille {Gy} est
croissante lorsque ¢ tend vers zéro, c’est-a-dire que:- Giias C Gy, At >0,V > 0.

Rappelons les propnetes sur- la famille {I‘t} qu1 est lisse au sens de Krein:
(voir [1}, [3] ou [4]). -

‘Soit ¢ € [0,1], alors avec |A%| suffisanment petite, la surface T'yin; dans
les coordonnées locales dans un voisinage de la surface I'; est représentée par
Péquation: ‘
N o= I'C(.’L‘ t 6t) [x| < C|AE.

On pose AG, = Gt \ G'H. At Alors pour toutes les fonctmns peC °°(AG¢) qui

sont nulles ainsi que ses dérivées sur I'; (ou sur T's4.a¢), on a Pinégalité

Nlellaecrag,) < ClAY Mollm@acy - Ys>1. 0 - (L1)
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On désigne par (Aa.) opérateur dans C°°(G) définie par la formule suivante:
(Aaep)ain) = o (2, wlait, A1) — 9(2,0)

ol z = (21, -+ ,%,) sont les coordonnées d'un point = € T'y. Alors Aa; peut se
prolonger en un opérateur continue de H*~3+*+1(@) dans H¥1+*(T) (k > 1,

entiére, 0 < a < 1) et:

”A-At‘P”Hk"1+¢!(I‘¢) < C- [Atl ‘ ”(-P”Hk_']z"l'“"'l(G)' (12)

Maintenant on désigne par R, l’opéfateﬁr de prolongement qui prolonge une
fonction u(z) définie dans le domaine @, en une fonction u; = R, u(z) dans le

domaine G, telque:
Ry € L{H*™(Gy), H*™(G)}, 2m+s<N,
la famille des opérateurs {R;}, t € [0, 1] peut &étre construite de telle sorte que

les normes ||R,|| sont majorées indépendanment de ¢ € {0,1] et satisfont & la

condition suivante; -
||Rt.5'¢u — R,—S-,-UlrlHZm-{-a—.‘l(G) < C. |t — TI”'Uf”H?m'F-’(G) (13)
Yu € H*™t5(G), 2m 45 < N, ol Sy est Iopérateur de restriction au ¢, d’une
fonction définie dans G (voir [2]).
2. ESpaéé Hi(Gy)
~ Soit p(t) une fonction continue de la variable ¢ € [0,1] éatisfaisa.nt ala
condition suivante:
() p(t) >0 Vte(0,1]
(if) limp() =0 ‘
(iii) Il existe deux nombres réels positifs C' et a tels que:

PR 2C-t, Me(0,1]. . (21)

~ Alors pour s > 0 on désigne par H;(Gy) I'ensemble des fonctions f(zx)
définies dans Gy tellesque les restrictions S,f au domaine Gy, 0 < t < 1
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appartiennent & H*(G,) et satisfont & la condition:

nan;(GDFOsuP p(t>||s:fnﬂ;(at)<+oo- o (22)

11 est cla,lr que le membre gauche de I’megahte (2 2) de51gne une norme dans

H2(Gyo), s > 0. En effet:

a) Tout d’abord si f(z) € H, 3(Gy) satisfait & la condition:
”f”H;l(Go) =0 <= sup P fllseay =0,
0<t<1

ona Vo € (0,1] : p(to)|| filtre(G,) = 0. . .

Donc | f|| g (c,,) = 0. Alors il s’en suit que f(a:) = 0 dans Gy,, V1o € (0,1].

Par ailleur si w est un domaine ouvert arbitraire dans Gy, compte tenu du
fait que: G tend vers Gy lors que t — 0, il existe t € (0 1] tel que w C Gy,.
Par ce que f(z) = 0 dans Gy,, on en déduit que f(z) = 0 dans w. Comme w est
un ouvert arbitraire dans Gy, on obtient f(z) =0 dans G,.

Par conséquent: Vf € HE(G) F a0y = 0 & f =0 dans G,.

b)VA € R, Vfe H“(Go) on a:
”)‘f”H’(Go) = Sup p(t)IIAfHHa(G,) = 5 lx\lp(t)llfllm(at
N |/\mf||Ha(Go)
.‘ c) Sifiet fo€ HS(GO) alors f1 + fa € H (Go) et:

”fl Tf2”H'(GD) = SuPP(t)“fl -I-fZHHa(G, |

< sup. p(t) {”fl“H-’(G,) + ||f2|lH’(Gt)}

Par consequent on obtlent que:

”f1 +f2”H-’(Go) < ”fIHH’(Go) + ”f2”H’(Go)

Donc 'ensemble H$(Gy), s > 0, est un espace linéaire muni de la norme définie
par I'égalité (2.2).

11 est clair qﬁe:



88 ' ' o HOANG QUOC TOAN .

1) B(Go) C H2(Go), Y5 20
2) Vs'>s20: HZ (Go) C HS(G()) et
”f“H’(Go) < “.f“H' Goyr VI ¢ HY (Go), &' >520.
Fn cfiet f € HE(Go) = Sif € H* (Go) = Sf € H G, Vi € (0,1] et
USefllas (e < “Stf”H= (Gy)- Alors |

l}s<1111:v110(1*)||Stf llHa(G:) < R P(f)ustf “H-’ (G-

3. Probléme aux limites

L So1ent f(:n) € H"(Gg) ct gJ(a:) € Hz""""‘“mi (G) 2m+s —m; > 0, 2m+
3<N 8 >0, (N—a.ssezgrand) 3—-1 2,.
" On cons1dere le probleme pour te (0, 1]

: L(:r:,rD)u'(m) Stf da.ns Gy (3.1)
B_,(:c,D)u(a:) =g; sur I‘t ' R | (73.2)
(J =1 23 - ) | |

Supposons que pour tout't € (0, 1] le probleme (3 1) (3 2) est ell1pt1que et

on a l’estimation a priori:

alzmseceny < CO{IEulltsia + SN Bsull i z(m} ' (33)
=1

Vs >0, et C(t) est une fonctlon de la vanable te (0, 1}.

1’estimation a priori (3 3) montre Punicité de la solution du probléme (3.1)-
(3.2) dans Gy, 0 <t < 1.

Dans ce qui suit en supposant que la fonctmn C (t) 1ntrodu1te dans ’estima-

tion (3.3) satisfait & la 'condition:
CW)=olt®) (t—0), 0<a<l, (3.4)

On étudie Pexistance et 'unicité de la solution du probléme (3.1)- 3.2) dans le

domaine G qui est la limite de la famille {G:} lorsque t — 0.
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Dans cet article, en reprenant ce modéle dans un cadre plus général avec
I'espace de type Sobolev & poids H2(Gy) et on modifiant un peu la démarche de
Pétude dans [4], on peut améliorer les résultats obtenus dans [4] sur Pexistance

et I'unicité de la solution du probléme en question.

It faut également noter que le présent probleme peut étre appliqué a étudier
des problémes aux limites pour une classe quelconque d’équations elliptiques

dégénérées sur la frontiére d'un domame

2. Supposons que u(z,%) est la solution umque du probléme (3 1)~(8.2)
pour 0 < t < 1. Alors 4 partir de Pestimation (3.3), la solution u(z, t) peut étre.
estimée suivant la norme de la fonction f(2) dans H3(Gy), précisément on a

I'inégalité suivante:
el zmte 6y < CO{ Iz + D lgsllgimtemi ey} (3:5)
. j=1 .
slék(), 2m+s < N, et

C(t) = o (t"(°’+“)) | ‘(t - 0). - (3.6)

En prolongeant la solution u(t, z) au G par opérateur de prolongement R,
on trouve la fonction u; = Ryu définie dans Pensemble G x (0,1] de R™*1,

i ‘Ma.intena.nt on pose:

Au; = Yrpae — Uy

~Alors dans le domaine G; on a:

Aug | 1
( t) AtL(uH—at ut) = 5 (Lusyar = f).

Il est clair que
Uiy At E H2m+s(G), 2m4s S N

et: = :
L(Aut) {0 - siz € G: N Gigpat
At Zl-t. (Lut-l'At - f) “ stz € Gy \ Gt—[—At = §G;.

En reprenant la démonstration de deux propositions 1 et 2 dans [4] (remplacant

H*(G) par H(Go)), nous obtenons les resultats analogues suivants:
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ProrosITION 1. (Voir la. proposition 1 dans [4]). Pour tout s 2 1 on a D’esti-

mation: -

|l%‘f’f1|ﬂzm+,;;(a < ) +5t){nan.(Go)+an,uﬂm+,-m,w,} 3.7

j=1

om + 5 < N, ot C(t) est définie dans (3.6).
CoroLLAIRE 1. (Voir le corollaire 1 dans [4]). Pour tout s > 1:

pomtems ey < €0 -CCt+ A0 llnzceo + S sl gmtems e} 39)

=1

15

2m+s_<_N.

PROPOSITION 2. (Voir la proposition 2 dans [4]). Pour tout s > 1 la solution
ut(:r £) du probléme (3.1)~ ~(3.2) satisfait a1 ‘estimation:

ulzmer-sca < ex({ Ul + Slasllgomemiiar s 39
Jj=1 '
1(£) o(1l+6(—%—(a+a)) Inl sil—2(a+a)20.

Ou §(1 — (a+a)) est Ia valeur de la 6—fonction (fonction de Dirac) au point
2 —(a+ a). '

Maintenant on voit: que si la grandeur 1 — 2(a + a) n'est pas p.ositivé alors
pour s > 2 nous pouvons établir une estimation analogue & celle (3.7) vis- -a-vis

de la solution wy(z,t) :

PROPOSITION 3. Pour's > 2 Pestimation:

H ”H=m+a “yay SC(H)- -Gt + At){“fHH;(Gn) +'2”gj“H2‘m+"'"‘J' (G)}’-

=1
| (3.10)
om + s < N, est satisfaite o

ety =o (17*?), G =o (tl*?ia+a))' (t — 0).
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PREUVE. En appliquant d’abord |'estimation a priori (3.3) pour la Vfonction

An
=22t
AL ol a:

A’U,t

A
15 Horame- z(a,)<0(t){nf;( “‘)IIH= SN

+ Z”B (Auf,) ||H2m+a 2—my; — 2(1" )}

2m + s < N.

Ou C(£) = o(t~*) (¢t — 0) est définie dans (3.4).

Pour estimer les grandeurs du second membre, on reprend la démonstration
utilisée dans [4]:
Tout d’abord on voit que la fonction L (%)_ est nulle ainsi que ses dérivées

sur [y a¢. Alors compte tenu de P'inégalité (1.2) on a:

I2(52)

He=2(Gy) |Atl Tl Dty ar — f“H‘_z(ﬁGz)
<C ”Lﬂt+m - f“H=-1(G,)

< C {Jlusradllmemto-riay + | fll 160} -

D’autre part:

' Au | 1
B (5) Ir, = g Brverac— o)l

1
= E(B-Ut-}-ﬁ\tlr _gjll-\t+A: +gj|1-|t+m _gJ‘[I"‘)

_ Aagi— Aad(Bj u:+m)
- At

Alors avec s > 2, 2m + s -2 —mj; — % >0, de Pestimation (1.2) on trouve

Pinégalité suivante:
Aut 1 . .
”B ( At ) ||H2m+a—2—mj—12-(r‘) .<_ |At| {”AAtgjl|H2m+a--2—m:-—é(rt)+

+ ||AA¢(Jlf3’jut-:~At)|lerr-+a~2““'*i']2‘(I‘::)}j =

<C {]IBjUt+At||H2m+a—1—mJ' (©) + ”gj”H—?m;l-sHl-mj(G)}.
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‘Donc nous obtenons I’estimation pour la fonction %‘- :

Au '
—— ||H2m+,_z(G) < C(t){Hut+AtHH2m+s—1(G,) + ||f||Hs 1(G=)+

+ E ng,nﬂm s (G}
. =1 .

Pour ]|Iut+m|'| H2m+a—-1(Gt y on a.pphque. l’estlmatmn (3.9) et de plus compte

tenu du fait que:
C@) - 1flla-1cay = C®) - p72E)pE) M| Fllre-1¢ay < CMIFll 2100

on a.

Au ' ' '
1= tIIH2m+, 2@y < C). cz<t + At) {nans(Go) + Z ||g,nHzm+.-m, @&}
T
+C(t) ”f”H’ Y Ge) +C(t) Z ”g]||H“m+= g (G)

J._.
<O Gt AY) '{uan;(c;o) £ 3 sl msomms o}
c.q.f.d.
- On en déduit le corollaire 2 qui est analogue au corollaire 1:

COROLLAIRB Pour tout s 2> 2 on a:

Aut

IIHzm+a e < o) Cl(t +Af) {“f“H"(Go) +Z ;] gr2m+s-m; (G)}

=1

(3.11)
o1 G(t) = o (¢7(aF9) [ Cy{t)-= o (1 ~HHD) | (£ 5 0), 2Zm+s < N

PROPOSITION 4. Pour tout s > 2 la solution u,(=,t) vérific estimation sui-

vante:

|fel| rame-2(q,) < Calt) {Hfllns(c:n) + Z|193||Hzm+s "u(c;)} - (312

3+2mSN,
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" o (tz—z(a+a)) si 2—3(a+a)<0

Ca(t) = . :
o(l'—i—c?(%—-(a +a)) Ind si 2—3{a+a)>0.

§(2—(a+ a)) est la valeur de la fonction Dirac au point 2 — (o 4 q).

PREUVE. Soit t € (0, 1]. On partage le segment [t,1] en k parties égales par les

points ¢ = tg,¢y,...,t = 1 et on pose:
At =14; —ti-1, : At > 0.

, k . . ' '
Alors: wg = 377 (ue,_, —uy,) T Uy, OU Uy, = Uy, Uy, = Uy.
On prend le corollaire 2 pour estimer la norme de la différence Av; = uq,_, —
uy; et Pestimation (3.5) pour u,, et puis on a:

k

lluddlizmes-2ay < Mty = g llgsmsn-seny + e L omss-za,y
i=1

: ok
< { ZC(ti_,l) -C(t:) - At+C(1)}-

m .
{”f”H:.(GO) + Z ”gj”H2m+a—mJ-(G)}

=1
k

scf Dy ﬁ;a) e+ 1} {llzon + 3 lollgenis o

i=1 j=1

< C{Z 3(a+a) -+ 1} {”f”Hs(Go) + Z||9'J||H2m+-’ "‘J(G)}

z-l i—1 =1

En passant 4 la limite lorsque k& — +00, la somme
Zk: At
= t3(c¢+a.) -1
tend vers l’intégrale _ .
t

T =
g3(ata)-1 ln—i- stafa=

wno
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C’est pourquoi avec k assez grand la somme

A .
Z t3(a—|-a.) ~1 +
i;l t—1

ne pourrait pas dépasser
(14873 162~ (a+a))) Ing
Par conséquent on obt1ent l’estlmatmn

1
||Ut||H2m+=-2(G) < C{l + %~ 3(0""“) +é (— —(a —I—a)) . }x

X {”f”H;(Go) + Z ;1| gram+a—m; (G)}"
=t o

Alors : : 0 .
Caft) = C {1423t 4 (5 —(a+ a)) In>}.

Vérifie la propriété nécessaire.

En raisonnant logiqguement on voit que dans le cas ot la grandeur 2 — S(a—l—a) |
n’est pas encore positive, en represent la démonstration de la proposition 4 nous
pouvons obtenir Pestimation pour s > 3 vis-3-vis de la solution wu, - .. Donc en

.prolongeant ce processus apres k pa.s on trouve estimation pour u; et s > k

”ut|lH2"’*+=-2(G=) < Ck(t){”f“H’(Gu) + Z ||93|]H2"'+-'" .-(G)} | (3.13)

=1
om + s S N,
ou: _
otk (k1) (erka)) sik—(k+1)(a+a)<0
Cr(t) = . ) : (3.14)
o(1+6(k+1 (a—l—a))ln— ' s1k—(k+1(a+a)20
et & (k g —(a+ a)) est la valeur de la fonction de Dirac au point =y +1 (a-{-a)

Supponsons que: 0<a+a<l
Alors en vertu de Pexpression de la fonction Ci(t) dans (3.14) on voit que avec
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la fonction Cr(t) peut étre majorée par une constante. Dans ce cas de I’estima-
tion (3.13) nous obtenons Pestimation uniforme par rapport 3 ¢ € (0, 1] pour la

solution us(z,t) :
el gamso- k(G,)<c{||f||Ha(G.,)+Zug.-,n,,,zm+, me) - (315)
g=1

kz[i_(%-'ﬁ]-l_l s>k, 2m+ s < N, C - constante.

En revenant & la propsition 1 on voit également que & partir de l'estimation
(3.5) nous avons estimé la fonction M par P'inégalité (3.7). De facon analogue,
en prenant la démonstration de la proposition 1, & partir de (3.15) nous recevons

- I’estimation pour &L et puis pour Aut
P puis p

1A | r2m4s-r-1¢qy < ClAtI{”f”H’(GO) + ZHQ;“H?m+=- J(G)} (3.16)
1=

52> k.—l- 1,2m+s < N, C - constante. .
~On en déduit que la fonction u¢(z,t) comme une fonction abstraite de la
-variable ¢ € (0,1], & valeur dans l'espace H2™$—#~1((), est continue unifor-
mément dans (0, 1] grice & (3.16). D’olt il existe la limite: llmout = ug dans
HA¥mto=k—1(G) Clest-a-dire que
lim | |a; —~ a0|'[H2m+,_,,.'l(G) =0 (3.17)
s>k+1, 2m —I- s<N..

Fma.lement nous obtenons les resultats fondamenteaux smvants:'

THEOREME 1. Si f (:c) € HE(Gyo), 9;(z) € H2m+3“’"f(G) j=1-,m, s>
k+1,2m+s<N, k= [i—(l‘_'_—a)] + 1, la fonction wo(z) définie par (3.17) est

la solution du probléme aux limite:
L{z,D)u = f(z) dans G
By(z,D)u=g; surTo (3.18)

(G =1,2,...,m)
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et satisfait 4 'estimation suivante:

|lwol| gom+s—t-1(go) £ C {”f“H;(Go) + Z.“g-j“Hz”"*"‘"'j ('G)}-
i=1 "

2m+s—k—12>0, 2m+s < N, C - constante. |

THEOREME 2. Sous les hypothéses du théoréme 1, la solution du probléme
(3.18) est unique. ' ' |

Les preuves de deux théoréme 1 et 2 sont entiérement similaires a celles des

_théorémes 1 et 2 dans Particle [4, 5].
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