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'ETUDE D’UN PROBLEME DE PERTURBATION
NON CLASSIQUE EN UNE DIMENSION

TAOGUFIG BENKIRAN

1. Introduction

Ce travail est consacré & ’étude d'un probléme de perturbation singuliére :
. 62(u£4) — u'£2) +u.=f O<z<m
(P(5) (e = BolaPu (! ,
Bi(z")u (') = Ba(z"Yulz') =0 pour z' de {0, 7}

qui apparait dans la théorie de I’Elasticité [6]. B, et B, étant deux opérateurs

frontiéres d’ordre respectivement deux et trois.

1. Si les opérateurs frontiéres By et B; sont donnés par
Bi(z') := d®/dz® et Bs(z'):=d*/ds? (1)

avec z' étant un élément de {0, 7} et lorsque f n'est pas dans Pespace de Sobolev
HA(j0, [)(8 > 1/2), nous montrons que la solution u. du probleme (P1)(f) n’est

pas forcement bornée dans L*(]0, #[).

2. Si les opérateurs frontiére By et By sont donnés par :
Bi(z') := d?/dz? o)
By(z'}:=2'd*Jdx® + (2’ — )

avec ' un élément de {0,7} et lorsque f est un élément de L*(]0,x[), nous
montrons que la solution u. du probléme (P )(f) converge vers la solution v du

probleme :
—v't+v=f dansO0<z <7

v(0) = v(r) = 0

Avant d’aborder I’étude, on se propose de commencer par un lemme :

(L1)(f) {
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LEMME 1. (cf. [2], [3])
Soient, pour € > 0 et ¢ < r < 3, les fonctions fe, déﬁpies par :
fe.,.(w) = :vr/PE(a:),. oﬁ P.(z) := (2* + 1)e*z? + 1). (3)

Alors,
(i) pour2<r <3:

D fer2n=€"TB(r —1)/2,(3 - )/2)/4 + 0(6(2—?))

Efean +1=€e"T8(r —1)/2, (3 - r)/2)/4 +0(e2) (4)
>0 -
() pouri<r<2:
| ;fer(Zn) - 1/2/ fer(-’b‘)da:| < a4 b
I;fer(%’z +1)—1/2 / fe,.(a;) i <44 (5)

ott B(p, q) désigne la fonction béta d’Euler et a et b deux constantes positives

indépendantes de €. -

2. Comportement de u, lorsque B, et By sont donnes par (1)

Pour € > 0, on écrit le probleme (Pl)( f) sous la forme :

(g;)_ E2))_ £2)+ug,=f | .0<x<,r
(Foh { By (=" Yu (") =.Bg($’)u£($') =0 pour z' € {0, 7}
L | - seEIET |
- Bi(a') = d®/da?® et By(z') = d*/ds®. 6)

THEOREME 2. (cf. [2]) -

Pour une fonctlon f de L?(]0, =[) donnee par

flz) == Zsm(nx)/n avec 1/2 <a<l, o (7) '

n>1
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la solution u, du probléme (P,); n’est pas bornée dans L%(]0, (). De plus on a:
[ ludelide = o(e ) ®

PREUVE. Comme)]c est donnée par (7) avec o < 1, alors elle n’est pas dans
’espace de Sobolev HA(]0, W[)ﬁ >1/2, (cf [6] page 391ie. fn ‘est pas continue

sur [0, #]).
On considére le probléme de Sturme-Liouville :
62(v£4) — v?’) v 4 = h dansO<z<m
(SD)(R) 4 v0) =vm)=0 |
vgz).(O) = sz)(vr) = 0.
En référant a la théorie spectral [5], pour h dans L*()0, 7[) donnée par :
h(z) = Z ﬁn sin(nz); Z |hal? < +o0 (9)
n>1 rn>1 . .
la solution v, du probléme (SL)(R) est donnée par :
ve(z) = Z(hn/pn,s) sin(nz) avec gn, = (1 +n?)(1 +n??).  (10)
. n>l . .
D’autre part, I'’ensemble E des solutions du probleme : _
(w® - (2)) w(z) + we =0 dans 0, #[
(P1) (@) () = @ -
we (0) = (7})=10

est un sous espace vectoriel de H 2(]0,7r[) de dimension deux, dont (¢, ) est

“une base :

pe(z) = (2/2) + ) (1) /npin,e) Sln(nfv)

n>l

e(z) = (7 —2/2) + ) _((1)/npin,c) sin(na).

n>l

(11)

Soient v, ue les solutions des problémes (SL)(f) et (Pe)1 respectivement. La

fonction w, = u, — v, est une solution du probléme (P;) et on a donc :

_(ue —ve)(z) 2706996(?) + bep (),
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ol a, et be sont des constantes qu’on détermine en. utilisant le Lemme 1, pour
2 <r <3, et Bau(0) = Byu(r) = 0. On trouve alors :

be =0(e*1) et a.=0(e). (13)
Comme ve, Pe €t e convergent dans H 2(]o0, 7r[)'7'(cf. [7]):
f lue(z)ldz = 0(e*™!) pour 1/2<a<1.
0

u n'est pas donc bornée dans L%(]0, w[).

REMARQUE 3. (cf. [1],7]) Lorsqué f est dans I’espace de Sobolev H?(]0, #{)
pour B8 > 1/2, on montre que u. converge dans H 5+2(]_0, 7[) vers la solution u
du probléme : R
. [uw'+u=f O<z<m
(L1). " "

u"(0) = u"(7) =0,
 ou 6§ < inf(8,3/2). | |

3. Comportement de v, lorsque B, et B, sont donnés par (2)

S — oM — P tp.=f damsO<z<n
(P2 { #2(0) =P (x) =0
0e(0) = ¢ (m) = 0.
- —99;'+¢'#f da_ﬁs 0.<:.':<7r
| Lo =ptm =0,
THEORME 4. (cf. (3], [4]) o
Pour f une fonctio::; de L*(]0, =[) donnée par
fz):= Z sin(nz)/n®  avec a > 1/2,
n>1 " .

Ia solution ¢, du pfob]éme (P2 ‘coﬁverge vers la solution cp'rdu p.robIéme (Lo )
dans l’espace de Sobolev H2(]0, = [). | ' "

PREUVE. Soient, comme ci-dessus v, ¢ les solutions des problemes (SL)(f)

et {P¢)z2 respectivement. La fonction w, = ¢, — v¢ est une solution du probléeme
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(Pi),on adonc: . S V _ : . .
(pe — ve)(z) = cepe(T) + detpe(z), : (15)
ou Ce .et_"de sont des constantes qu’dg détermine comm'e' suivant: |
1) Si 1/2 < a < 1, en utilisant le Lemme 1, pour 2<r<3,et go;(O) =
<p£3)(1r) = 0, on trouve alors :
ce= U(e“) et d.=0. - (18)

2) Si 1/2 < a < 2, en utilisant le Lemme 1, pour 1 < 2 <.3,ret we(0) =

(pgs)(w) = (, on trouve alors :
C.| < Ae® + Be et de=0. (17)

Comme Zr((—l)"'*'l/n,un,e) sin(nz), la solution du probléme (SL)(z/2) con-
verge da;:? 11*{2(]0,71'[), la norme {|tpe|| zr2(jo,x)) est bornée et indépendante de e,
et donc :

lim [|pe — ve|l 210,y = 0. - (18)
i.e. @ et v, sont de méme nature dans H? (]0, n[), ce qui prouve la convergence

de ¢ vers ¢ dans H?(]0, x[).

REMARQUE 5. Si f est donnée par (14) avec a > 2, en utilisant seulement
@e(0) = (1) =0, on 2

lee| £ De* et de=0 : (19)

et on retrouve le méme résultat.
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