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OSCILLATION ET CONVERGENCE
" D’UNE MAR’I‘IN GALE '

PIHAN. VIET TIIU. -

Soient {|X.|}nen une matingale et & une fonction de Young telles que

()X, ]) soit integrable pour tout n € N.:Désignons par

X N=M®P +A®. - neN o (1)

1a decomp051t10n de Doob de sous- martmgale 1ntegrablc { ‘I’(lln”neN associde
a la martingale {|X,|},en, ol M est une martmgale et {AS1 )}HEN est
un’ processus . croissant. Cet article est consacré & 1'¢tude du comportment

asymptotique de la ma,rtmgale {}ln}neN al alde du processus cr01ssant
A(q’) '
{ }nEN

I. Préliminaires sur les fonction de Young

et les espaces d’Orlicz

Soit ¢ : Ry ~ Ry une fonction croissante, continue & gauch, ¢(0) =0 et

lim ¢(z) = 400, sa primitive
;C.—’OO

" r--@(-t).:—*»./0_-_59(;)_@_: O T ¢2))

est alors une fonction de R4 dans R4, continue, convexe, croissante et nulle 3

l'origine. Pour'simplicité cp est appelée densité de la fonction &®. -
On désigne par ¥, 'inverse de la fonetion ¢ définie par
(u) = sup{z: ap(:]:) < u} u>0. S (3)

La fonction ¢ : Ry — Ry est ﬁme’car‘-hmftp(a:) = 400, elle est continue &

gauche, croissante, nulle & l'origine et hm zb( u) - +00. L'inverse de la fonction
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¥ est la fonction ¢, donnée par

p(z) = supfu: p(u) <z} =€ Ry (4)
1l est facile de vérifier Que la };;rimitive v de laufon:cti;al{ 1,0, 7.

)= /w(u w veRy (5)

est telle que: - ; _
to < ®() + T(u); ¢veRL (6)

Un tel couple (@, ¥) s’appelle un couple de fonctions de Young et la fonction ¥
(resp. @) est dite conjuguée de @ (resp \IJ) On dit qu’une fonction de Young

& vérifie la condition Ag si -
O(2z) < K®(z); zeRy . s (M)
ot K > 0 est une 'cons.tante. On peut démontrer le lemme suivant:

LEMME 1. Pour toute fonction de Young & et sa fonction de densité ¢ les

conditions suivantes sont' équivalentes:

a) ®(az) < d®(z) (z€Ry) rj.)our una>1et und < oo, (8)
b) cp(a :c) Cd'o(z) (¢ €Ry) pouruna>1 et und < +oo, B (9)
c) sup q)(( )) p < +oo. _ (10}

Si ® vérifie les conditions du Lemme 1 nous disons que la fonction ® vérifie la
condition de croissance modérée.
Le théoréme suivant nous donne en méme temps la définition de I'espace

d’Orlicz.

THEOREME 1. Soient (2, A, P) un espace de probabilité et (®, ) un couple de
fonctions de Young. L’ensemble L2(Q, A, P) des classes d ‘équivalence de v.a.
réelles X définies sur (Q, A, P) pour lesquelles il existe au moins un réel a:> (
tel que E[@(a!|X|)] € 1 est un sous- espace vectoriel de LY(Q, A, P).contenant
L=(Q, A, P). En outre, la formule

Xl =infla:a>0;  B[@(a™|x]) < 1) (11)
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définit une norme sur L% et il existe deux constantes Cq,Cos > 0 telles que
CillX]l £ IX|le € Coo)|X]joo pour toute v.a. X de L®. L’espace vectoriel

normé L? est un espace de Banach et appelé un espace d’Orlicz

DEMONSTRATION (voir par exemple [1]).
Il est facile de voir que toute v.a. X € L® vérifie linégalité

[ Xlle < max{1; E[2(|X])]}. (12)

II. Oscillation et convergence d’une martingale -

Nous nous donnerons une fois pour toute un espace de probabilité (ﬂ, A, P)
et une suite croissante {B,},en des sous-tribus de A Les v.a.r., les martingales
et les .processus crmssants considérés sont définis sur (2, A, P) et par rapport
a la suite {B, }nEN Con51derons une martingale {X;}neN, et une fonction de )
Young ¢. Si E[<I>(|X N] < +oo;n € N, alors la suite {‘I’(|X|)}neN est une sous-
martingale mtegra,ble, en vertu de la convex1te et de la croissance monotone de

&. Nous pouvons donc écrire la décomposition de Dpob de @:
B(|Xal) = M + AP; neN, o (13)
oll le processus croissant {AS?)}“EN est défini par la formule

A~ AP = B @(Xunll - 2(Xa), neN  (14)

A(()q);) =0et {M,(;@)},.GN est une B,-martingale.

PROPOSITION 1. Soit @ une fonction de Young et {X,}nen une martingale
vérifiant la condition E[®(|Xa[)] < +o0,n € N. Alors la viar. X = lim X,

n—o0

existe et est finie p.s. sur {A( ) < +0o} oii {A( }neN désigne le processus
croissant dans la décomposition de Doob de la sous-martmga.fe {(I)(|X l)}neN

En outre si @ vérifie la cond1t1on-A2 et

E[sugéclxm—x,;l)}<+oo )
ne '
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 alors

- hmsup X, = +o0 - et lifrln-inf-X'n: —00 C (1) -
p.S. {Ag) = +o0}.

DEMONSTRATION. Nous pourroﬁsu supposer dans la suité, sans restreindre
essentiellement la généralité que Xy = 0. Considérons la décomposition de
Doob: S _
| (| Xa)) = MP + AP neN a7)
ol {M,(,@)},,GN est une martingale et le processus croissant {AS?)-}nGN est donné

par ses accroissments:

Q - - -
L - AP = B @ X - 20K, mEN (9
A'(;I’) = 0. D’aprés 'l’hypot_hése"toug les deux 'termé,s'au membfe droit de la
décomposition (17) sont iﬁtégrables et il est facile de voir que {G(X 7 )} nens et
{<I>(X )} neN sont aussi des sous- ma.rtmga.les non- negatwes et 1ntegrables
Designons par {A }neN le processus cro1ssant dans la decomp051t10n de

Doob de sous-martingale {@(X,'i’ )}nen- Nous allons montrer que

(a’)' lim X, existe et est finie p.s. sur | | | (19)
n—oo
{4l < oo,
(b)) limsup X, = +00 p.s. sur {4 < +oo}. | | : : (20)

Ca suffiera pour démontrer la proposﬂzlon pulsqu en a.pphquant ce résultat pour-

la martingale {~X,,},eN nous avons

(a”) lim X, existe et est finie p.s. sur {AL < oo}, : - (21)
(bi’) 1i’1;n inf Xn = oo p.s. sur {4, < +oo} _ | | (22)

ol {A7}nen désigne le processus croissant associé a la décomposition de Doob
de la sous-martingale {@(X )}neN En rehant les résultats (a’); (b") et (a”);

(b”) il s’en suit que

{A < oo} = {45 < 00} (23)
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En effet, lorsque lim X, existe dans R les limites limsup X, et liminf X, ne
n—oo n n

peuvent pas étre infinies cela entraine aussi ’égalité

A®Y = AL + A" meN. (24)

“a veut diré,.' ue AE,‘?,’) est finie simultanément avec A’ et A”.. Pour voir la
q oo co

validité de P’égalité (24) nous écrivons IX nl sous la forme:
|Xnl = XF + X7 = Xnlix,0) + (= Xnl{x,<0})-

" Ca implique que $(|X,[) = (| X7]) + (X5 ]) car {Xq >0} N{X, <0} =9
et $(0) = 0. - : :

AT — AD) = B5[3(|Xn4a])] — 3(1Xal), (25)
w1 — Ay = EB"[‘E’(X:H)] - (X | (26)
Ay — A = BB [8(X7,,)] - 9(X7), (27)

pour tout n € N. En additionnant les deux derniecres égalités
(Anp1+ An — (Ap +47) = -
= B [®(X1y,) + O(X o)) - [2(X3) + 9(X 7)) =
= BP0 Xnal)] - B(1Xal) = 453, - AP
pour tout » € N. Comme A = 4} = A" = 0 I'égalité (24) est valable.
Maintenant nous retéurnons 4 la démonstration de (27) et (b’)

(2’). Pour tout nombre réel a >0 désignons un temps d’arrét v, défini par

min(n: AL, >a) si A >a
v, = ( +1 _ (28)
+oo S A'OO_S o
En particulier A}, < a, par conséquent
lim B@(X 5] = fim B4 )= - (29)

= E(A',,a) <«

Notons que Xo = 0 p.s. Il est facile de montrer que A),_,, est le processus

croissant associé a la décomposition de Doob de la sous-martingale
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{<I>(X v An)IneN. En utilisant (6) et (29) nous pouvons écrire

lim E(X, an) < 11m E[@(X,,a,\n)] + S -
< a+ ¥(1) < 4oo,
ou ¥ est la fonction de Young conjuguée de ®. Ca montre que la martingale
{Xy An}neN coﬁv’erge presque stirement vers une limite integrable (v. [7]), donc
la limite lim X, = X, existe et est finie p.s sur ’événement {v, = +oo0} =
n—oo

{AL < o}. Faisons tendre a vers +0o nous voyons-que: nl-:-l-l;%o Xm = Xoo existe
p-s. sur {AL, < +oo}.

(b’). Soit & > 0 un réel positive arbitraire, nous définissons un temps d’arrét
v}, par la formule:

LI
Vo =

min(';l Xn > a si A'-.su_an' > a _
et nEN (31)
+oo ] o si supX, €« ‘

La condition
E[@(sup(Xn41 — Xa)¥] < 00
nEN

implique rque
E(4%, )— 11m E[@(X

v Am)]

est finie. En effet, parce que Xyr o < o sur:{r, > m}et sur ’évenement

complémentaire {u’ <m} nous avons: .

XU&Am Sa"l"(Xy; _Xp' ) <Cl'+ sup(Xn.H _‘Xn) < . )
| ‘ | 7 (32)

- £ 2max(a; sup(Xn41 — X)), :

: g ol . .

Par conséquent:

&(XF , ) < max{®(2a); <I>[2 sup(X,H_l -~ X DT} <

viam

< K max{®(a); @[:2}3‘()("“ — X)) (33)

car & vérifie la cond'z"tion-Aé. nous a:vons.d'oné
lim E[‘P(Xl,, Am)] = E(A <
m—>00

f _<K{<I»(a)+E[¢(sup(xn+l—x P<too . (39)
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la vis. positive A}, appartient alors & L' et est finie p.s.. et par conséquent

Al < o0 p.s. sur I'événement

{ve = +oo} = {sup X, < a}, | (35)
neN s '
si o T-—{—oo'nous avons:
Al < +o00 sur {supX < +oo}, -~ (36)

nEN
ou d’une maniére équivalente -
sup X, = +oo sur {A' = +oo} (37)
nEN .

Enﬁn 11 nous reste a voir que
{sup X, = +o0} = {lim sup X, = +co} - (38)
nEN neEN

mais cela vient de ce que X, < 400 p.s.; n'€ N ce qui achéve la démonstration

de la proposition.

Nous citons maintenant, sans démonstration, un théoréme qui est bien connu

et qui a été mise au point par Mogyérédi dans [2].

THEOREME 2. Soient {X,}n.en une martingale et ® une fonction de Young

vérifiant la condition de croissance modérée. .5'1 sup||Xan, < +oo alors la

martingale est réguliére et converge dans L® vers sa I.umte presque siire X o,

Lm X,,.

n—oc
DEMONSTRATION (v. [2]).

PROPOSITION 2. Soient ® une fonction de Young vérifiant la condition de
croissance modérée, {X,},en une martingale telles que X, € L% n € N;
Désignons par- | . ._ |

(| Xa) =MD L A®): neN

Ia décompésition de Doob de Ia sous-martmgale intégrable {lI’(|X |)},,EN ott

{A( }neN est le processus croissant correspondant.
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Si E(Asg)) < +oo alors la martingale {X;}neN est réguliére et converge

dand L% vers sa limite presque siire.

"DEMONSTRATION. D’aprés I’hypothése la fonction @ vérifie la condition de
_croissance modérée, soit ®(az < q@(m) (reRy)pouruna > letund < +oo,
'espace vectoriel L? coincide avec 'ensemble des classes d’équivalence de v.a.
X telles que E{®(|X|)] < co. En effet si X € L%, il existe un entier n > 1 tel
que ||X||¢ < a™ alors I'inégalité E[@(%l] < 1 entraine que

E[@(|X[|)] £d" < +oo

Inversement, si E{®(|X|)] < oo, 'inégalité générale || X||e < max{1; E[®(|X|)]}
implique que X € L%, Alors {®(]X|)}nen est une sous-martingale intégrable

‘et nous pouvons donc prendre la décomposition de Doob de {@(|X|)}nen, soit
(| Xnl) = M® + A% neN
comme A = 0 alors M = &(|X,|). Nous avons donc

E[(1X.))] = E(AD) + B(M®) =

(39)
= E(AP) + E[8(|Xo])]. |
De Vinégalité générale |
[IXnlle < max{1; E[®(|X.]]}
on voit alors que
[ Xnlle < max{1; E(ALY) + E[2(|1X.[]}.

Nous avons enfin, en désignant E[®{(|X,]] = a,

sup || Xa|le < max{1; im T E(A®)+a} "

nEN n—ee A (40)

= max{1; E(A®) +a} < 4o0.

D’apres le Théoréme 2, l_a_martiqgale {Xn} est réguliére et converge dans L?

vers sa limite presque siire.
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