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LES SYSTEMES DE REPRESENTATION ABSOLUE ET -
LE PROLONGEMENT DES FONCTIONS ENTIERES
DANS LES ESPACES DUAUX DE FRECHET MONTEL

CHAN PORN

Soit G un domaine convexe dans C* et O(G) désigne 1" espace des fonctions
holomorphes sur G, muni de la topologie de convergence uniforme sur les com-
pacts de G. D’ aprés [6], on sait qu’il existe une suite {A¥} C C* telle que

toute f € O(G) peut &tre écrite sous la forme
- F(z) = 3 €xexp(z, X¥)
(Exp) =
| > 1kl exp [[A%|lx < o0
k>1

pour tout ensemble compact K dans G et
lim [|\¥]] = oo,
k—oo

ou
(2, A = A oz

et
IA¥ |l = sup {]z,A")| : z € K }.

Puisque O(G) est nucléaire, il entraine que 1”énoncé est valable pour 1’ espace
O(G, F) des fonctions holomorphes sur 7 & valeurs dans un espace de Banach
Le but de cette note est d’étudier la représentation ci- dessus dans le cas
de dimension infinie. ) |
Dans la Section 2 nous allons montrer qu’une espace de Fréchet E est

nucléaire si et seulement si toute f € O(E*, F), ot E* désigne 1’ espace dual
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de E et F est un espace de Banach arbitraire, peut étre écrite sous la forme
. (Exp) r {Le Théoréme 1). :

En utilisant la représentation (Exp)r, dans la Sect1on 3, nous montrons
quelques résultats sur le prolongement des fonctions entiéres sur DFM-espaces.

Dans un cas particulier, ce résultat a été obtenu par Boland en 1975 [1].
1. Préliminaires

- Adoptons les notations habituelles de la théorie des espaces localement con-
vexes utilisées dans les livres de Pietsch [8] et Schaefer [9]. Tous les espaces
localement convexes sont supposés des espaces vectoriels complexes et de Haus-
dorft.

- Par rapport & un espace localement convexe F, on note C(E) 1" ensemble
des sous ensembles compacts absolument convexes de E. Notons E(B ) pour
B € C(E), I’ espace normé canonique. Nous observons que E(B) est un espace
de Banach si E est séquentiellement complet. Pour chaque z* € E* et K €
C(FE), posons

| ol = sup {I(z,a")| 12 € K.

Pour chaque seminorme continue p sur E, on note E, 1 espace de Banach
associé & p, ¢ est & dire E, est complété de E/Ker p pour la seminorme p.
Une fonction f sur un sous-ensemble ouvert G de E & valeurs dans un espace
localement convexe F' est appelée holomorphe si f est continue et Gateaux
holomorphe, ¢’ est & dire f | Eo NG est holomorphe pour tout sous-espace Fo
de dimension finie. On désigne par O(G, F') 1" espace des fonetions holomorphes
sur G & valeurs dans F, muni de la topologie de convergence uniforme sur les

compacts de G.
2. Les représentations exponentielles des fonctions holomorphes

Dans cette section, nous montrons d” abord le Théoreme suivant
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THEOREME 1. Soit E un espace de Fréchet. Alors E est nucléaire si et seule-

ment si chaque fonction f € O(E*, F') peut étre écrite sous la forme
f(@*) = > Ceexp(z”, ex)
k>1

(EXP)F
Yo ekl exp [|ex||x < o0, VK € C(E*)
E>1

pour tout espace de Banach F.
Nous allons utiliser le

LEMME 2. Pour chaque B € C(E), il existe C' € C(FE) tel que 1 application
canonique ¢(B,C) de E(B) dans E(C) est compacte.

DEMONSTRATION: Considérons un sous-espace fermé séparable H de E con-
tenant B. D aprés un théoréme de Gejler [5], nous trouvons ume applica-
tion continue 7j de 1" espace de Fréchet-Montel ¢} sur H. Puisque B est com-
pact, il existe I € C(Q) tel que n(IK) = B. Observons que 1'applicatibn
i Q) . E(B) induite par 7 est ouverte. Ainsi il suffit de montrer q1_1" il
existe L € C(Q) tel que K C L et 1" injection canonique Q(K) — Q(L) est com-
pacte. Puisqué @ est reflexive, Q* est bornologique [9]. Ainsi @* = limind Q%,
oll @, est la complété de Q/Ker p,, {p.} est une suite croissante de semi-
normes definissant la topologie de Q. Posons P = @@Q7. Soit a 1 application
canonique de P sur . Puisque o est ouverte, il n’:a reste qu’a verifier qu il
existe une seminorme continue g sur P telle que 1" application & : P, — Q;( K)
est compacte, olt p(K) est la sup-norme sur K.

Prenons une suite A; | 0 telle que pour la boule unité U; dans @; on'a
Z)\j <let MK CU, pour j > 1.
izl
Considérons une seminorme ¢ sur P donnée par
o)) = 3 sl oz
i>1

ot u; € QF et ||.||; est la sup-norme sur U ;- Evidemment ¢ induit une appli-

cation linéaire continue & : P, — Qe k)- Nous montrons que & est compacte.
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Soit {u{™} une suite dans P telle que
sup {q(u(“)) in > 1} =M < co.
Par conséquence, pour tout m 2 let z € K on a
(n)
S @) = Y0 Al ()l 4
i>m - Coixm -
SMY N
i>m -

Cette inégalité montre que {&(u(“))} est bornée et équicontinue sur I{. Selon
la compacité de K, nous pouvons conclure que- {&(u(“))} est relativement com-

pacte dans Q).

Le Lemme est démontré.

LEMME 3. Soit E un espace de Fréchet tel que 1 application canonique 7B
de E(B) dans E, est absolument sommable pour chaque B € C(E) et chaque

semi-norme continue p sur E. Alors E est nucléaire.

DEMONSTRATION: Considérons Y. zj une série inconditionnellement conver-
E>1

gente dans E. Désignons par B(N) 1’ ensemble des bijections de N sur N.

Considérons 1’ ensemble

B=C—()3’1_U{Z$o.(k) :O’EB(N)}.

k=1
Il est claire que B € C(E). En vertu du Lemme 2 nous pouvons choisir &' €
C(E) de sorte que 1" application canonique e(B,C) de E(B) dans E(C) soit
compacte. Ceci implique que la série est inconditionnellement convergente dans
E(C). Compte tenu de la sommabilité absolue de 7, g, on déduit que la série
est aussi absolument convergente dans E pour toute semi-norme continue p sur
E. Selon le Théoréme de Grothendieck [8] E est nucléaire.

Le Lemme 3 est démontré.

Supposons que E est un espace localement convexe. Désignons par F la

transformation de Borel de (O(E), 70)" dans O(E*), ol 7g est la topologie de
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convergence uniforme sur les compacts de O(E), donnée par
pa%) = (Fu)(s") = (,exp(e, =)
Donc F esi’ une application linéaire de (O(E), 7o) dans
Exp(E) = {f € O(E*): 3B € C(E),A>0:|f(z")}.< Aexp|lz*|B}.
Exp(E) est muni de la topc;logie limmite inductive

Exp(E) = limind {Exp(B): B € C(E)} ,

Exp(B) = {f € O(E*) : 3A > 0;|f(=*)| < Aexp ||z*||5}-
On a d’aprés {9] le résultat suivant

'LEMME 4. Soit E un espace de Fréchet nucléaire. Alors F est un isomorphisme
entre (O(E*), 70)" et Exp(E).

DEMONSTRATION DU THEOREME 1:
Supposons maintenant que toute f € O(E*,F), ot F est un espace de
Banach arbitraire, peut &tre écrite sous la forme (Exp)F. Etant donné B €

C(E), !’ application canonique S : B* — E*(BU) peut étre écrite sous la forme

S(fc)-Zskexpw o) = 3 Y et an)”

k>1 n>0 T k>1

telle que

Z Z 1€xll llzxllZs = D el exp ekl o < 00, VK € C(E).

230 " k>l k>1

Donc

5(z") = dS(0)(=") = > (= m)

E>1

et

Y Il llzkllxo < 00, VK € C(E™).

k>1 .
Ainsi S est nucléaire et donc S§* : (E*(B%))* — (B(K"))** est nucléaire.
Puisque E(B®) C (E*(B°))*, B(K®) C (E(K®))** et S* | E(B®) = wpo ko,
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il entraine que wpgo go est absolument sommable. D aprés le Lemme 3, nous
déduisons la nucléarité de E.

Inversement, supposons que {2} est un ensenible dénombrablement dense
dans E et que {K,} est une suite croissante des ensembles compacts dans E*

telle que E* = |J Kn. Evidemment
' n>1

sup {—M— z€ E} = sup {-—‘ﬂ’f"—)l—} Vf € Exp(Kn)

exp [|zf| ., exp flzk | w

et donc 1" application _
7+ (O(E%), )" 2 Exp(EY) - (M exp el 1)’
est un plongement, ot
n: exp ekl } — O(ET)

donnée par

7?({51.}) = Z Erexpl(., 2x).

k>1
Ceci implique que 7 est surjective [9].

Supposons maintenant que F' est un espace de Banach. D’ apres les relations
I {exp Jerllx, }On F 2 & {exp [lall k.. F)
O(E*)énF = O(E")®.F = O(E™, F)
et d’ apres la surjectivité de
n®&nidp : {exp el k. 1onF — O(E*)énF

il résulte que toute f € O(E*, F) péut atre écrite sous la forme (Exp)F.

Le Théoréme 1 est démontré.
3. Le prolongement des fonctions entiéres

THEOREME 5. Soient F un DF-espace et E un DFM-sous espace de F tels que

toute fonction holomorphe sur E puisse étre écrite sous la forme (Exp)c. Alors
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toute fonction holomorphe sur E peut étre ho]ohiorphiquement prolongée sur

E.
Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du

LEMME 6. Soit n une application linéaire continue d “un espace de Fréchet F
sur un espace de Fréchet séparable E. Alors il existe un sous espace fermeé
séparable Fy de F tel que n{ Fy) = E.

DEMONSTRATION: Soit {U;} une base de voisinages absolument convexes de
0 € F. Puisque 5 est ouverte, {nl/;} est aussi une base de voisinages de 0 € E.
Sous 1 hypothése du lemme pour chaque j il existe une suite {y{:}kzl C nU; telle
que {ylli>1 2 nU;. Considérons 23 € Uj ot = ny] et Fy =span{z} tr s 1

est facile de voir que
n(U; 0 Fo) 2 {yihazr 2905,V 2 L.

Par conséquence 1" application i | Fy : Fy — F est presque ouverte. D aprés le

théoreme de 1" application ouverte on obtient que n(Fp) = E.

DEMONSTRATION DU THEOREME §: _

(i) En vertu du Lemme 6, sans pei'te de la généralité, on peut admettre -
que F* est séparable. D’ aprés un résultat de Gejler {5}, nous trouvons une
application linéaire continue 7 de 1’ espace de Fréchet Montel F sur F*,

Ainsi on a la suite des surjections linénaires continues F 5 F L& E et done
la suite des prolongements E — F** — F*,

Donc sans restreindre la généralité on péut admettre que F' est un espace
dual de Fréchet Montel. |

(1) Soit {A,} une suite croissante des ensémbl.es compacts dans F telle que

F = |J It,. Puisque 1" application restrictive R : F* — E* est ouverte, il existe
n>i

une suite croissante {L,} des ecnsembles compacts dans E telle que E = [J L,
n>1
et

Vn > 1,3C, > 0,Vz* € E*,33* € F*:
& | E =2, ]|k, < Culle*|Ln = [|2*(|La,

0{1 .i)n = Cn,Ln.-
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Pour chaque n, e > 0, posons
Wale) = {g € OE) : gl Ln < €},

ou _ :

ol 2o = int {2 el explo®llZn + o(e) = 3 ékexp(e, x:.)} .
k>1 E>1
Par 1" hypothése, {Wn(€)} définit la topologie de O(E). Puisque O(F) et O(E)
sont les espaces de Fréchet [7] pour compléter la démonstration du Théoréme
5, il suffit de montrer que R : O(F) — O(E) est presque ouverte.
(iii) Etant donné W,(E) un voisinage de 0 € O(E),g € Wy(e) et 6 > 0,

prenons kg tel que

S iexlexp il L <6,

k> ke

Pour chaque 1 £ _k < kg, prenons &} € F* tel que
iy | B = Tk ||5k||Kn,§ “ﬁ“ﬁn-

Considérons f € O(F) donnée par

ko
flz) =) txexp(a, o).
k=1

Alors
kO kQ .
FIE, < Eliklexp lZx || Kn < Z €| exp ||z ]I Ln,
k=1 k=1
llglliz, <e
et
F=olli, < Y lelexpligililn < 6.
. ‘ - k>kg . .
Ainsi-
R(W,(€)) 2 Wale),
ol

Wa(e) = {f € O(F): || Kn < €}

Donc R est presque ouverte.
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Le Théoréme est démontré.

REMARQUE. FEn utilisant les Théorémes 1 et 5 il résulte que toute fonction
holomorphe sur un sous espace fermé dans un DFN-espace F' peut étre holo-
morphiquement prolongée sur F. Ce résultat a été démontré pour la premiére

fois par Boland dans [1].
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