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LE SPECTRE D'UNE SINGULARITE D'UN GERME
DE COURBE PLANE
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§0. INTRODUCTION _
Comme application de la théorie des Structures de Hodge Mixtes (SHM) on
donne dans cette note un algorithme pour calculer le spectre d’une singularité
d’un germe de courbe plane. : ' =

Le spectre d’'une singularité isolée d’hypersurface complexe est une suite
P g 3 P
(o4s -y @p) de nombres rationnels qui est reliée au polyndme caractéristique

de la monodromie de la fibration de Milnor par la formule A(f) = ~ H (t—-
i=1

exp 27cz'a.j ), voir {S]. Le spectre peut éire construit comme une suite d’exposants

« caractéristiques » dans le développement asymptotique de certaines intégrales

oscillantes [V], [M]. Il est en relation avec les racines de certains polynomes

de Bernstein [M], [Y] et avec les poles de certaines séries de Dirichlet-Mellin [C].

Il est donc intéressant d’avoir un algorithme pour calculer le spectre. Ce
probléme a été résolu pour les cas non-dégénérés ou quasi-homogénes dans iv]
(en dimension 1) et [S] (en toute dimension, voir l[Sa 2] et [KV])et dans [Sa 1]
pour le cas des courbes irréductibles.

Dans cette note on donne une formule pour le spectre dans le (as d'un germe
de courbe plane quelconque réduit, _ B

Les anteurs remercient le Max-Planck-Institut fiir Mathematik a Born pour
son hospitalité, Ils remercient anssi E, Brieskorn qui sait créer dans son sémi-
naire un libre échange d’idées. '

§1. NOTATIONS ET FORMULATION DU RESULTAT

1.1, Soit V un espace C~vectoriel de dimension finie muni d'une filtration dé-
croissante finie F. Soit y un automorphisme de V d’orde fini compatible avec la

filiration F, i.e. y(FP) = F? pour tout p. On note aussi T Pautomorphisme

induit sur le quotient F” | FP o GrE et s, =dim Grf. Alors pour tout entier
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n il existe des nombres rationnels L I=sj=sp,n—p—1<«< ®p =n—p
tel que :

det(t . Id — y; Gr2 =T (i — exp(— 2rza ))

j=1
Nous définissons

2,0 ) s = 226,

que nous interprétons comme élément du groupe abélien libre engendré par Q.
Sing : =4 {(j, p) | w,; = a}, alors par définition Sp (V, F, y) = Zyeg Mal@h

1.2, Soit f: (C? , 0) - (C,0)legerme en 0 d’une fonctionanalytique sans fac-
teurs carrés. On note encore f un représentant convenable de ce germe défini sur

un voisinage ouvert assez pelit B de 0 & C? tel que, pour tout 1 > 0 assez pefit
par rapport 4 B, la fonctioa f induit sur B N f—i(aA,q) une fibration C*-loca-

lement triviale—la fibration de Milnor [Mil—qui est encore dénotée par f, Icion

dénote par A le disque de rayon 7 de centre 0 ¢ C et par-da, son bord. On

dénote par B, la fible de cette fibration appelée fibre de Milnor. La cohomolo.
gie des. fibres de la fibrationde Milnor définit un fibré vectoriel complese sur

A n qui est un systéme local, appelé la ficration de Milnor cohomologique de f.

La monodromie M de cette flblauon cohomoioolque est appele aussi la mono-
dromie de f. .

1.3. Rappelons [S] que Hl(Bm) porte une structure de Hodge mixzte, On définit
Sp(f) = Sp(HYB,_, C), I, My

ol M est la partie semi-simple de M, qui agit comme un automorphzsme de la
SHM sur HY(B_)). On appelle Sp(f) le specire de f. Remarquons que celte défini-
tion coincide avec celle de [V].

1 4. Soitwi: 2 - B Ia bonne résolution mmlmale du germe f.Par defmmon, le

diviseur exceptionnel de 7y est 'ensemble 77(0) quia pour composantes irrédnc-

tibles des droites projectives complexes Ej,..., Em qui se coupent normalement et

ol E; est la composanle provenant du premier éclatement. Le transformé strict

Eo de f7%(0) dans Z_est 1’adherence dans Z de{forcl)‘i(O)\ U E,.llestconstitud de
' C o v>0 .

'r courbes disjointes E(J‘) k = 1,..., r qui sont lisses et intersectent’ E UJ E,
: 1;:>0 :

m
transversalement en des points réguliers.On note £ = {J E, et on dit que E, et
- v=0
Ey, sont voisins 51 v &= 1 et &, n Ep = &, Pour chaque composante E,, v > 0,
_on note ¥, le nombre des VOlsms de E, et on lappelie la valence de E,. La com-

posante E, est appelée une composanie de ruplure si "I > 3.
* Une chdine dans F est une suife { »(J)} de composautes de E telle que
v={{u,k} -+ {1, m} soit__injerctif et E v(i)- o Ev(i+1)_ solent voisins  pour

88



f = 1,..., k¥ — 1. Pour chaque v 1 il existe une seule composante F p(v)’ ,appelée
son predecesseur telle que E, et E p(v) soient volsins et que la chalne (unique}

de E, vers E, passe P“Ep(v) A chaque branche fk def on associe chaine uni-

que qui part de E; et aboutit a E(()"‘). Ces chaines sont appelées les chaines géo.

désiques, Une chaine maximale située A I'extérienr des chaines géodésiques
est appelée une chaine morte. Une chaine morfe a comme extrémités une coms
posantede rupture etune composante £, v =1, avec v, = 1, qui s’appelle une

extremité morie. On note
G* = {v € {1,...., m} [ =1 ou E,‘, est une composante de rupture}
Nous démontrerons le

1.5. THEOREME. Posons d,, = ord E‘.‘( f), 6\, = pgcd( dv’ dp(‘, ) J(v > 1), Pour

chagque ve G* et i = 0., d, — 1, nolons
, idu
(i) m,, =—1+ Zp,, T£

A4 )
olt on somne sur les 1 lels gue EP- soil voisin de ELL (les composanles de E inclu.
es) el ot {a} est la partie non-entiére deew, définie par e— {a} € Let 0 {rx; <1,
(ii) Pour 0 < a < 1 posons o
n,={ve G¥|v=>1el O,u e Z};

nc‘x. = Z(Q)mi\, ot dans Z(M)Eon somme sur les (v,i) avecve G*, i e Z

quec iid, = 1 — o

’ L4 4
n,6 =n, -+ n,.

Finalement soit ng =r — 1. Alors on a

Sp(f) = no(0) +0 Zqﬂa- ((2) + (—=))

§ 2. RAPPELS SUR LA STRUCTURE DE HODGE MIXTE DE LA COHOMOLOGIE
DE LA FIBRE DE MILNOR :

2.1. Nous exposons ici I'essentiel des notations et des résultats de [S] pour le
cas des courbes planes. La SIM sur la cohomologie de la fibre de Milnor B__
de f est constituée de deux filtrations: une filtration croissanie W {filtralion
par le poids) sur (B _,Q) et une filiration décroissante F (filtration de Hodge)
sur HY{(B_,C} qui, pour chaque s € 7, mdmt une sfructure de Hodge de poids s

sur le quotient Gr = Wg/We

Pour aveir une SHM gutile », il faut construire ces filtrations de maniére
fonctorielle et canonique. L’idée evsentielle de Deligne [D] est la suivante: on
construit un espace X avec un complexe de faisceaux bifiliré (X,W,F) tel que
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' H”‘(X,K') = H*(B_,C) et tels que F induise une structure de Hodge pure de
. poids k -+ r sur g% (X,GFE_VK- ). Pour réaliser cette construclion dans notre cas,

"it faut résoudre les singularités et délinir le complexe K* associé aux cycles
~ évanescents. :

2,2, Nous reprenons les notations du §1. Nous supposons pour simplifier que
7 = i, donec nous avons .

. ?t .
E=n=1(0) 22~ BL A
avec m = fo w1 et A le disque unité,
Soient d = ppemid,, .,dm},'ﬁ une copie de A et o :A — A le revatement
-ramifié défini par o(f) = t4 . Notons Z la normalisation du produit fibré Zxa A

etn:7— Zz: Z5A les applications naturelles. Alors D = 7t (0) est réduit
(cf[S]) et on a le diagramme commutatif suivant '

Rl n
T T
0eA A
Posons D, = n—YE,), v = 0,1,..., m. Alors D, —~ E, est un pecouvrement
cyclique ramifié de degré d,,.
L’espace Z nest pas lisse: en général il a des singularités quotients cycliques.

2. 3. Remarque. Le groupe I, des racines d-iémes d’unité agit sur A par

(t,2)—Lz. Cette action sereléve en une action sur Z qui permule les fibres den.
Notons ¥ l'action du générateur exp 2mi /d de ”’d surz et D.
2.4, DEFINITION. PourY i— Z I'inclusion d'un diviseur ¥ dans une variété lisse Z

on définit le faiscean .O.g{log Y) des germes de p-formes w méromorphes sur Z
qui sont holomerphes sur Z\Y et tels que w et dw aient au plus un pble simple

Ie long de Y.

2.5. DEFINITION. Soit 7o 1a partie réguliére de 7 eti: Z0— 7 linclusion. On

| pose o= /~ (logD)-_z-x[Q~ (log D)/r:* Q S(log 0)]. On dispose d'une différentielle

d: Oz~ Q- ~(tog D).

2.8. DEFINITION. On pose D’ = |} Dv, E'= |} E,, K0 = nxO0p’, K! =
=) =0

— n*{ni N (lou D)@ Op'l d: KO —» K!la dxfferentlelle indnite,
Z/ .

J0
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2.7. THEOREME ([S]).
() H*(B..,0) = g* (&, k)3
(ii) Gr‘},H (Bw,c)"'-' B & K“) et
GriH'(B...C) == B 1(&", Ky | _
(iii) laction de la partie semzsrmple M de la monodromie cor'tzde avee I'ac-
tion y du générateur dept,.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME L&

- 3. 1. Obsevons que si Sp(f) =Z,A,. (=), alors A, =0si] « | = 1. De plus,
Ao = Aey. I s’en suit gque Agest égal & la mulliplicité de la valeur propre 1 de M,

done & # — 1 ot r est le nombre de branches de f en 0. De plus,

det(tl — M, Gr" H1 B..0=T (1= e (—a))™™
0<a<1

donc la connaissance de ce polvnéme et de r implique celle de Sp (f).

3.2. Notons P, = n—?1 (E, N EJ‘D-(V))',' »> 1. C’est un ensemble de 3, points.
Nolons n,, : D‘, - L, . Alors on a une suite ekacte de type Mayer-Vietoria

0—>K9—>@nv,0D —»@n OP,—-O -
donnant une suite exacte de co‘:or_no‘.ogia .

0B’ (&, K% ~ @ HO (B, n, Op,)= & CPo
9=T =2

-+ HI(E’ KO) - @ I—Ii(f‘vs Ity, 0 ) —0
v=1
q:ui est équivériante pour i'action de 7 = Ms.
" 8.3, D'aprés (S] (lemma 3.14) on a:

Codemt .
nwopv = @ OEy (— 1-— mi‘v)
1= - " .

et T agit sur (les sections de) OE (-- 1— niw) par multiplic-*'on a ec e (i/d,)
Posons ' ' '
Quf) = det {t] — y; HYE, ; n,, OD,)) det (U— 3 H (Bv, 1,05 )~
R () =det(t] —y; CP) v 1); |
R,(H= 1 '
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Alors on obtient
O o1, s m
det (I — M , GrF HYB_, O)) = (1--1) H‘Qv €3 Rv(t)
: R

parce que y = I sur HO(E", KY) = :
3.4. Daprss 3], v mdmt une permutatmn cychque des points aans les Tibres
de n. Donc - :
Ro(l) = B4 v 2y
De plas, 3.3 implique que

dy,—1 . .
Q= N (t—e(iyd,)y =1
i=0¢ . ) '
ot X est la caractéristique d’Euler-Poincaré de Op, (—1 — my ). Puisque

P 1 H " " -
E,=P’, on obt.ienl Wy, = My donc¢

B ' d\l""_ .
Q, (=T (I —e(i/d,) My
. 85. Pour continuer fa démonstration de 1.5, on vérifie que les contributions
desv ¢ G* sont négliaeables, ¢'est-a-dire

LEMME- Pour v ¢ G ona{, (t) R (3] _...1

Preuve Sivg G‘ alors on ales deux cas sulvants.
i E, { E, est une cxirémité morte. Alors :d'v. ] dé(v),'pa'réé que le
dl\nseur ' \ ‘
E=E,+ 27 Id\, E,, satisfait E.E, =0,

—

Ep ()i

Y PN
donc d, .L ‘+d (v)___(),

On a m; —-—lpourz—-O..,d —letd,=4d, doncR (D=1 -1
=0 b0,

(in) Ey E )

—— —

La valence de E, est égale & deux. Alors les voisins de E, sont Ep(v) et EH

avec v==p(i).Onad, E2 + dp(v) + dll = (. Donc §, = 6}1 et my, = —1 si {

divise d, 8, et 0 sinon. On encore ottient Q,(!) R, () = 1.

3.6. COROLLAIRE. det({] — Ms Gro H (B, ©) = (1 =1 I QOR(D:
- veG®
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8.7. 11 s'ensuit gué pour 0 <.« < 1, la muitiplicité..n, - de & -dans Sp(f})
est égale &

n, = {my, [ve G ie{l..d —1}avecl —a=isd}
+ 4 v e G\{1} [ 3j¢ {1,...,0,} avec 1 — & = j/8,} .
=n o |

Ceci termine la démonstration du Théoréme 1.
3.8, Example, f = (@2 —y) (2® —gH) : U =27, r =2,

Eﬁ\
[ e
Eé el I S
24 o ‘ q-
HE:
gls |

On a G* = {1, 2, 3}.

E,:d;=5m, =-1,1=0,1,2,3, 4;
E2:a'2 = 15, 62=5, m, =0%i=811. 13. 14

m, =1i=3811,13, 14

E3 : d3: = 24, 63 = 3, m;, =1,i~= 11, 14, 17, 19, 20, 22, 23
etm, = 0 sinon.
Donc le spectre de f est ,
0+(3_21245710131247
y - 3 *

odl chaque nombre a la multiplicité 1.
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