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- QUELQUES" 'RESULTATS DE 'CONVERGENCE
DES SUITES ADAPTEES

C. CASTAING

§o- INTRODUCTION

It existe dans la littérature de nombreux résnltats de convergence des- mar~
tingales et des amarts 4 valeurs dans les espaces de Banach; Cf. Castaing-Vala-
dier-Touzani ([8]), Chatterji ([12]), Chacon-Sucheston ((11}), Egghe ([16], [17])
Lwu ([23), [24], Edgar-Sucheston ([15]), Millet-Sucheston ([25]), Neveu ([27]). On
renvoie a Edghe ([16]) pour une bibliographie compléte sur ce sujet. En Econo-
mie mathématique, il y a des problémes de convergence analogues. Cf. Artstein
([1]), Balder ([3], {4), [5]), Hildenbrand-Mertens ([20]), Khan-Majumdar (211

Dans ce papier, on présente’ quelques: resultats -de convergence dans. ces

. problémes de convergence, via des théorémes de compacité faible dfis 4 Casta-
ing-Clauzure ([9]), Dunford ([14)), Assani-Klei ((22]), Radonanne ([28]\__A notre
avis, l'utilisation des théoremes de compacilé est plus rapide et permet d d’obte-
nir des résultats plus forts et, en méme temps, fait aparaitre, des analogies

entre les problémes économiques et probahlhstes

§1 — NOTATIONS

(Q, G, P) est un espace. probabilisé complet, (G n) n=t1 est une auite ‘crois-
sante de sous c-algébres de J. On suppose queGsmt la o- algébre enaendree par

o0

¥ U gn. bien que cette conditionne soit pas nécessaire partout. Soit T ’ensem-
n=1
ble des temps d’arrét bornés; (Xh)n%1 une . suite adaplée intégrable (i. e.

X e LI(QI ) ou E est un espace de Banach *séparable Une suite adaptée

(X o) =y est de classe (B) si sup {| XT [ <+on En ce qui concerne la mesurabi-
: . TeT

lité des multifonctions, on renvoie & Gastamg-Valad1er ([7]) et il Hess ([19} [19

bis]) pour des résuliats plus récents. LA :



~§ 2 - nappuLs

‘On rapj3ite les Fésuliats qui sont bien connus des Probabilistes (1], (15].
LEMME 2.1. (a) Soil (Xn)n_z1 uné suite odaplée de classe (B). Pour tout
A=0,ona

i
/ Psup1 X _ |=> A< —~supflX
/ s n 1< N TE?’S T {
(b)Si (X)) o o8t unemnrtmgale tellequesup §| X | <= -t-os, alors linégalité préceé-

n=l
dente devient C

1
Plsup |1 X A = X 1l
[h_alil nl = ]\RSH §i nl

P
=1
LEMME 2. 2. (a) Soit (X, ), ;,_.1 nne suite adapiée de classe (B), Soit & =0. 1l

existe un lemps d'arrét o tel que 'S;p i me?L | e Lt (‘57) el tel que la suile
n=1

(XHAGA) = coincide avec (X ) == 4 excepté sur lensemble Ay = [0y < + ],
de probabzhtc = -%-sups | XT ]

(b) Soit (X ), 21 une -marlingale felle que svp f1X |-..—. 4 oe. Soil A > 0.
. nEl.
Il exisle un temps d’arrét oyt fel que la suile (Xn A "?\ ) 21 soit une mar-

lmgale qui verzfze sup ] Xnﬂcl |'e L1 (?) el q,lll coincide avec (X ) — , excepté

1 -
sur Iensemble A;L = [cr,L < + oo ], de probabmie = T n%l;! 1 X, 1.
3

§ 3 — CONYERGENCE DES AMARTS

DEFINITION 3. 1. Un amart mtllthOque est une suite de multifonctions F_
mesurables et intégralement bornees (X Iy =1 _de Q4 valeurs dans l’ensemble
(E) des:-convexes. faiblement.compacts non vides de E telle que la suite

P et
genelahsee (5 “XT )T & T converge pour la distance de Hausdorff £ mise sir

c k (E)

. Remarque. Il est bon de noter que

max T

fX z S[TA]I:

o .--min T-. : .
pour tout T & T de sorie que § X, apparhenne a P ofk (E) car chacune des
_ .1 X, est conveze faiblement compact cf. Castaing—Valadier ([6], tkeor. 3).
[!—-k] k !



el =Rn A Pk ob (e Ty y
THEOREME 8. 1. On suppose E’ foriemen! séparable et E RNP. Soit (Xn_)n =

nn amart mullivoque tel que svp | X [e. i1 ( yavec ]an (wy=zup {lx]| };reXﬂ(m);»
1 =1 i

(w & Q). Alors il eviste X+ Q - @ efk (E). G - mesurable, iniégrablement bor-

née et un négligeable N tel que

¥ & O\WN, Va: ¢ B, lim 8*(z', Y (m))—s*(a: X_ (o)

n‘"’oﬂ )
Démonstration. Observans d’abord l’ensembIeP ofk (E) mum de la distance

de Hausdorff h est complet en vertu du lemme de Grothendieck ([18], p.296)
Ceci étant, on a, pour tout 4 € 7, lim f z, € ?cﬂc (E) comme dans le cas des

- Ter A
amarts vectoriels, cf. ([8], [11], [23], [24]) comp(e tenn de la remarque qui suit
la défiaition 3.1. 1l résulte que l'ensemble. (S r,) =y €St relaln ement faiblement
compact dans Epour tout A €& Comme £} est séparable et I est RNP. la suite

@), . est reiativement faiblement compacie dans I‘espace ﬁ}], ofk (E) (&,7,P)

des multfonctions F-mesurables et mtedrahlement boi nees "dé @ dans ?P ofk (E)
en vertu d'un résulta de Lastamc’-Clauzure ([9], théor, 4. 1) Ceci implique qu’il

existe un filtre _Z plus fin que e filtre de Frecbet et X ?j?@(fk‘-{’?) (2,2,P) tel

que pour tout.u € L (;’), on alt

hm §0 & (), X, (@) P(dw) = sﬂ 8*(u(@) X.. (@) P(dm)

Soit (e ) ane suite-dense dans F Pour tout k =1, et pour tout Ae G, on 2 en

vertu de ce qui précéde et du fa:t que (X ) =1 est un amart

lim  § & (€ X )—j’AS'(e » X))

n-—>°° A

Comme chacune de (6' (e' T ) nai est un amart réel borné, lim & (e’ X))
. p—)cﬂ |

existe p.p. Mais la suite (O* (e X )) 1 &st lattxcxellement hornee, on en déduit

que, pour tout A€G.

lim jé*(e’ X )—jllm 6*(9’ X) S&‘(e'k,X*)

©.p—reo A A n—roo

par suite, it existe un negllgeable N tel que

¥ (0, 0) € (@\N) X IN, lim 8* (e, Xﬁ (W) = 8% (e*, X.. ()

n—roo
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" Ceci permet de conclure. En effel, pour tout & € €3, pour tout ¢’ € E, on a
| 8% (¢', X (o)) — 8% (€, Xo. ()]
= PO X, )= 8% X, @)
L8 e Xy @) — 5 (€ X @n |
18 X)) — X )
s max (5 (€ — €, X (@) O (€, — €)X (@)
RSO (@) — 8 (1, %o ()|
bmax (5 (6 —e) X @ 8 = )y T @)
=l — ej,;la s'up 1%, (@) | +] 8% (€} X, (0) = 8% (€} » X (@)
+||e - ekll % @)

On en dedmt que,.pour fout v & Q\N et tout e’ e E’ ona
lim 5‘(6, e (w)) = 6*(6 }i ()

.o IprOe

Remﬂl"lues 1) Sl (x,) n>1 est un amart a valeurs vectorlelles de ciasse ( B),

i, X, eL1 (£p) ¥ 0 2>1,tel que thX existe dans E et ‘tel ‘que sup
T

TeT
f | X | = + 66;”13 théorsme précédent' se réduit au cas étndié par Chacon-
Sucheston ([11]), compte-tenu du lemme 2.2 cité en rappel. Dans ce cas, on peut
ukiliser le théoreme de compacité’ faible dans L (#) de Dunford-Pettis, cf. par

exemple Diestel-Uhl ([9]). Cette remarque JuStler pien 1'utilisation des résuliats
de compacité dans la convergence des amarts

2) Une inspection rapid: de'la fin de la demonstrahon du théoréme précé.
dent montre qu’il est possible de s ‘affranchir de la condxtwn E, veparahle et
RNP. Ceci fait objet des résultats suivants.

Voici d’abord- des lemmiés qui sont diféctcment 1iés'a la convergence des
martingales 4 valenra dans un Banach separable non necessalrement R‘\IP cf
Chatterji ([12]). o

LEMME 3.2. Soil’ (X ): e U( _}_co) une suite de multif onction F-mesurables de Q
& valeurs dans P fk(ﬂ) On suppose qu’il éxiste une mu[!zfonc!zon F-mesurable, C,
de Q & valeurs dans P ofk (E) telle que o
Rt O ON
pour touf n & N"U(—{-oe) ef fout we Q, RS

c4



On suppose, en oulre, que les conditions sawcmtes sont vérifiées:
(i) ¥z' € B, lim 8@, X ) cxziste p.p.

oo

(ii) sup | Xy, 1€ Lt (?)'
RERU(+e0)

(iii) ¥ Ae@, ¥ 2’ € E!, lim | &(z X)-—f&*(m X) 7
n—»oce A A . ) . oo
Alors, il existe un négligeable N tel que

¥ we\N, ¥ ek, im (), X (w))—&*(x X (m))

n—>oo
Démonstration, Soit’ (ek)k>1 une‘suite dang E’; dense pour la. topologle de

Mackey. Il résulte de (i), (ii), (iii) qu ‘on a
\7‘ k=1, Hm &% e ,a: )‘= 8*(3’ yx,)

11_——)00

p p. On termine la demonstratlon e écrivant; pour tourt e E tout n & N*,:
et tout k =1,

| 8 (e’, X,) — 8° (e, X., )l‘ﬂ_
= max (8" (e’ — €} 6"‘(& —~e, X ))
81 Ko ?’Fec Xl
+, maz (¥ (¢, — ¢, X..) 6* (é —ek, Xaq))_'
= max (6*(e — e, O), é*(e — e, C)
FIB LX) = b, XD
+ max (&% (e, — e, X“) 6*((3 — e, X_))
Remarque. Hes§ m’a fait remarguer que I’ hypothése (iii) peut étre suppri-

mée comme le montrent les denux lemmes suivants.

LEMME 3.3. (Hess). On considére un espace de Banach séparable E' et-une
partie D' de E’ dénombrable partout dense pour T(E'. E).

On considére aussi une suite (F_) >1 d’élémenis de P fk(E) vérifiant:
Lo (il exislte 'K e fk(E) tel que P
5&& xeD llm 6*(:1: , Fn) ‘existe.r

n—»e0

2)

Dans ces condztwns, il existe F__ dans fk(E) fel que ' k i
. ¥TePR, 8 (2, I“W) lim be F)

n-—)oo
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Démonsiration. Il est bien connu que l'ensemble
{Ce @y (B) | Cestinclus dans A}

ast compact pour la topologie de Hausdorff associée & la topologie faible (cf.
par exemple Ciristensen [13]). :

Celle topologie de Hausdorit correspond a celle de la convergencesimpledes
fonclions d’appui sur D°. Si F_, est une point adhérent a la snite (F_ ) pour

cette topologie on voit, grace & ’hypolhése (2) que
Vz' e D', 8 (&', F) = lim &' (=", F ).

n—>co
Pour obtenir la convergence pour tout z"€[L’, on procéde comme dans la
preuve du lemme 3.2,

Voici maintenant une version améliorée du lemme 3.2.

LEMME 3.4 (Hess). On considére un espace de Banach séparable E, un espace
probabilisé (Q, F, P), une suile (X)) =1 de muliifonclions F-mesurables définies
sur Q & valeurs dans ':'Pcfk ().

On suppose en oulre que:
il exisle une multifonction &. mesurable C définie sur Q@ & valeurs dans
(3) ?cfk (EY telle que
¥nzlLVeed x () C (o)
Vo' 6 D7, lim d*&,x, ) exisle p.p. ot D’ est une suite dense pour
4 n—»oe .
T(E', E).
a) Dans ces condilions, il existe une multifonciionX_, , F.mesurable el a
valeurs dans P ., (E), et un négligeable N, tels que -
' Va'e B,V oe NN
84 (@, Xoo() = lim 8z, X, ()
) n—>oo
- bY Si, en outre, sup | X _ | appartient i LIR(%?), alors X est integralement
n=1 v ' ‘ & S
bornée.

Démonstration. Poisque D' est dénombrable, I’hypothése (4) permet de
construire un negligeable N (appartenant a ¥F) tel que ‘

Yo e \N, Vo' e D

Ilim &*(z', X (w)) existe.

n=*oe

On applique alorg,le lemme 3.3 pour tout w dans Q\V, en posant: |
K=C(w) et, quelque soit n = 1, Fﬁ = Xn(“’)'

|



Ceci implique 'existence d’'une multifonction X__ scalairenrent mesurable et
méme mesurable car E est séparable, vérifiant le point a). L'affirmation
b) s'obiienl en posant g=sup | X | et en observant que & cause de (3)

A= ' :
VoeQ X_ (0) C Cl) (] g (w)B.

Puisque la multifonction C( ) N g(.) B est intégralement bornée, on a bien
la conclusion désirée. .

THEOREME 3.5. Soif (X o =1 Une marimcrale a ualeurs de E qui vérifie les deux
propriélés suivanles:

(@ sup [ | X, | <+ =
It

(ii) Il existe une mullifonction F-mesurable L de Q & valeurs convexes fermées
localement faibliement compacles et ne conlenant pas de droiles (LCSD) de E teile
que X (w) & L (w) pourloutn = 1 ef fout w € 0.
Alors il exisie X, eL1 (F) telle que (X ) =7 converge p.p. vers X pour la
topologie de la norme L’ _ '
Uémonstralion. En verlu du lemme 2.2, on peut supposer
g = sup | Xn | & LI (¥). Par sulte, on a avec les notations de I’énoncé,

n=l
X, (w) € L(w) [ g(w)B
oll B est la boule unité de L‘ pour tout w € Q et tout o = 1. Posons pour
toutw g Q,

Qw#Lmnng

Alors @ est une multifonction F-mesurable, intégralement‘ bornée,'a valeurs
conveszes faiblement compacies non vides de E. Par suitel'ensemble S des  sé-

lections intégrables de ® est convexze, cr(LfE (F), L;, (¥)) compact. Cf. Klei-As-

sani ([22]), Radouanne [28]; la compacité faible Scp résultant frés simplement du
théoréme de James-Pryce. Comme X« S(D pourtout n=1, oun peut supposer

que (X, ) =, comverge vers X, pouroc (_LfE (F) L (F)) Or &), 2; est

y
E 5
nne martingale, on en déduit que

va>l,  ER(X.))=X,
Et, par suite S

lim EF " (X )=X_ PePos

n—»co

en vertu du théoréme de Lévy. Ceci termine la démonstration.
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Remargue. Ce résultat a été démontré par Chatterji ([12]) avec une démons-
tration différente; Chatterji suppose que (X~ ()),=, est relativement faible-

ment compact dans E pour tout w € Q. Par conséquent, on retrouve ainsi le
résultat (12]).

Le théoréme suivant est un résultat de convergence des amarts.

THEOREME 3. 6. Soil (X ), =, un umart de classe (B). On suppose qu'il éxiste
une maitifonction ¥-mesurable L de Q a valeurs convexes fermées LCSD de E telle

queX (w)e L{w) pour tout n > 1et loutw < Q. Alors il e;t:i.sjte X, & L; (%:)

telle que (X, )=y conwerge faiblement presque pariout vers X
Dé i onsiration. Gréce au lemme 2.2, on se raméne au cas ou

g=sup|X | e Liji(‘:-'F). En reprenant les arguments et les notations de la démons-
T
tration du théoréme 3.5, il existe X | € L1 (?) tel que

lim  §¢@, X )._j(a: X_)

p-+ce A

pour tout x’ € £’ et tout A € (%), Comme (Xn)néz est un amart, on a lim (z’,x )

. n—>rcta
existe p.p. Ainsi on est dans les condition ‘d'application du lemme 3.2, avec
Xp(®) € @), V=1 Yo s Q Ceci permet de conclure puisque ®{w) est

conveze faiblement pour tout w € O.

Remarque. La démonstration précédente est basée sur le'lemme de réduc-
tion 2.2 qui est valable pour lés suites adapiées de classé (B). En fait, on peut
s’affranchir de I'hypothése « (X ) de classe (B)» dans I’énoncé précédent en

utilisant le lemme 3 4, et il n’est pas nécessaire de faire appel ni au théoréme
de compacité faible dans 'L%E(?), ni au lemme de réduction 2.2. Dé facon précise,

1é lemme 3.4 admet dés conséquencés suivantes qui sont dues & Hess.

PROPOSITION 3. 7. (Hess). On considéré:

— un espace probabilisé (X, F, P}

—~ un espace de Banach séparable E

. s 27s R |

— une sutle (fu)nzi’ d’éléments de L, }

On note D" une partie dénombrable de E° dense pour la topologie de Mackey.
On suppose aussi réalisées les trois hypothéses suivaniés:

a) ¥’ e D, la suite (@, [, (), 4 CORVErge p.s.

by lim inf § (1 f . dp est finie

n—>00

c) il existe une multzfancizon F-mesurable. C définie sur Q, & valeurs dang
ﬂc (£) lelie que

Yp=L Yeel, f(cu}eC(m)

58



‘Dans ces condilions, il exisie [ e thdle que (fn) converge vers f ps. pour

la topologie o(E, £°).

Démonstration, D’aprés le lemme de Faton, on a
lim inf [ f, | dp = § lim inf | f, § d

n—»oo n— o

Grace 4 b) on voit que la fonchon lim inf I]f [| est ‘intégrable. Ceci étant, en

s R—¥oo .

vertu des hypothéses a) et c) on peut apphquer le lemme 3.4. 11 exmte alors une
apphcahon F-mesurable f de Q dans E telle que o

f(w) = tim f (w) p.s.

pour la topologie o(E, E’) La semi contlnmte mfeneure de la norme de E per-
met alors d’écrire

1 Fw) I = lim inf ¥i n(’m)'u‘p.s.‘ :

n-—roo

par suite, f appartient & L »(F).

Remarque. La propos:tmn precedenle permet de relrouver le théoréme 3.6,
sans supposer gue (X ) soit de classe (B). De fac;on preblse si- (X est un amart

a paleurs dans E ver:f:ant les conditions suivantes:

() Hminf §| X [[dp-c: 4o

B n—boo . ) . . )
(2 il existe une multzfonctzon ?’-mesumble, C, de Q- @ paleurs dans ? ﬂc(E)
telle que o T :
¥Y¥n=1,Yeoe,X o) € C(w)s

alors X converge p.s. pour o(E, E)yvers X _ & L 2(F)-

Cette assertlon résulte immédiatement de la proposmon 3 7. Hess m'a falt
remarguer i tire ‘d’exemple, que la proposition 3.7 permet aussi de fournir une
démonstration diffe’rente de ceile donnde dans le théorédme 3.5, sans utiliser la

compacité faible dans L (?-'), ni le 1emme de reductlon 24 2 Bien entendu, il y a
d’'autres démonstrations possibles (cf. Eoghe [17], th. I=2. 4, 3.). En effet, si
(‘&’H)H’,-%.1 est une martingale, vgrlf:ant les hypotneses- du t‘h.ecu‘él_ne 35_ alors
X)) converge p.s. vers X __ dans ) %x\F) pour. o(E, I’y en vertn de la proposition
3.7 car, pour tout a:’ e B, la suite ((x” X p=1 st une martingale convergente.l
Comme la suite (IX [} 21 est une fous- martmga?e positive convergente, on €n
conclut que (X ) = converge p.s. vers X_ por la norme de E grice & un’

lemme de Neveu sur la convergence des sous martingales (LZG lemme V—2, 9
th. IL 2. 4. 5) '
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§ 4 — PROBLEME DE CONVERGENCE EN ECONOMIE MATHEMATIQUE: LEMME DE FATOU
DANS LES BANACH SEPARABLES

THEOREME 4.1. Soil 98  un. ensemble borné uniformémenl (niégrable dans

J!(%-') qui vérifie la propriété (L, &) suivante. Pour lout ¢ > 0, il existe une mul-
tzfonctzon -mesurable, L, de Q d valeurs convexes ferme.,s LLSD de E ielle

que pour fouz‘f %, il existe Qf & F avec P(Q-\Qf) = ¢ lel que f(w) e L (0-’)

pour louf v & Qf Alors (a) F6 es! relalivemenl faiblemenl compact dans LE( F),

(8) §i (f,) =, est une suite dans 9"(; telle que lim § f = a pour la lopologie fai-
n—>oco

ble de E on peut exiraire de (f ) =, Une suile (F Jnk) qui converge faiblement

dans LE vers f_, qui vérifie les propriéiés suivanles

() lim{f =jf.=a

koo g
(ity  Pour touf e = 0, il existe g dans L E(‘?F) tel que
"f — g ll = ¢ avec g (w) € co Ls(f (w)) U{O} pp
g
ot Ls(x,) = n v {z 3}, 77° désigne I'adhérence faible dans E el "7 désigne
k=l1m=¢ L ' oo e -

Padhérence dans E pour la {opologie de la norme. En conséquence,

f..(0) eco Ls(fnk(m)) U {0} p.p.

Démonstration. (a) Soii ¢ > 0.1 existe n > O et @ > 0 tels que

P(A< = sup i
)= feli%jll 2
sup§  Ifl=—=

fe%' [f|>-:1] 2

grace A I'uniforme intégrabilité de &6, En vertu de I’hypothése, il exisle une

multifonction F-mesurable L de Q a valeurs convexes fermées LCSD telle que,
pour tout f e &%, il exxste Qf é.vec P(Q\Qf) =<7 tel que f(w) e Lﬂ(w) pour
mle Soit f € & Ona

F=% M= alf + *(Qf e il = a)f + ¥(jf> ) f
n mn
€0

~7



Soit ¢“(w) L n(m) N aB ou B est la boule unité de E. Sans perie de généra-
lité, on peut supposer 0 € L,q(w) pour tout w G Q, de sorte que d) est une mul-

tfonction %- mesurable de Q, mtearalement bornée, 4 valeurs convexes faible-

ment compactes non vides de L. Vu le chou de a et 1, il est clair qu ’on
a I'inclusion . :

ol Sg, est I’ensemble des sélections intégrable de S et U la boule unité de
' | _ L ‘ T : 1 o

Li,(%'). En évoguant encore le lemme de Grothendieck et la compactié faible

de S(I) (ct. démonstration du théoréme 3.5), on conclut que 96 est relativement

faiblement compact des o E(?).

{b) En vertu du pomt (2), la suite (f o =1 est relativement faiblement compacie
dans LE (?F), done, on peut supposer, sans perte de généralité, que la suite

(fn)ngj converge faiblement vers f_, dans Lé (%), Alors les potalions du point

(2), on peut supposer que la suite (xﬂ éﬂ il < a]f n )I‘ajc§nvergefaib1e1nent

vers gsm dans L (F) avec g €S o de sorte que

e
I f,,., ~ g ==
En effct, on a, poar fout n =1,

N TR U
‘ ) ) :
Dot
If =0 15 lim tnf =% o, "1, lﬂ]f =

Reste & YBI‘lfIEI‘ la relatmn

o () € €5 Ls ([, (@)U {0}

p.p. or celte relation résulte du théoréme suivant. On a besom auparavant d'un
lemme. . :

LEMME 4.2.(Valaidier).SoitYun e.vt.et (x ) une suite dans Y. Un note Ls {x_}
. Lo
(ou couramment Ls ), Uensemble [']I{:cmp_niu}.
) n=
Ornafgo {z,imZ=n} Dcolsx,
n



2) 81 Y = RY et si la-suite (%) est bornée, on a

[ co {¢m ImMZn} =coLsz =colLs Z,.
Preuve, 1) ) co {z, | m = n} est un convexe fermé contenant Ls x donc -
n
contenant co Ls T, .

oo - - - ) . . . N
'2) Soit z & () cofx, | m=n}. Pourtoutnz1ilexiste Y, eco{x |m=na} tel

r=1
que ||z—y l= o Chaque y, est de la forme y = izan.azp(im)(cf. théoréme
i ; d+1
de Carathéodory) avec « 20, 2 @ = 1, B: {1, ... a+1} X N— Net ¥ (i,n),
i=1 . ) .

B (i. n) = n. I existe une snite strictement croissante (r,) telle que ¥ i,

: __ P ‘ d—'l—1-1_. _ SRR '
g (i, n) - x; et a.;i'c-- 2, Soitz= 2 T Z.Comme x, € Ls x ,onaxeco
Ls T, .

Remarque. L’ argnmentation du 2) est celle de Hildenbrand-Mertens (f20)).
Exemple (montrant que 2) est fanx si (=, )m'est pas bornée).
Sot E=R,z, =0, 2, ., =n, Taprp=—10 On aLsz = {0} et
Vn,cua_{wm!m‘én}=R. o
Ezemple. (monirant que 2) peut étre faux en dimension infinie.
Soit E = (N), x, =ei, h’zn—!—f = e, Ona Lsx = {e}. Par contre,
¥ n,¢o{x_ | m> n} contient 0 (on peut le' justifier de facon «savante» en

disant 0 est faiblement adhe’ren,t,é'{:cn;. | m > n}; etc.., ou de fagon élémentaire:

11 1 Ll ) ] ‘ _
©,.., 0,-151? e pees) = iEo—keHH appartienta co {x_ | m= n} et converge,
en norime, vers 0).
THEOREME 4. 3. Soit I' une multifonclion scalairement intégrable de Q a valeurs e

convezes faiblement compacles non vides de E. Soit (fn ) =7 une suile de sélec-

tions scalairement intégrables de I, Soit f_ une application scalairement inté-
grable de Q dans E telle que T B '

VAeF N2 e lim [ (2, F, )= [(2) L)
: ,_ i

n-»cod

Alors f_(w) € co Ls(f, (@) p.p.
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Démonstration. Supposons provisoirement que la multifonction
Ls (fﬂ )i w > Ls(fn {®)) de Qa valeurs convexes faiblement compactes non vides

de E est de graphe mesurable, c’est-3-dire, son graphe appartient & FRB(E).

Alors la multifonction @ —» €O Ls(fn (w)) de 0 & valeurs convexes faiblement

compactes non vides de E est scalairement #-mesurable, Soit (e;)k.?j une suite
i .

dense dans E’ pour la topologie de Mackey. En vertu de I’hypothése, chacune

des ey, f ) ., converge faiblement vers (e, f..) dans LIR(‘&"). Or la suite

(e e . f )) esl latticiellement hornée ear on a

—NR oY . - » = % ny Y

O%( & = (ek, fn> =& (ek, ).

En vertu du théoréme de Mazur et du lemme 4.2,%n a

(¢ Fotw) € co Ls (&, f () p-p.
o

(e;{,fm(w)) = 5*_(3;{, co Ls(f () p-p-
Comme cette inégalité est vraie, pour tout k¥ = 1, on en déduit que

fu(w) €S0 IS (T, (@) p-p-

Reste 4 prouver que la multifonction w |- Ls(fﬂ)(m) = ﬂ N {f (w)) o est
. n=1 m=n

de graphe mesurable, QaitteAremplacer I'{w) par son enveloppe convexe fermée

équilibrée, on peut supposer que I'(w) est équilibré pour tout © € Q. On pose

oo | (€. ) |
5 9Tk .<k ) siz € ()
9, @) = k=1 14 8%, T(w) '

+oo 8izx ¢ I'w)

ol (e;) est une suite dans E” séparant les points E. Soit

d, (x, y) ___%(x;y)

pour x et y dans I'(w). Comme ¢ est ¥ @ B(E)-mesurable et, pour tont we @,
¢{w,.) est sous additive, convexe, faiblementcontinue sur le compact faible I'(w)
avec ¢w, x) = 0 si et senlement si z =0, d définit une distance sur I'w) qui

est compatible avec la topologie faible de I‘(w} Cette construction a été donnée
dans Castaing-Clanzure ([10], theor. 2) et permet de montrer que le graphe de
Ls(f ) appartient & ¥ @ B(E). En etfet, on a

graphe Ls(fn) = {{w, ) g graph I' | lim inf d, (@ fu(o)}) = 0}

n—rce



Puisque le graphe de T apparfient 4 ¥ ® B(E) et p.uisque les' fonctions
(0, @) | d, (%, f () sont ¥ @ B(E)-mesurables, ona bien

graphe Ls(f ) ¢ ¥ @ B(E)

Vérifions le dernier point de I’énoncé. De facon précise, la conclusion (i) du
théoréme 4.1, implique, k '

fo.lw) & co'Ls (fn.k Wy U {0} PP
En effet, posons, pour lout © e 0, R(w) = €0 Ls(fnk(w)~ U{0}. Drapres la con-
clusion (ii) on saitque V j=1, 3g‘; e L;, (F) vérifiant

A RER

gl () & Rw) p. p. e

\fm—-g;

par conséquent f_ = lim g‘; dans LTE puis, par exlraction de soussuite,

J—roo
fo=lim gl P
Ce qui montre bien que ‘
foolw) & R(w) P-P-

Remarques. 1) La mesurabilité de Ls(f,) peut se démontrer de facon

différente sans supposer que la tribu ¥ soit compléte, En fait, Ia mesurabilité de
Ls(f ,) résulte. de la- proposition 6, 3, 9 de J'exposé n® 9 de Hess ([19]). Celle

donnée ici est basée sur la construction due 2 Castaing-Clauzure ([10)],
theor. 2). : o R

2) Le théoréme 4. 1 et 4.3 généralisent des récents résultats obtenus par
Khan-Majum.dar ([21]) et Balder ([3], theor«2. 1}

Signalons que les théoremes 4, 1 et 4_13‘permettént d’obtenir ‘la. convergence
au sens de Mosco des ensembles des sélections du type
ﬂ 1 [-1-} X )
B (x,) 8

Ce type de convergence a 616 élabli par Choukairi dans un récent travail a
parailre. ' ' ' B '

8) Le point (a) de 1'énoncé du théoréme 4. 1 monire qu'une martingale
bornée uniformément intégrable (X ) . dans un Banach séparable et vérifiant
) . n/nss
la propriété (L_, ¢) de I'énoncé du théoréme 4. 1, converge p.p., compie {enu
de 1a démonstration du théoréme 3.5. | |

4y Si (Q, F, P) est sans atomes ef si [ est ane multifonction F-mesurable et
intésralement bornée & valeurs convexes faiblemeat compactes non vides de E,

A



aiors Uensemble S r -——_-{f € Lg,(?'-') i f(m) € [‘ (w)} ot T (») est UPepsemble des
points extrémaux de I'(w), est non vide, dense dans Sp pour c(LfE(?), L;;. (F)),
de scrle qu'on puisse formuler le point (b) du théoréme 4. 1en faisant intervenir

les éléments de % (L“ Fy La vérificalion de ce point est laissée au lecteur; cf.
co(Ls
n

aussi Khan-Majamdar ([21], theor. 2).

Je remercie Hess pour des remarques trés pertinentes sur la rédaction de
¢e papier,
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