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PROPAGATION ET INTERACTION DES SINGULARITES POUR LES
EQUATIONS HYPERBOLIQUES SEMI-LINEAIRES EN
' DIMENSION 1 D'ESPACE

TRAN HUY HO

I. INTRODUCTION
Soit .
plz. 8, Dx, Dt Ya(x, ) = F(x, ¢, U, YU, s, Vm'"Iu) (1.1

une equation hyperbolique semi—linéaire, ou P(x, {, D, D) est un operateur
différentie! linéaire homogene d’ordre m a coefficients réels £, strictement
hyperbolique par rapporta t et F(z, t, 4, ..;; 9%~ Iu) est une fonction'/rgelie C.

Par un changement des variables indépendantes on peut écrire (1. 1) sous
L1 forme s :

Xy X 0= f(z, t, u, Ytyuue, v 10} (1. 2)

- 0 3 . .
ou X, = —at_ ~+ G, (z, 1) = i=1,m,C; (z, 1) # C;(x, 1), C, < Ci—l—:t (1. 3)
Le probléme de Cauchy pour I'éguation (1. I) avec des données de Cauc]lny

sur Phyperplan { = 0

(s oo By g) € (ES, vy §m+1,s>m+% Wy

_posséde une solution unique satisfaisant aux conditions svivantes :

. Sy ou . st 7 gS—m =
ueCL0,T; Byl LeCl0, 75 1y ") ur—.‘C[O,T.HR 1(1.0)

arm
ou C{0, T'; Hi] désigne P’espace des fonctions continues de f ¢ [0, T] a valeur
‘dans Hg (voir, par exemple, Mizohata [2]). De plus, comme nous allons le
montrer, la solution du probléme de Cauchy cité ci-dessus appartient locale-

: 2 . _
ment. a H; (R} (Théoréme 5. 1),
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Dans ce travail nous nous proposcns détndier les propagations et les
intéractions des singularités de la solution du probléme (1.2), (1.4) connais-
sant les singularités des dopnées de Cauchy sur i = 0. Nous utiliserons pour
cela nne méthode de J. Rauch et M. Reed destinée a I’étude des singularités de la
solution dn problemme de Cauchy pour les systémes strictement hyperboliques
semi-linéajres en dimension 1 d’espace [3].

L’idée principale inspirée de I’article [3] de Rauch et Reed sur les systémes
hyperboligues du premier ordre est la snivante: Soit T(x) une fonction mesurant
la régularités des données de Cauchy [la solution u(x, 'f) appartiendra

a HY(=o) dans un voisinage de (z,, O On peut alors construire, 4 partir de T,
une fonction (indice de régularité) o(x, t) telle que u € HO(*> 1) an voisinage
de (=, ).

On peut considérer ce résultat comme un prolongement naturel du résultat
de [3] dans le cas d'une équation d'ordre supérieur. D’autre part, du point de
vae des interactions, on peut aussi le considérer comme un cerfain complément
du résultat de J. M. Bony [1] sur la propagation des singularités des équations
hyperboliques non-linéaires (dans le cas de D'espace de dimension 2), dans
lequel le phénoméne d’intéraciion n’a pas été abordé,

" 9. ESPACES DES FONCTIONS SINGULIERES

Dans ce paragraphe nous rappellerons briévement certaines notions nécs-
saires pour la suite en renvoyant le lecteur au travail cite de J. Rauch et M.

Reed [3] pour les détails. Espace (H*) ;f, : Soient X un champ devecteurs non-

nuls et k¥ un nombre enﬁer, k > 0. L’espace (H*) '; est défini par
e HY o X e H im0, k | @)

Pour k >> 0, réel, en utilisant l'interpolation et un difféomorphisme tel que

X devienne on a:

BSBI

ve @) ¥ et HInY aritFf TG0l @Y
o, ' '

ot (¢ T) est la transformation de Fourier de u.

On dira que u est microlocalement de l'espace (H®) }]Eenuﬁ §oin by Ly €
& (I\‘»2 X R2\ {0}) s*il.existe un gpérateur pseudo-différentiel classique R d’ordre

0 dont le symbole principal est non-mul en (py, t,) tel que Ru e (H®) § On
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ecrit alors u e (HS))‘E (P, s &) En particulier, si (Pg L) € Char X (G) n'est  pas

stk

orthogonal & X(p,)) cela singnifie que u < H "Lt
| Py 0 ).

Il est facile de monirer que (Hs)i' est une algébre rour s> 7, Mais un

meilleur résaltat est donné par la proposition suivante [3]:

PROPOSITION 2.1 (H3)§ est une algébre si s > —é— el s4 &k >1.

Ensuite il est utile de rappeler certaines pfopriétés importantes de 1'espace
(Hs);édont nous aurons besoin dans la démonstration do théoréme de propa-
gation des singularités (Théoréme 4.1).

PROPOSITION 2.2: u € (H® );(p, C) si et seulement si

ue (H )X (p, 1) et Xue (H)E™ (p, 1),

PROPOSITION 2. 3: Soit Q un opéraieur pseudodifférentiel classique d’ordre m
sur ©, s»> R el (p, ) e T* (Q)/oszue(HS)g(p, L) '
alors Qu e (H*™™) 3’} (p, L)

PROPOSITION 2.4. Soienl p,€ Q, L, < 0, P un opérateur pseudodif férentie;
classique d’ordre m elliptique en (p,, b,). Siue D' () et Pue (HS)§ (Pg> L)

s+m &
alors u e (H )X(PO-’»CO)'. .

Espace A (p, Fyseass rm) : Soient p, Iys sy Tm des nombre réels, ¢ < rjg s

{i=1,..., m. On dit que u & A {p, ri,...,rm) si pour

(Pps Ep) & Ll/ Char X., us HP.p,, £,), on a

- ™, Zr,
(Pgs [:D}GChaI‘}\i, ue (HJ );J i (Pys Co)

Nous allons maintenant rappeler les résuiltats principaux de J. Rauch et M.
Reed [3] dont nous aurons besoin dans la démonstration des Théorémes 3.1 et
4. 1 dans les paragraphes suivants.

PROPOSITION 2.5.
@) On suppose que la cordition suivante est vérif iée

1 .
_2"<I'J gpgmm(rj +rk)sp>1
‘ JHk
Alors oA (ps rys e ., I ) est une algébre. De plus, c'est une algébre invaliante
par rapport a action des fonctions €™,
BYSi (£ i Iys wws £ )s (0 Iy «uws 7)) vérifient la condition (2. 3) el o <
r,<<r;,%; aorsona:

Alp, 1Y 2 A (o 1)
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PROPOSITION 2.8. Solent u el \ u appartenant & A(p; iyees, Iy ).
On a alors:

ueAp+1;r, 4 1,. ey T 15 A,A¢I+I,...,rm—[—1).
PROPOSITION 2.7. Solent u une solution de l'équation

X u=f(z,t,u,v),on X, —= 2 C,.(x, 2
k ( ) u Je Bt+ k(x )ax

¢t I" une courbe intégrale de X contenant P,
On suppose que la condition (2.3) est verifiée pour
(0i Iy suns Ppseses Tpo )€t (07 Pps e, r!'c_ seves T ) QUEC T < r;‘ et
g 04(9’ 1:0": Ty ogeasy rm ) sur ro

ue Ap:; Iy sua I‘_; seses I} pour p,el,
V& Ap; Iy Iy sess ) sur T

On a alors u € A(p; Tysaees Ty seeny 1Y sur I

3. REGULARITE A®X POINTS NON CARACTERISTIQUES

En nous appuyant sur la Proposition 2.6 nous allons démonirer le résultat
suivant

THEQREME 3. 1. (T"héoréme de régqularité elliptique)
Soient (p; Tysn I ) el (p*; Ty sens rm) vérifiant lg condition

m—i<rjgp<mm(r+r—m-ri),p:a-m (GARY
2 JZk

ol p" = p. Soif u une solution de ’équation (1.2) appartenant a Ap; Tyseny ') On
a alorsu & Alp’; Tyswer I

Prenve:
Par hypothése u € oA(p; I'y e r, ). Alors, d'aprés la Proposition 2.3 on a

). G Xmu € oAlp— m + 1; ry—m4 1, .., roo—mo D, 3.2
D’autre part, en appliquant la Proposition 2.5 a) il vient
Xy X geflp—m+ 1, ry—m+ 1., r, —m-+1), (8.3
En vertu de la Proposition 2.6, on déduit de (3.2) et (3.3) que:

X;2 s X U EC Ap—m+42,r,—m41,., ro—m4 2 (3.4

On a ensuite, comme précédemment

Xgoww Xpl€chlp—m+2,r, —m+ 2,., 15 —m4 2, (3. 5)
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La Proposition 2. 5 b) nous donne:
Xgres X0 € Alp —m + 2, r, —m+1,.., roo—m- 2), (3.6)
En appliquan! de nouveau la Proposition 2. 6 a (3. 4) et (3. 6) in vient:
Xgaeeer X U € Alp— m + 3, ry—m- 2, ry —m -+ 2, ..., ro+m— 3)
Continuant ce processus, nous surons : '

X € Aps ry — T, ro_;— 1, r (8.7}

et u & Ap, Ipyees r ) C Alp, ry —1, ., Ty — Lir )" (3. 8)
En appliquant encore une fois la Proposition 2. 54 (3.7) et (3. 8) on obtient:
u G 04(9 + 11 I‘-[ L LL N I‘Hl.). (3- g)

St p -+ 1 > o, alors d’aprés la Proposition 2. 5 b) ona u e A(p, Ty wens Ty
et la démonstration du théoréme est achévée. o :
Dans le cas contraire la démonstration peut étre terminée par récurrence®

4. PROPAGATION DES SINGULARITES

Nous allons mainicnant demontrer le
THEOREME 4.1 (Théoréme de propagation des singularités).
Soil u une solufion de I'équation (1.2)

XI""’ Xm = f(x’ {, u, yu,..., Am_j u.').

On suppose que (o Ty ysess Tyg yones T ) et (py Iysees T,H’"" r ) vérifient la

condition (3.1}, ot IH_< I'El.

Siue Al Tises Fysives T ) pour ¥pe T (4.1)

et u € A (p L rh swss I} pour p & ryt _ (4.2)
alors

4.3)

U & of (P Tyyos I'Y 30uey poUr ¥ peg r#

On rappelle que I H désigne ici une courbe infegrale de Xy, contenant B,
Preuve: D’abord nous allons montrer que si
ue€ A4 (P, I‘I’"" rm)

alors Xj"tz €A (=110 1y =Tp, 1, —1).

. : :
En effet, supposons que{p ¢ ¢\ char X;. Alors, par définitionucH® (p ., £ )
P queip L Py 59

=1 .

t danrac e p—1 . i _
et d’aprés la Proposition 2.3 Xj ue H(po, E) Ensaite, si &, £,) € char XI.
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fious avons par définition u ¢ (Hrl,)px'”lr el d’aprés la Proposition 2.3
1
F NP~ Iy — PET TR e
Xyue H 1)21 ry =1 | Enfin si (p,s C,) € char X,i= 2,..., m alors

u e (H) ;“"i et par conséquent X, u e (H1 ™ 7y F;( =T; (Proposition 2.3).
i i
Ainsi, en appliquant la Proposition 2. 3 (m — 1) fois, nous obtenons:

Xyvs X s X uecflp—m+1;
ry —m-+ 2,.,,,ru —m~+1..,F —m- 2) . 4)

oit le signe ~~ sur Xu signifie I'absence de Xy dans Pexpression X, ..., X _u

Rappellons que X, = Eat— + C, (&, ) —l%z: » i = 1,..., m ou les C, (x, {) sont

différents. Nous pouvons ¢crire alors

) CP« < C[.

— = X X
oL Cl-l_ci ' Cy — G R
0 7 1

A x _1_
o CI_C}L 2 Cl-—-C

¢
L o

Si on désigne par D un opérateur différentiel d’ordre 1 on a:
ol . , B, sont des fonclions de = et de 1.

On peut alors exprimer D™~ 7 sous la forme :

pm—1 - 2X T x 25w xi p" 4.5
zrma 1 seaey :Ju,ll., m + j_I j l'l' ( .O}

ol A, L'-j sont des fonclions de x et def, D=1~ sont des opérateurs de la forme

—j—1 - o
Dm _ Xj+1 Fruny Xu Beteg Xm -
On peut ainsi reéerire f(x, {, 4, ¥V U, w1 u) sous la forme:
f(x, t, 4, Vi, v 1u) = f (2, , v, W) . 6)

-9 m=—1 ] —jg
ol 0 = (v; 3 Uy) == (U Vilpo, " ° u; T H; Xy D I=1 4) et

J=1
w = X1 roaes /X\u servs Xpg Uo
D'une facon analogue on peut maonlirer facilement que
X{le—-j—-i uedlp—~m--1;r, —m-+ Tyeees r; —-m—[—:l.rjﬂ —m4 2,..,
rg—m ALy — Mt G Py — w2 I << m—1¥peTr
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On a alors:
vy, € Ap—m--1; Py —med,, ry —moA 2, T~ M+ 1LY peTF (47
De plus:

Vet UEAp —m -+ j, Iy =M+ jyen 7= mA ) 200 rﬁ,_i;"pe I'e
ct par conséquent
v, € Ap — m—§—2;r1 —m- 2y, ry —m + 2., r,— m+4-2)% pa 't (4.8)

Les relations (4. 7) et (4. 8) impliquent:
v e 94(() —m 4 1 1’1 — m 4 14y Fp — m—}-2,..., I'm —m 4 1}, V'P € I'p. (4'9)
D’autre part, la relation (4. 4) et les conditions (4. 1) et (4. 2) nous donnent:
Wed(p—m+ 10 —m+Lor, ~m Luyr —m-41),ypel* (4 10)

Weodlp— mA-1, 1y — Mot Loy 1p — m 4 1yusy 1) —m+ 1), pel'H (4.11)
Deux cas sont possibles: ‘
aAySirp—m+ 2> re—m-+1oury 4 1 3>rp, alors:
peMp— m41;7, — M+ Ly P — M+ Quupy 1~ m + 1) €
CoHMp—m+1;r, —m+1,.., reg —m--1,.., ro—m+1),pel®, “. 9
En appliquant la Proposition 2. 7 a (4. 9y, (4. 10}, (4. 11) il vient: '
weMp—m+1;r, ~m+ 1., rg—m+1,., r,—m+1)pel® (4. 12)
Noas allons démontrer que (4. 3) a lieu, En effet, si (p,, {;) € char x, alors

-—m-+ 1p -

» ?
par définition w e (H* Yy "#, Remarquons que (pﬂ-, §,) est alors non
B .

caractéristique pour I"opérateur xy,..., ;f.\p. sovee X . Enappliquantla Proposition
2. 4 on obtient done -

we (H™E " Th L (413)
P‘

Drautre part, si (p,, Cg)é char xXu , alors w & He—mtl o par conséquent

ueHP

De (4. 13), (4. 14) et (4. 1) on déduit:

All = 94(?3 PI sveay I‘Ih-"s rm)! VP et

D) Sirgmm+ 2<<rh—m+1oury +1<ry,alors daprées (4, 11) -

Weollp—m-4-1;r, —m-t1,., 7o —m-- 2,00, —m+1, pour p,, ert (4.11y
En appliquant maintenant la Proposilion 2. 7 a (4. 9), (4, 10), (4. 11)’ on a;

wWeAP—mA+1;r, —m+ Lo,y —mr 200, -m+ 1), VPEI“"
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el par conséquent, comme précédemment
ue 04(95 r_-l, LI F’_l"i_ j,.c,., Tm).

On peut ainsi terminer la démonsiration par recurrence. Le théoréme est
démontré,

5. THEOREME GENERAL DE REGULARITE

D’abord, nous rappellerons un théoréme d’existence locale dfi 4 S. Mizohata
{2} pour le probléme de Cauchy pour I'équation (1.2) et indiguerons en méme
temps la régularité locale de la solution de celui-ci au voisinage de { == 0. Nous

aurons besoin de ce résultat dans la démonstration dn théoréme général de
régunlarité.

THEOREME 5.1. (Mizohata [2]).

Soit Xy oy X u(m, ) =f (x t u, yu, R LT ' (5.1)
une équation sirictement hyperbolique semi-linéaire d’ordre m, ot f(z, {, u,

v, ..., vm-1 1) est une fonction réelle C=. On donne les eonditions de Cauchy sur
Chyperplan t =0

u(z,0) = uye HSR _ | _ (5.2)
on s—1
_a?_(a:, O =us HR
am—1 4 s=—m+1 1
—— {(z, N =u e H WS> In 4 —
arm—1 (. 0) m—1~ "R > M 2

Alors il existe une solution unique telle que
ou dty

Hec [o, T, Hi{i] s 2 c[o, T; Hi{m].- (5.3)
ot

' s 2
De plus u e HwC (R”) | (5.4)

ue C[O,T;HE

Il convient de remarquer que dans [2]le théoréme ci-dessus est énoncé sans
la propriété (5.4) et senlement avec I'’hypothése s 2> [m] 4 7 entier. En fait, le

théoréme reste vrai pour le cas s non entier et s > m - —2- si on ulilize les

espaces de Sobolev F7° avec s réel, Il nous reste & démontrer (5.4).
Draprés (5, 1) on peut écrire:

+1 -
atmt1 1<em
+ Y= FP@tue. DLD] DRI u 6.5)

6 ptgiam —1
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ol ak sont des fonctions €™ de x et de ¢,
A cause de (8.3) on a:
I g -k
DiucC[0,.T;Hy 1,0 <k m; (5.6)
par conséquent
e G s—m —1
DY DiueCi0, Ty Hg ™ ). (6.7)
De méme
+1 —
DEDT™ ue C 10, T; H;ﬁ "lavee pt+ g < m—1, (5.8)
De (5, 5), (5.7) et (5.8) nous déduisons
am+1 s~ m—7 .
—ue C[0, T; B~ w1, 0.9)
aim+1 R
En continuant ce processus on a:
amt2y N alsly S—1s]
eCl0, T, H ™ 2], eC[0, T; 3,
aim'i"? [ R ] ai{&‘] < [0 T’ HR ]
alsht? -
——— ue ([0, T; HSTs1~2 5.10
allsH? [ R ] ¢-19)

ou [s] désigne la partie entiére de s.
Dans la démonstration ci-dessus nous avons utilisé le fait que H"‘R'est une

algébre sis > -% . Pour obtenir ia derniére expression dans (5.10) il suifit de

remarquer que dans la formule (5.5) la prémiérc somme appartient a

C[O, T, Hs'"[s] — ]> tandis que dans la seconde somme

|I . 2 3 B 1
o2 o uecro, 1, ug < clo, 7, L), et DY Dfu e o, T; HE e

[v]

Nous allons ‘maintenant montrer que I € H:oc(Rz ) Considerons
Slu(a,ru 4181+t % dede 6.1

ii y a deux cas possibles:
a}ySi |E] > 17|, on peut écrire

S | dEofd 1T+ dids<C S | Tl e dide (5.12)
ou  est une constante,
Daprés (5.3) on a u € C[O, T; Hp]. Done
C+1e1¥ i 2@
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et par conséquent
81Iz“(a,z)r"(:t-}—'al+|z1)’;’drd§<m. (5.15)
b) Si & | < 1, on peut estimer (5.11) comme suit

N1 Eeore e 1 dede =
=S| TEOPU+ 1t re Y @ g T ey <

<elrTenfurizi+is™ P a e Wl grax .10

ot C est une constante. On a utilisé ici I'inégalité s—[s]—7 <C 0. L'expression
(5.14) est majorée par:

Cis |7 @R+ 1t D @ gy 2B Da g, (5.15)
L | alsj+1 . s—[s]- 1
Draprés (5.10), W neC[O,T;H ]. Done

@+ 1ery-bl=tro B+ 4 @ 1) el? R

" par conséquent,

1 oi2d + 10X @ e 2-B-Dads < . (5.16)

Les relations (5.13) et (5.16) montrent que u & H* (R?).
Quelques définitions sont encore nécessaires avant de passer 4 la démons-
tration du théoréme géndral de régularité.

Désignons par Q le domnine borné pa'r' les lignest = 0, { =T et par les
courbes caractéristiques I'y, I issues respectivement des extrémités b-et a de

Pintervalle [a, b] (< {t = 0} ol sontdonnées les conpitions de Cauchy. Pour p &
e @ [ {t = 0} désignons par I (p,) la porlion de la iéme_caractéristique de p,
contenue dans Q. Pour p ¢ Q désignons par Il (p)la portion de p ¢ p, e cetle
caracteristique.

DEFINITION 5.2. (Indice de régularité).

s
loc

s=m+7T
loc

_ ' 1
Soient u & H, (a,b),uce H‘;OCI {a, BYyesns u,,_,€ H (a, b), s>m + )

Nous définissons une snite d’indices o, I = 0,1,... comme suit: Soit ©: [a,b]
~»[s, oo] une fonction telle que pourtout p_ & [a, b] on a '

u e ) (p,), ug& HYPo) ™ (p Yyewry 1, 4 & HYpo)—mH1(p ),

Nous délinissons 6(®): © — [s, e]™ par

8 (0 = Up,) Ve I (2,)

3
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puis 6 = O s[5, =" par recurrence:

. ] i) — i [=1)¢ ; — 3 -
Pour p & I'(p,), ol = inf {o! )(q),;}gk(sl(’ D@+ D gy —m+1),
<

Comme o~ est une fonction décroissante de /, bornée inférienrement pars

rre s . i ..
on peut définir S, (P} = lim Gg) (p). Soit s (p) = (o, (P)seres % {p)). Nous

=0
appellerons ¢ = Q — [5, o} VPindice de régnlarité,

La proposition suivante découle immediatement de la definition.
PROPOSITION 5. 1.
1) Soit 6 lindice de régularité défini ci-dessus. On a alors

a) 6, (p) @{‘”(m, ¥p e, Wi
b) 61’ (q) >6! (P): ’v‘p,e Q el q < I"i_(p)

2) St =Q —[s, oo|" esl une fonction satisfaisant aux condilions a), b), c)
avec o, comme ci-dessus, alors

r(p) < 6,(p)h  V¥pef, ¥i - (5.17)

On dit dans ce cas que r est un indice admissible pour o,
THEOREME 5.2. (Théoréme général de régularité).

Soient u la solution unique du probléme de Cauchy (5.1), (5.2) figurant dans
leThéoréme 5.1 et Q le domaine defini précédemment. Soil  Pindice de régularité
de u dans Q d’aprés la Definition 5.2.

On aalors a e A (S(p), 6,(p),... 6,(P)), ¥peQ (5.18)
ol (p) = ;;i: (6; (P) + 6,(p) — m + 7). (5.19)

~ Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin du lemme suivant
LEMMES5.1. Soit r = (r1, v rm) un indice admissible vérifiant la condition

r<{C 4o, ot C est une constante, C > m +_§_ eta-q:.i .Sionposer, =
. 2 t

= min (ri ,» C), alors ?:(rx,.. s r;) est aussi an indice admissible,
Preuve: Par définition on a ;:I. gy < r.(@, ¥ q € O. Par hypothése, r est un
indice admissible. Donc?i @ <r@<eo, (@< GSO) (g), de sorte que la pro-
priété a) danms la Définition 5.1 est vérifide.

Ensuite on a 7; = min (ri@.¢,vqeq

et "?j: min (r (p), c)
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Puigque r; (> > T p,vpel,qe I’ (g), on a alors

rj(‘?) > rj(p) Yy peQ,iyg GFJ(‘?)

Donc la propriété b) est aussi vérifiée.
Reste a vérifier la propriété c). Considérons trois cas possibles:

1) Sir, = r, et}:;.= rj, anrs

r«{—rmr—]-r r-—]—m«—:l r+m—~1

2)Sir.=r, etr, = C, alors
i i i

,'.:-‘»F'rj=ri4c>m+%+C=m+12_.5+c+a>m.—1+uk>’5‘,+m—1

La propriété ¢} est donc également vérifiée et le lemme est démontré

. (@

Preuve du Théoréme 5.2. L.e Théoréme 5.1 affirme que z € HS
quees T )

Par récurrence nous allons démonirer que u appartient & o4 (p,
pour le plus grand indice (ry,. ..,.rm) admissible en tout p € & avee p =

= min (r, +r —m -+ 1)
i#=i

Puisque ¢ II* (&) on a
10C .
U & of ($: Sy, 5) aveC 1, 5, VI

Supposons que 2 € of (p (@); 7 (@reees T() ¥V g €C
 (5.20)

-p (g) = min (r, @), + 7, (D —m +1
1#]
.

pour tous les 1nd1ces admissibles r vemflant ia condltion r <. u, ol C >m 4 2
Nous devons demontrer que (5.20) a heu en tout point ¢ € et pour tous r
admissibles vérifiant la condition: .

r<C+ 5, 8 <—';— ,Nqed (5.21)

Soitrunindice fixe admissible vérifiant la condition (5.21). Nous définissons r
comme dans le Lemme 5.1; F = min (r, C).

Alors, d’aprés le Lemmz: 3.1, r r est un indice admissible, }' L C. Par hypo-

theése de récurrence on aalors:
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P ~ Lot % o~ . B~ "
u @l (0(q); 2,(Ds oo v F (@) Pgel, plg)= min (7, (q) +1(g) -~ m - 1, (5.22)
1= '

i¢re étape : Fixonsun U € {1, ..., m} et désignons par r#* [p,> p]le 1@ caracteris-
tique reliant p a p e Q ) {f = 0},

On suppose que 1’indice ry, verifie la condition suivanie C « ) <C+o
(e cas ry(p) < C étant trivial),

Puisque r = {rj} est un indice admissible on =2 ry @ > ry (p)

vqe M [py» p] et par conséquent on a d'aprés (5.22)

ne A E@; T @h.oy Cooens 1 (@), ¥geTP [pys DL (5.23)

m
On pose RP~ = ry (p)- Par définition d’un indice admissible

Ry = ryp (p) < 6y () < 67 ().

D'aprés la Définition 52, ona:-

6(0) 6(0)(}7)—1 5(0) (p}—m+1
uoeH H (po), u, el K (P)"“'”m~1 el % (Py)" (5.24)
Alors d’aprés le Théoréme 5.1,
K
u, € Hm’i (£2y au voisinage de p, et par conséquent, n € o4 {Rp_; RL’»""’RM)
en P '

Puisque'}"i\{ C < Ry on a en appliquant la Propesition 2.5 b)
ue o (Rp,; Py D)y een Rua vees ?m (p)) en Dy

Si on pose ?; = r, (p), alors:

—~F8 —_

ne ARy ;Rysey By seey B0
Draprés le Théoréme 3.1 on a:

—

ue oA (ps Rysees By ooy B Yen p, (5. 27)
ou p = min (}?I.+}§}_.m+1),(’§i+ﬁu-m+1)
7= =1 :
= mig {Ri + Rj— m -4~ 1} car RP« > R,
=]
Remarguons que nous avons ici p > Ry, puisque r = {rj} est un indice
admissible.

Co npnraut?dans (5.22) et p nous avonsp =';(p). Draprés (5.22) et (5.27)
les conditions du Théoréme 4.1 son! satisfaites. Par conséquent,

ucoA(p, By Ry, B ) W¥qe T*[p,, pl- (5.29)

h 11

4



Nous avons done prouvé gue

uef{p ,!{1,..., K, ,_..,Rm) ¢n pol p = ln:;? (Ri + RJ —m + 1).
2éme élape: D’ane Tacon analogue on peut écrire
[}

0 e CA(E;RI,EQ,...,ﬁm)
2 eACp; Ry Rypes B ) €0 Po (5.30)

u e A G: RI gy Bnd )
Donc si p est non caractéristique, on a

u e I[P (5.31)
etsi p € Char Xi , alors

e @O (5.32)
Cela monire que
ueAp; Ry, e, Rm) en p.
Dr’aprés le Théoréme 5.1 nous avons :
2o (p; Ryyons R ) en p (5.33)
ol 3 = min (Ri+ Rj~—- m -} 1),
Si I’on se souvient que It = r, (p) on peut écrire (5.33) sous la forme

ie 04 (P(P)! ri (p)- e 3 rm (P))

ol p(p)=rl;ﬁln (I‘i(p)—{—l'j(p)-m—J‘- 1)
=7

Le théoréme est démontré,
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