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SUR LA CONVECTION THERMIQUE
DES LIQUIDES MICROPOLAIRES
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1. INTRODUCTION

Dans ce qui suit on désigne par Q et S le domaine occupé par le liquide
micropolaire et son bord. On choisit le systéme de reférence avec l’axe vertical
©Z. Le systeme d’équations régissant e mouvement des liguides micropolaires
s'écrit sous la forme [1, 2, 3]

di[) D = 0, ' ’ (1. 1)
:“‘;_'I’=.__1_gradp+(u+1<)aa+Krot“a3+p,' (.2
o |
T ‘f;:) = wgrad divis — orotf rol w + Krots — 2K, O (1.3)
dr o
= WAT + D, ' 1.4
= + (1. 4)

o1 7 désigne la vitesse, p la pression, w la rotation interne, T la température
D la dissipation d’énergie, p la masse volumique, F la force externe, J, le
moment d’inertie micropolaire et W, K, «, o, % des constantes

Suivant ’hypothése classique de Boussinesq on pose dans lequatlon (1 2)
p = po (1 — BT), ol py estla masse volamique du hqulde a la température T,
de I'état d’équilibre. Dans ’élat d’équilibre on a la solution suivante du systeme
1. 1) — L o:

5=0, w=0, T, = —-az—]—b grad pu—ngon. .

On considére les perturbations petltes by, Wi, Po + Pr .To -|— . En
substituant,ces expressions dans (1. 1) — (1. 4) et en conservant seulement les
termes linéaires on obtient: o o

div 51 =0, l | ) (1. 5)
— 1 ) . — ' —
%{% = — — grad p; 4 (! 4- K} A%, 4 Krot i, -+ gBT.%, (1. 6)
Po
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. 0w — B — — ;
Jy _aﬂil— = o grad div @y — o T0l rotp, + Krott, — 2 K s, (1.7)

a
s~ 5.y + %4Ty (. 8)
Pour écrire ces équations sous la forme adimensionnelle on choisit les
écheiles : L (longeur), L*/( + K) (temps), % L (vitesse), poy (M + K)/ L (pression),
aL (température). Ii vient alors:

divy = 0, ' (1.9)
BY . _grad p+A§+Hrotr—5+ R TY, ' (2.1¢)
ot
JE%’—- — Mgrad div v — N rot rot W+ Hrotv — 2 Hw, (1.11)
5 .
| rp_‘?.':':_=?;.v§+zsr, (112}
i}

ot B = gapL4 % (I -+ K)(le nombre de Rayleigh)
P — (1t + K) / % (le nombre de Prandtl),
M= a/L (F+K), |
N=o/ L2t + K),
H=K/ ®+K),
J=J,. L%
Dans cet article nous allons considérer le probléeme avec les condifions aux

limites: p = 0, w =0, T = 0 surSet les conditions initiales:

B =", w=1, T="Ts. _ (1.13)

2. ESPACES FONCTIONELS. FORMULATION OPERATIONELLE DU PROBLEME .

Soit Lz(ﬂ.) l’espace de; fonctions vectorielles de carré sommable sur Q..

L’espace Lz(Q) peut é&tre décomposé en deux sous espaces [4]:

Ly (@) = G2 () @ Lo (D,
oi1 G, () est formé dés éléments du type: u=grad p, p = 0 sur § et Luo ()
des éléments solénoidaux dont la composante normale s’annule au bord de S.

Soit W1 (£2) lespace de Sobolev des fonctions vectorielles de carré
sommable dont les éléxents soat supposés avoir la dérivée généralisée du
premie: ordre. Dans lespace W} (2) on définit la norme:

S | va, |2dQ+S|E|2dS @1
I(Q) ] : S .

Wl

1 [es

W é\ﬂ) i=
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Soit W, _(Q) lensemble fermé des &lémenis de W1(Q) qui s’annulent au

ol
bord. de § et soit W, () Yentemble fermé des éléments solénoidanx de

'WI (9) qui s'annulent au bord de §.

Dans le travall [5] S. G. Krein emploie la norme:
13 ou ou_ -

Tuj —E(uu)-—gz S( *i 1 x)dQ
ik=1Q ' Oz, Oz,

qui est équivalente 4 la norme (2.1) [5].
Dans le présent travail nous emp’oierons aussi la norme:

TH z:. M (@iva)? do + N {1 (rot D)2 dQ. | €.2)
Q

1.EMME 2.1, Dans U'espace W 2% (£2) les normes définies par (2.1, (2.2) sont

_équivalenies.

Demonsiration. On verifie aisément que pour deux vecteurs arbitraires qui
s’annulent au bord de S les relations suivantes sont satisfaites

"Srot rot7. 7 dQ = g rotu.rotTdQ, (2.3)
Q Q ' '
— | grad divew 4o = {dive divodo. S (2.4)

Soit K, = Max (M,N). On a:
LY Y =M (divada + NS (rot W2 dQ

o
<K, {S (divay? do +§ qot B2 do
o) o

f

K, 1 S (—grad divu 4 rot rot u), udQ=
N :

[I

- — 3 2
KIS O uu do =K]S _Z v, I 42

_ 12wl oo

= KI fall W 2.0( >

De la méme maniére on a:
Fupg >kl r2W’ @,

ol 'K2 = Min (M. N). Le lemme est demontre.
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Soit H, () I'espace des fonctions de carré sommiible sur Q et soit H; (€2

'espace de Sobolev muni de la norme:

T2

2 2 0, o @25)
() ={ (grad T) dQ-}-S IT? d2 o (2.5),

O
SoitH1 S0 )le sous-espace de H ; (Q) formé par les éléments qui s’annulent
2. 7, 7
an bord de 5. °

Alors les équations (1.9) — (1.12) dans les espaces Ly (Q), Ly(@) Ho(@)
peuvent s’écrire sous la forme: :

t;!tf i A;v - H By w + R By T, | (2.6)
dis — o
J_-E{-=—A2 w+H321u-3322w, | (2.7)

dT ‘ X . R - iy 3 A . . - .
._1 — —
= PTTA TP 1By, v. (2.8):

Dans [4, 5, 6, 7] on a montré que les ‘opérateurs 4,, A é‘ont éutoédnju—

gues, définis positifs sar L2 0 (Q) et H (.Q) Leurs operateurs mverses ‘appar-

tiepnent a la classe des operateurs compacts dp avee p> 32 et

D (4, 2) = O (), D(A; ’z) = W2 o (&) .
LEMME 2.2. L'opérateur A, est autocon Jugueé, defmz positif sur L (Qi et
(A 2 %) = W2 0 (£2). Son o pcmteur inverse esl com pack ei appartt ent d la Clﬂsfie des

opérateurs com pacts S, avec p>>3/2, |

Démonsiration. Soient  ,, W,€ D(A,). Les ¢léments w,, satisfont aus
conditions aux limites, On a:

(Ag Wy, Wy) = S {— M grad div w;. Wy 1 N rot rot wy. wg} dQ =
O

= I%M div ;. div®, + N rot w, rot@} dQ =
Q

= (W As W) o \, 2.9)
B utilisant (2.2) et en posant D, = Wy = w ona: e
(Agiw, W) = S( div )’ 0 + NS(rot w) dn==
—_— 2
T B T w), S @10)



P'ar suite en tenant compte de I'immersion dense de Wi 0 () dans Lz (2)]
on a , _ o _
(4. B) > K10 I, (), o K> 0. @.11)

Les expressions (2.9) — (2.11) montrent que I’epératenur 4, est antoconjugué,
défini positif et D(A;/ H=W ;_0 (R). Son opérateur inverse AZ‘I est alors borné.

De plus, & l'aide de (2.10) on peut réduire le probléme de valeurs propres

-1 —

Ay = A w au probléme d’extrémum de la fonctiorelle [8]:
o “5“ ng(Q.)

F(w) = =5 7
: “ w ” W, O(Q.)

. . . —f
dans la classe des fcnctions W ; o (). Alors I'opérateur inverse A, est com-
. 3
pact et appartient 4 la classe des opérateurs compacis %, ot p > 3/2. Le lemme
est donc démontré.

Rappelons que les opérateurs B ,, B, appliquent LZ(Q), 11'2 () dans
32.0 (), les opératenrs B21 , 822 appliguent L2.0 (), L2 () dans L2(Q), I’opé-
rateur B, applique Eg.o(‘g) dans £, (), ol :

By,w = iot w; B

9 13T=T.T;Bﬂv=rotv;

By, w=2w; By v=".70, (2.12)

3. THLOREME D'EXISTENCE ET D'UNICITE DE SOLUTION SPECTRE DU PROBLEME

On considére _Ié systéme (2.6) — (2.8) comme une équation dans l’espace
Ly () X Ly(@) X Hy(Q):

¥ o _ Ax+BY, G.1)
at
ou !
(A, 0 0
— 0 4 . '
A=0J1A2 X-—:(E 3.2)
0 0 pia, r) S
o 0 HB,  RBgy
— |51 gy '
B=|J"1 HBy JHBy, 0 |
Pl B,, 0 o

LEMME 3.1 L'opérateur B est dépendant de I'opérateur A au sens de S.G. Krein[9].
Démonsiraiion, Par suite de (3.2) on peul écrire
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(BX, BX)=(H By,w + RBT, H BnE-}- R By, T) +

T}-J“Z(HB v+ HB, E,’H By, v +H B,, @) +

+ (P78, %, PTIB D) <

< H?| B, - R 45, T|12+2HR 1By, W h-1 BT

+J72H2 || By, v v B2+ JRHA BQQ w [ 2+

4+ 22H? | BT .| Byyw I+ P72 By, 712

< 2 | Bjw || 2+ 2R? || Byl 12+ 2020 2| By v 124

4+ 2H2T 2| By, w || 24 P72 By v | % T (8.3)

En tenantcompte de (2.12) on a:

2 B, w|? = H S-(rot 2)2d <K, | w Hf";a (Q) =
9] v
= K (4,w, w) < K, ||4, ol Q) I ‘”'ILZ(Q)' (3.4)

R? | B, TIR< K5 ITIP< Kg (14,7 g, (2) I T”m,(Q), (3.5)

272 =12« gRJ2 2
H2I2 | Byo 12 < BT é(roi 7 do<Kk |]v||W1 @ <

< K, E (v, v) = Kz (449, v) <
| <Kgl Aoy coy 1007 oy (36)
Hﬁ;—z;;sﬂﬁilﬁ < 272 B < Ky I A, W) L (9) ”_”’”-L2 @y (3.7)
PN By VIR Ky 1 0 Ky 141005 iy - IV o), 3.8)

A raide des estimations {3.4) — (3.8) on peut maintenant éerire l'inégalité
(3.3) sous la forme :
1BX P < KH;HA Tl . ITh AWl T4, T u?n%«a

Ky J1 4,7 I+ Ay A I ATH AN+ b 1+1TH{ <

2

~.<.3Kﬂ) 14, o [P+ 1Ay wiP+ 14T ~f”2 gu v )24 i @l +.i1‘|12f
= 3K, 1AX | . 1X4, 3.9
dol: 1 BX | = V3K, 14X g X1

Ceite relation montre quz l’operateur B est 'bien dépendant de
opérateur A. ‘ o :
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Nolons que dans le calcul précédent on a employé Iinégalite :
(a+b+c)* <3 (a* + b? 4 ¢2)
qui s’obtient aisément & partir de I'inégalité ;
a? - b? > 2ab,

Les opératenrs 4., 4,, A, sont autoconjugués, définis positifs respective-
ment sur L, (), L, (Q). H,(Q2). Alors l'opérateur 4 est autoconjugué, défini
positif sur lespace

Loo(@) X Ly (9) X H, ().
En utilisant le lemme (3.1) et en appliquant lesrésultats de [9] o obtient lc

thioréme guivant:

THEOREME 3.1, L’équation (3.1) est une équation parabolique abstreile dont le
probléme de Cauchy est correct uniformément et admet une solution unigue. Son
semigrotipe de solutions est analylique dans le secieur contenant axve positif,

Pour étudier les perturbations on cherche les solutions de I’équation (3.1)
sous la forme:

X@, y, 2, ) =e M X, (T, 4, ). _ (8.10)
On arrive ainsi au probléme de valeurs propres
;\Xl = ,AXI —_— BXI. (3.11)

THEOREME 3.2, Le specire du probieme (3.11) est discret. Tous les points du
specire, sauf, peut élre, un nombre fint de points, sont conlenus dans le secteur
—es<JargA<e,w ~¢ <L arg A< n + . Le systéme des vecleurs propres
de ce probléme est complet dans l'espace :

Wi () X Who(2) X Ho(9).

Démonstration. Les opératears .A;, d,, A, sont autoconjugués, définis
positifs, Leurs opérateurs inverses sont compacts et d’ordre fini. Alors, évidem-
ment, les specires de ces opéraleurs sont disereis [10). Par suite, l'opérateur A
est autoconjugué, défini positif, a spectre discret et d’ovdre fini.

I résulie dec (8.2) que

4 1 41
0 HA 'Bj,  RATTE
~1p A1
4-1p HAT1 By, AT B, 0
4—1
A71By, Z 0

En utilisant les estimations (3.4) — (3.8) on peut montrer sans peine qu:

¢ | -1 —1p  A-1 -1 sont I fo T

les opérateurs AI 312, Ai 313, A2 Bn*, 42 322, A3 831 soat bornés, Ii
en est alors de méme de l'opérateur A7 B,
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Lropérateur A7 BATY, étant le produit dun opérateur borné par un
opérateur compact est borné. Donec: '
sjr_A“fBA"-l) <1 ATIB)S; A~y
Lropérateur A—BA-1 est d’ordre fini parce qﬁ-‘il en est ainsi de Popérateur
A=), Lopéiateur A—B satisfait aux conditions du théoreime (10.1) dams [11}. La
démonstration du théoréme est donc schevée, '

4. THEOREME DE CHAI@GEMEfN"I‘ UNIFORME DES PERTURBATIONS

Si on utilise les solutions du type (3.10) le systeme d’équations (2.6) — (2.8)
peut s'écrire sous la forme:

Moy = Ay — HBar — RByTy RN R
K-I?U_.I == AQ,E}_—" HBQIEI + HB-ZQ,&J_]. (42)
7\T1 = P__IA3T1 -_— P"'lBaj_Z]_, (4.3)

oly gy, Wy, T satisfont aux conditions homogénes aux limites.

Parallélemernti, on considére la solution complexe conjugués A%, oy o Tr¥
oit le signe * indique les valeurs complexes conjuguees a Ay D, W The

En multipliant les équations (4.1) — (4.3) respectivement par p¥, wy, TF et
intégrant les produits sur le domaine @ on obtient:

M2 = 1AV 02 —H (Bye1,57) — R(By T, o) CRY
A w12 = LAMRw I * — H(Bowy 0F) + H(Boetdy, W) 4.5)
ATyl = Pt A3 ) 2 — PmH(Baba ™ (4.6)
De la méme maniére on a:

A mllz= 1 AY TP — H(By, 0}, v1) — R(B1, T, 11)s 4.7)
NT |yl 2= ) AYEE | * — H(BabfB1) + HBgaitfiwn). 48)
ATy |2 = PL) AYPT ) — PiBadts 1. | (4.9)

Des relations (4,4) — (4.9) on peut déduire
O — Mo = H(Buwy, ¥1)— H(Bpw; , vy - (4.10)

+ R(BlaTI’ 5:) - R\Blg Tl ’ 51),

J(F — Ml w, || = H(Bgy 04y wi) — HBn v; , W), (411
= DTy P = P By 5, T5) — P~YBy 71, T) 4.12)

— 1, — —_ = _ -
O NIT P =2 1A — BB w5 — HBr v w) o (19
— R(By;Ts> D7) — R{B1; T1s vy), :

_ 1, — -
J(2* +7‘-) fawyl 2_= 24 Aﬁjz w, | 2 — H(Ba vis wi) — (4 1%)

e H(By v1,7) + 4#H | will®
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. 1 . — R —
(A MIT 2= 2P0 AT, )% — PT(By v, T}:) — PYBy, v T) (4.15)

Bemarquons que

Bp B, 3) = § rot B,.5,d2 = {w,. rot oy 40 =
0 (9] '

= [ rot v . w,dQ = (By V5, ;) (4.16)
Q
De la méme maniéré on a:
(B Ty, v7) = (B vy T (4.17)

En additionant (4.10), (4.11) et (4.12) multipliéé par’ RP, ¢t tenant compte

de (4.16), (4.17) on obtient:
¢ =0 {UB 2+ I+ RP [T =0, C(4.18)

De la méme mapiére, en utilisant les relations (4.13), (4.14), (4.15) on a:

F A+ DT Tl ? - RP Ty =
1, — 1}y — 1 — —
=2 4,001 +2 1Ay | 2 — 2R A2T 12 — 2H(By vy, w) —
— 9H(By 1 W3 )+ AH By 1|% =
= - Yo
= 2By U1 Ba1vy") + 29 Ag w2 — 2R Ay 'T1 |2 —
— 92H (32101, wl) —_— QH(Bgll?i 5 wl) + 4H il w1 ” =
= 2(32101 — les B0y — Ilw1 Y+ 21 Az/ wyfl 2 —
R ATy |2+ 2@ — B 02 =
_ _ Yy
9| Bys— HB |2+ 21 Ag Wi 1® — - (4.19)
_OR| AT\ * + 202 - H) [0
Dans Ie cas ou le liquide est chaufie pa1 le dessus (R <C 0) ’expression

(4.19) montre que

- 1 _ .
A4 A= 2Re h = 2] Bywy - Hwi I+ 9H | AJ ", °—

y _ _ _
_aRy Al 2@ — Wm0 | [ {UT B = APITLLS

Il est évident que Re A >0, c'est-a-dire que, toutes les perturbations

us’éteignent | | o L '
Dans.le cas ot le liquide est chauffé par le dessous‘(ﬁ :;0) la relation

(4.18) montre que A ‘est réel, Ce nombre A peat étre positif ou négatif. Les

201



perinrbations peuvent alors s'accroitre ou diminuer d’une facorn monolone.
Cest la le principe du changement uniforme des perturbations. On a la valeur
du nombre A:
. __ 1,!2_ 1[!2 : -
s o WBuoi—Hw, |2+ HIl Ay "'w,[|* — Ril4 T,12+HR - H)liwl?
B0 24 J w2 — RP [Ty ||

[sétat critique correspond & A = 0: En ce moment s’effectue la transition

de 1a zone de stabilité vers la zone d’instabilité.

La valeur critique du nombre de Rayleigh est:-

— _ Y —
[ Buty— Hwy 12+ 4 @ )2 + HZ—H) I w1 }*
= i
14, Tyl ?
Pout A = 0 on peat écrire 1’équation (4.2) sous la forme:
0 = Apwy; — HBy v, -+ HBoglvr.

En multipliant cette cxpression par w; et en intégranl le produit sur le

Rpia (4.20)

domaine { on a:

- — g _- _
H(Byvy, ) = || 4g w2+ 2H W, |l (4.21)

En substituant (4.21) dans (4.20) il vie. t { .:lement:

1
— / _
[ By )| 214, w12 — 2H | wi ]| 2

1
2
4, Tih*?
Les anteurs remercient Dr. Nguyen Van DBiep pour les discussions utiles
concernant les résultats de ce travail.
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