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EXPOSANTS POLAIRES ET RESOLUTION DES SURFACES

LE DUNG TRANG

0. INTRODUCTION

(0.1) Soit (V,0) un germe de surface analytique complexe équidimensionnel,
Supposons que 0 € V soit une singularité isolée de (S, 0).
Soit f: (V, 0) - (C, 0) un germe de fonction analylique complexe sur
v, 0):
feOy,

oty 05,’ o &st ’anneau local de (V,0).

On notera V C U - CN un représentant de (V, 0) que nous supposerons
fermé dans I"ouvert U/ de CN et défini par les équations f1 .= fk=0’ ou
f est défini sur U et esi analytique complexe. En particulier on a:

OV’OESOCN,O/(]CI’ ase 3 fk)

k

ot (f1 e s fk ) est I'idéal de OCN Oengendré par les germes en 0 de f]_, o f

On supposera que le germe f a un représentant, encore noté f, défini sur
U NV et que V, ainsi que le sous-espace analytique de U A V défiai par f =0,
sont non singuliers en dehors de 0.

On sait que (comparer a [M] corollary 2. 9 et theorem 2.10):

(0.2) LEMME. Il exisle g, > 0, lel que, pour tout z, 0 <Te < g, , la sphére S _

de CN centrée en 0 el de ragon z, coupe V transversalement et, pour touf e,
0 <<e<x e, les puires de variétés différentiables (S, , S, n V) sont difféo-

morphes.
Nous noterons X, =8, A V et nous appellerons le type topologique de
la paire (-S , K. ) le nceud algébrique défini par (V, 0).
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Reprenant la remarque de Waldkausen que la variété différentiable K est

une variéié de dimension 3 qui est union disjointe de fibrés de Seifert et de
teres (i. e. K est ume variété de Waldhausen), W. Neumann démontre le

théoréme suivant (cf. [N]):

(0.3) THEOREME. La topologie d’une bonne résolution minimale de (V, 0) est
déterminée par le type d*homéomer phisme orienté de K,

(0.4) Dans cette communication nous donnons une descnptlon de la topologie

de la variété de dimension 3 4 bord M ~K — ~1(h ),
2, 1 1

B‘ﬂ est le disque ouvert de C centré en 0 de rayon 1, ¢ > 1 > 0.

Comme seule cette variété va nous intéresser et que nous nous limiterons

au cas o M. q est connexe, nous supposerons désormais que (V, 0) est le
=

germe d’une surface normale.

oite > > >0et

Dans le cas out (V, 0) = (C? 0), i. e. V est non singulier en 0, ces résul-

tats sont ceux que F. Michel, G Weber et moi-méme avons déja obtenus dans
[LMW] (voir l'annonce dans [L4]).

{. COURBES POLAIRES ET DIRIMANTS

Dans ce paragraphe nous roppelons la définition de la courbe polaire
relative de f en 0 (cf, [L1], [L3], {T2] et [HMS] §4).

(1.1) LEMME. Il existe un ouveri conigue dense Q dans [’espace des formes linéaires
non nulles de c¥ il que, pour tout ¢ € Q, le germe (I, 0) en 0 de la fermeture dans
V du lieu critiquede ®: V — { f = 0} — C® défini par d(z) = (e z), f(z)) est,
soit foujours @, soit un germe de courbe réduite tel que:

| i) la maltiplicité de (T,0) est un invarian! analytique de fe Oy.0°

ii) la restriction de @ a (I',0) est un mor p]usme biméromorphe de(,0) sur son
image (A 0) H

iii) le type topelogique de (A0) ( cf (0.2)) est un invariant analytique de
f ey

(1.2) DEFINITION. Nous appellerons un germe de courbe (I',0) défini comme
dans

(1.1) la courbe potaire relative de f (définie par ¢) el (A0) le dirimant relatif
de f (défini par e).

Il y a une autre facon d’introduire la courbe polaire relative de f (cf. [L2],
voir aussi [T2] [HIMS] §4).

On peut supposer que la restriction de fa V —f I () n’a pas de point
critique si U est assez petit (cf. [M] Corollary 2.8 dans le cas algébrique).
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Constdérons T}r: V — f_I(O)—>PN“1 — l'application cnalytique qui, 4 re

V — f~1 (0) fait correspondre la droite tangente T. (F7F (f(z)) (yuand f n'est
pas consiante), '

(1.3) Le graphe de ¥ est un sous-espace de V X PN~ gui se projette sur
V — f7¥(0) et lui est isomorphe par cette projection, Notons Nf (V) Ia ferme-
tare de ce graphe dans V X PN~I Les projections sur V etP¥~! induisent

o, - N—1
V-f‘ Nf(V)—)-Vetfyf. tf(V)—:-P .

On appellera v f la transformation de Nash relative de f.
(1.4) TBEOREME. Il eriste un ouver! de Zariski dense Qy PN71telque, pour
~—1
tout L € Q, le germe de Ve ('yf (L)) en 0 soil une courbe polaire relalive de f.

(1.5) Remarquons gue si f est définie par une forme linéaire assez générale

de CN | la courbe polaire relative de f est la courbe polaire de V en 0 (cf,
[LTD.

2. FILTRATION POLAIRE DE LA MONODROMIE

Draprés [L2] (Theorem 1.1) (voir aussi [LT} théoréme (2.3.1)) nous avons:
(2.1) THEOREME. Il existe ey > 0, lel que, pour toul ¢, 0 < & < es, il existe Mo s
tel que, pour tout v, 0 << <", lapplication:

! . —1
P Be 0 F1(3D,) — oD,

induite par f, soil une fibralion C* localement triviale, De plus il existe un ouvert
semi-analytique E de R?qui contient [0.6,(X{0} dans son adhérence tel que, pour
tout (g, ) € E, les fibrations ¢, 7 Sont isomorphies.

Chojsissons alors e € @ comme dans (1.1), On supposera pour simpliﬁ'ér
que e est la premiére coordonaée X, -de c¢N  Alorsona:
(2.2) THEOREME. Il existe e, > 0 lel que, pour tout =, 0 <exey, il existe r >0,
tel que, pour fout r, 0 <r <r,, il exisie un disque fermé D(r) ceniré en 0 dans
C tel que l'applicalion

Pe,rt (DY X BN N 7LD, ) — oD,
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induile par F soil une fibration C= localement triviale isomorphe & Pe,y, QVCC
(e,m) €E. '

Comme dans (2.1) on peut montrer I'existence d'un ouvert semi-analytique

E;de R* qui contient [0, ¢,[ x{0} dans son adhérence tel que, pour tout
{e,1) eE1 et (s, ) € E, les fibrations . et o, 7 sont isomorphes.

La différence entre les deux s.tuations est ¢ avoir remplacé B, par le pro-
duit D (r) X BS_I du disque D () par la boule fermée de { 0} % c¥ e ray-
on ¢ centrée en 0. '

Appelons I' la fermeture dans V du lien critique de la restriction de

O=(z,, H2V —f (@) et A =0

Si 'ouvert U/ est assez petit, les germes (I, 0) et (4, 0) sont Ia courbe polaire
relative de f et le dirimant relatif de f définis par XI'

(2.3) Les s branches analytiques Ay..., A de A en Oont des développement,

de Puiseuxen 0:

e
X =2 V0T Q= s

k>>1
ol A est la coordonnée de C® — des valeurs de f.
. . (i
Soit : e, = inf {e, ae’) + 0}

e,

(2.4) DEFINITION. On appellera Pensemble des { _L} les exposants polaires de f en
m

0 (comparer a [T] (1.5) théoréme 2).

Daos [L3] nous filtrons les fibres de 1, = par des sous-ensembles indexés

par la famille des exposants polaires de f en 0.
Précisément supposons:

e e
1 ]
- ) g > ——
m m
sth
_ 4 € —
Pl'— _— = e
m m
[ —v—"eg £ — ..__es .
g m m

Atnsi {p; yees pg} est ensemble des exposants polaires distincts de f en 03

pl>...>pg
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On définit ‘41 el B[. te's que;

, e. ,
2.5 0 <4, <int {127 |, ¢, ~_-} Sup{|a”’ bo= 2} <8,

] i

7
Soit Iy, =4zeC, ] < B r i‘:}.
On définit;

F,=0"1(D, X {r})

(2.6) DEFINITION. La fillration F; C ... C Fg de 1p€":lr ({r}) = F est une filira-
tion polaire de F.
Dans [L. 3] on a implicitement :
(2.7) THEOREME. a) L’espace Fq est dif fésmorphe & F ef la classe de dif féemor-

phisme du g-uple (F 4‘({) es! un invariant analgiique de f en 0.

1 yoaay
b) De plus il exisic un dif féomorphisme de F qui réalise la monodromie de
Wy, . et qui laisse invariant (F, ..., Fg)-

3. DECOMPOSITION DE WALDHAUSEN

Dans ce paragraphe nous allons montrer. que la variété Ms’ n de (D.4) est une

union disjointe de fibrés de Seifert et de tores incompressibles, i e. & une
décomposition de Waldhausen.

La partie b) du théoréme (2.7) a un énoncé plus précis. Remarquons tout
d'abord (comparer a [ M] theorem 4.8):

(3.1) LEMME. Si 1>>>> e>1>0, Papplication 8, : M, — 87 définie par:
(D =F@ /1 f(D]

est une fibration C localement triviale isomorphe o Ve, ((z.r) & Ez et a
Pe,m ((zsm) € E).
™~
En fait il exisie un ouvert semi-.analytique non vide Ea de R? tel que, pour

tout (z,m) € £ » le lemme (3.1} est vrai. D autre part le lemme (3.1) montre que
&1 1'espace total Es’r de la fibration 4,

: -1 -1 :

E, =@ x B Hnf ! @)

. g

a une décomposition de Waldhausen, il en est de méme pour M . Nous allons

montrer que cetie décomposition provieat de laclion d'une monodromie
- géomélrique sur la filtration polaire de ( .6),
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Précisément on a:
{(3.2) THEOREME. Pour lout (e, r) e »EI , il existe un champ de vecteurs v sur les~
pace total de la fibmtion ‘Ps,; dont l’intégrali.on donne une monodromie géemétri-
que de b, - qui laisse invariant une filtralion polaire (]"1 yoers Fg) ef qui, par inté-
gration, doane une filtration (Mg ..., .Mg) de . De plus My, M" - M,y
(2 < i < g) ont une décomposition de Waldhausen. -
'Nous allons examiner plus en détail la décomposition de Waldhausen de
My, M, — M,_,2<Ii< 9.
Comme dans [LMW] (voir [L4] § (3.4)), on remarque: '
M =071 (D, ()
— a1
Mi — ‘Mi-—i =@ (8[ (I'))

ﬁvec:

, g (n =0 XD,
@i = {re € 47 <IZI< B} =2l

Soient T I des voisinages tubulaires convenables de

' . ; 'eJ' ) . s -.'-7~::‘_4 R T T I - )
(%= a(;; A m }.[) D(r):x. 8D dans D(r) X 3D _. En fait Si% = p,;» le voisi-

~—

nage tubulaire Tj est un sous-ensemble de C, X 8D _(sii > 2
(sii=1). ' ' -
(3.3) Le champ de vecteurs de (3.2) peut étre comnsiruit de telle sorte

ou de-Di X aDr

que son intégration laisse les d)"‘i(T j) —invériaﬁts et de plus o1 (Tj)a une dé-
composition de Waldhausen. _

(3.4) La décomposition précédente de Ee,,— n’est certainement pas minimale
au sens de Jaco — Schalen — Johansson (voir le théoréme (3.4.5) de [L4]).
Quand (V, 0) = (_CZ »-0), les espaces o1 (T j) sont des unions de tores pleins
(voir [LMW]).

Dans ce cas de surfaces normales, certaines composantes connexes de £, ou
Ei“ﬁi—*i (2 < < g) peuvent étre.des tores épaissis (des variétés a bord
isomerphes au produit d'un anneaa par un cercle dontle bord sont des tores
parali¢les) ou dans le cas spécifique de E1 des tores pleins. C’est pourquoi en
général la décomposition proposée n’est pas minimale, mais on peut a partir
d’elle obtenir une décomposition minimale (voir [LMW] par exemple).
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4. EXPOSANTS POLAIRES ET RESOLUTION

On sait (cf. [N] §8 par exemple) que (V, 0; a une bonne résolution
minimale:
TV —sV _
dans laquelle V est une surfacz non singu*liére = est un morphisme analytique

propre qui induit un isomorphisme de vV — n-}0) sur V — {0} et x~1(0) est
un diviseur a croisements normaux,

Mais dans ce cas le diviseur div (fyr) défint par la fonction fyr de V nlest
pas nécessairement a croisements normaux. Considérons alors =:V,— V
définis par une suife finie minimale d’éclatements de poiats tel que div (fymeny)
soit un diviseur a croisements normaux dans V. On a alorss

(mom) 1 (0) = 2 m, C
_ i€t
oa les C; sont .les composantes de | n='(0) | et m; la multiplicité de C,. Dans

ce cas:
div (fungnl)—_z d,C +Z C’

kEK
dlv (X 07:01:1) = Z In C + Z L,
i€l jer J

oll les C;{ (k¢ K) sont les branches de la transformée stricte de f~40) et les

L;, (j € J) sont les branches de la transformée stricte de {X; =0} N V.

(4.1.) DEPFINITION. Ont appelle composanies de rupiure topologique de (wym, )~ (0)
les composantes C; (i € R) qui satisfont I'une des conditions suivantes:

i} le genre g(C;) est au moins 1;
iy g( C'i )=0¢ef C[. est intersecté par au moins irois courbes parmi les

C (eel — {ip c; (k¢ K).

On a alors le théoréme suivant:
m
(4.2) THEOREME. L'ensemble des quolients -d—i correspondants aux composantes de
i
ruplure lopologique G, (i € R} est un sous-ensemble des quotients polairesde f en 0.

5. QUELQUES PROBLEMES

A linstar de [L3] ou [T1] on peunt définir les quotients polaires d'un germe
de fonction analytigue complexe f : (X, 0) — (C, 0) défini sur un germe d’espace
analytique réduit quelconque.

133



(5.1) Dans le cas ot (X,0)= (C",0) et f anune singularité isolée en 0. Doaner
une définition des composantes de rupture topologique d’'une résolution des
singularités de f:

b AR (C”, 0)
ol div (fw) est un diviseur 4 croisements normaux de Z. Cetie définiiion doit
étre assez raisonnable pour obtenir (4.2).

{3.2) Dans le cas on (X, 0) = ((;2, 0), il 0’y a pas coincidence entre l'ensemble
des quotienls (T) € R aux composantes de rupture topologique et I'ensemble
: 1
i

des quotients polaires dans le cas ol la courbe f~1(0) n’a que deux tangentes
distinctes dans son cdne tangent. Un moyen d'éviler ce cas exceptionnel serait
dans ce cas de modifier le ii} de la définition {4.1) par:

iy g(C,) = 0et C, est intersecté pur au moins irois courbes parmi les
CJ!: (ke [ — {i})a C;\. (11‘ e K} et L} (je

Donner une justification géoméirique de ce fait quand (X, 0y =(C?, 0).
Dans le cas général oi (X, 0) est unc surface normalé peut-on déterminer,

comme dans le cas (X, 0) = (C%, 0), les composantes manquantes parmi les
C, pour obtenir tous les quotients polaires de f en 0?2

(5.3) Que se passe-t-il en général?
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