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SUR LA STRUCTURE DES C*-ALGEBRES D'UNE CLASSE
DE GROUPES DE LIE RESOLUBLES DE DIMENSION 3

HO HUU VIET

" §1. INTRODUCTION ET ENONCE DES RESULTATS PRINCIPAUX

Soient §, ,(—a), « réel positif, les algébres de Lie de base {T, X, Y} tels
que [T, X] = X, [T, ¥] = —a ¥, [¥, Y]= 0. Soient G, ,(—«) les groupes de
Lie connexes simplement connexes correspondants.” -

Glest 1a famille unique des groupes de Lie réels résolubles de dimension 3
dontla C*-algébre ne peut pas encore étre décrite a 'aide des K-foncteurs Ext
{voit [7] § 5) En eifét, on ne peut pas afiliser la méthode considérée dans [3],
[7], (6], [9], en présentant C*(G, ,{-—z)) comme une -extension des C* -algé-

bresde type C,(X) ® .

3 2~

Nous cherchons dans cet article a la décrire comme une extension graduelle
qu1 se compose de deux extensions de ¥ - algébres de ce type. Ensuite nous et
calculons les invariants correspondant a ces extensions dans les groupes de
Kasparov. -

I est facile de vérifier que toutes les C*- algébres [ (G .9 (-——oc)) sont iso-
morphes entre elles. Il suffit alors de considérer le cas GS P (—1)

Les résultats prlnclpaux sont lés suivants:

THEOREME 1. La C*-algébre C*(G, o(—1)) peut éire présentée sous _ld forme

de extension graduelle suivanie ‘ ‘
() 0> Co (R* U R®) @ K — C* (G 5 (—1)) ~ A* > 0,
(v 0> C*@ K — A — CyR) - O
THEOREME 2. Les extensions Y, el “( 'correspondent aux éléments notés par les
mémes letires 1, et 1,dans les groupes de Kasparou
T, e Ext (AL, C, (R* |J R*)) = Hom (78 , Z#),
Yy € Ext (C,(R), C*) = Hom (Z, Z*)
qui sont injectifs et l'image de chaque ¥, admet un sous-groupe supplémentaire

libre.
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§ 2. DEMONSTRATIONS DES THEOREMES
On peut vérifier que G3 , (=1 est de la forme -

3’2( ) = {(t, = y) t x, y € R}
ot le produit esl donné par la formule
(Lbx, g)(t, o, g) =0+t ,xtelz, g+e i)
2.1. LEMME. A équivalence prés, chaque représentation unitaire irréductible de
G 3 2( —1) est une des représentations deux-i-deuxr nonéquivalenies suivantes:.
* . . .

" a) Représenlations de dimension 1 U, paz'amétrizéze's" par e eR

Uuthz, y) = e’ : .
b) Représentations de dimension mfmze S+, T dans lespace hilbertien

H=L (R ds)
' (s (t x, y)f)(s)—exp (% ze‘Sy) f(sff)

(T4 (L, @ g)f)(S)— exp (+ ie :C)f(s* ).

c) Representatzons de di mension infinieT BeR. P ;é 0, paramefnzees donc

Bi
par quatre demi- dro:tes dans [’ espace hilbertien H L. 5( 5 ds)

Ty (1 =, y)F)(s) = exp (ipe™>y + et z)f(s 1),
Celemme est bien connu: il peut étre prouvé en uvtilisant I'induction de Mackey
du sous-groupe {(i, «, 0); {, x ¢ R} ou du sous-groupe {(1, 0, y); £, y € R}.
2.2. LEMME. Le spectre X de C*(Gg 2(——1)) idenlifié avec le dual de G 2( —1)

peut étre presenie sous la forme d'une réunion N = X U X U X
= { TB"' . BeR, B 0} est ouvert, partout dense dans X et homeomorphe d
R* U R* . : - i
.Xg—- -{'Il"i , Sy} est ouueﬂ d: .,crei pm tont dense dans A\X,,
={lU,, a € R} est fermé dans X et homeomorphe aR.
La démonstration est déduite des propriétés; des, 1epresentat10ns induites

d'un sous-groupe invariant (vou [5)).

2.3, LEMME. Soit I = [ Ker = ef soil F [application de I dans
nE )i V] X

Map (R* Vv R* B(H)) defmte par ia formule ;
- Fp) (B 4) = TB (@) 9 €1, 3+€R VR
Alors I est liminaire et F est un isomorphisme de C*-algébres
I=C (B VR K)=C, (R*uR*)®%

Démonsiration.
1.1 est un idéal bilatére fermé d’une C*-aldebre posthmma re, donc esl I post-

liminaire. De pius, T= Al est homéomorphe a4 R* v "R* (Lemme 2.2), alors

d’aprés ({2}, 4.7.15) I est liminaire.

2. Comme l'algébre des fonctions A support compact est .dense dans.
c* (63 5 (— 1)), il suffit de démontrer Ia continuité de I(¢) pour ¢ & support
compact. ' - )
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On considére . : o
I E () () — PP T, = sup |l Fio)py) — F@® NF =
@) Gp) — F@E DI = (Fio¥By @) NT 0 L

= sup || (Ty, () — Ty (ONF I s
ifi< Pt R

— T, W2 — : Ny 2
B (T, (@) —Tg, (@) 1“1y Y (Tg, @) —Tg, @)1 7ds=
. R‘ = LN

— S ‘ SSS (eiﬁe"sgi‘iesxcp(t, z, y)__eip,’g“sy ¥ 15z o, =, ) f (49 dl‘dmddeS

R supp ¢ | -
= glg?my(t_, £ 63, Be—S)—p ., (b £ &5 §e5) F(t + s) difrds

R proj; (supp ¢) | | |
oﬁ/(;)‘my est la transformée de Fourier de ¢ relativement aux variables x,y;
proj; (supp ¢) est la projection de Supp ¢ sur R, . '

- lest Bien connu que/cp?x v est continue_'ét_ tend vers zéro a Iinfini. Donc,
d'aprés la propriélé de la convergence uniforme sur compacts, on peut, pour
chaque ¢ > O, choisir N assez grand pour qu’on ait pour tout ¢ € proj, {supp )
etsER, 5| >N - ‘
o e, 6t e <
. lcp xy' (f, * €8, ﬁ'e—5)| < e. o

D’autre part, pour tout { € proj, (supp ) et —N <s< N, 1l existe d > 0 tel
que pour B 4 — By [<< & on ait _ _ |
™, -~ ,
| I(P-"xy (b 65 BeS) - g (L % 65, pe S)l <.
Alors pour [ By — Py < dona

. L N

1@y, @ —Tp, @71 ={1.F @+ {1 ] as<

C sl >N -N ,

N

<25S S]f(f+s)|2dtds_+sg : g|f(t+s)19dtds.<;

V\s|>N proj; (supp (@) —N  proj; (supp ¢}

de
<3s§ yfmﬁds=3cwfn%
proJ; (supp @) e
| ot C = [di

proj, (supp @)
Donec || T,B+ () — TB’+ (9) || » 0 lorsque | 8. — BL | — 0.
3. A cause de ([2], 3. 3.7), F(¢) (B4) end vers zéro a I'infini de R’ v R'.
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4, Comme Test partout dense dans le specire de C"’(‘GS'2 (—1)), Fest injective,
De plus, d’aprés {{2], 10. 5. 3 et 4.2. 5 F) = Cy{R* v R*, L)
Donc I = C, (R*v B", %) =C; R'V R).® % '

2. 4. Démonstration du Théoréme 1.

On désigne 4" = C*(G, (—D)L

D’aprés le lemme précédent on a I'extension

() 0> CyR™V R) @ K — C(Gy A1) _>_4 - 0.

Soit J I'idéal bilatére fermé de A’ défini par la formule / = ~  Ker U..
. e R

Alors 7= {S¢, T } estdiscrel et done, J = c# @9{. D’aulre part,.
(YD) ={U. «€R} =R, donc A'jJ = C ().
On obtient ainsi I’'extension . _
(v2) 0ot E—~AT > Gy (B) 0.

9. 5. Démonsiration du Théoréme 2.
1. Pour calculer v, , considérons I’extension associde a (¥)

_ 0~ C4®%¢A1+—»C(S])—>O.
Suivant la techniqne ‘employée dans [5] ou [7], on considére la fonction

ht=1-—2h, (a:)hz(g)x[o’ w)(t)e_t _telle que

h (+")'_S _lea:h(a:)d:v_'x[o m)(u-s

Fyxe ) —-S S (y) dy =¥, o (s

On a
U (h+)= S e:at Ir"(t, x, )didtdy'" E
- 2 a1
=1 _ fer = =1 =
=1-—-2 [ exp((ie ,_1)t)d,t e —1 fe —1°

0
Alors la fonction A% determmee par ht(e) = U, (h*) est un generateur de
(R U {0}) == nt(S1) =~ Z, donc de K—X(S! )= Z. Draprés ([4], 4.14) ona
Ext (G, (®), Ct) =~ Hom, (K 1(shy, &, (C”!)) = Hom (Z Z4),



Done on peu: calculer y,(At) par-la formule . :

Yo (ht) = (lqd&,\ S.(a*), Index S_(it), Index T.(h+), Index T_(h*))
D’aprés la définition ' '

Indexsi(h*"):dim Ker S, (h*) - dim Ker S,(h*)*,

Compte tenu la définition de h* on a

f e Ker Sy () & F(s) = 2y o1 () ge“‘ fls + Ddt e
=

_%%f(s)= 2{ & "Taryar, s >0
¢

f(s)=0 s5<<0
(m)gf.(s)e_s:.? Sewa(T)dT,S:}-O
fe=0 ¢ ' s<0
) L e )= — 2 ©e " s >0
<) ds : S
§ fés) =0 s<<0 A
(,,3]‘(3):06_3, s>0 o
f(s):(}, §< 0.

Donc dim Ker 5. (hv)=1..
D'autre part, on a

 feRer S (27) & f(s) #T ,e__:if (s 1) %g,00] (s-—:t)' dt
;

0 : s -
ﬁf (S)-T-"-?S l.T t ]C(T) AT &> ]c(s) es = 2 S eT f(lr) dT
d s N ”,c s . 8 . o
o (f (5)¢°) =2[(9)e’ & fisy=Ce = f5)=0.
Donc Ker S:l: (h=)*=0 d’on In@ex S.i (&Hy = L.
D'une maniére tout-a-fait analogue, on a In‘ex Ty (h*) =—1.
9. Considérons la suite exacte cyelique de K-groupes associée a (yz)
& 4
0—>‘K-1;_A1_) - Z— A KD-(AI) - 0,
Dans ce cas d,= ¥, est injectif donc K, (AY) = 0, K (Al)=Z3,
Drauire part, d’apres ({1], V, Corol.7) Ko (C*(GS 2(_1))) = 0’.
"F{L(C*(G%,g(_l») = 7, alors la suile exacte cycligue de K-groupes associde A
(yl) est de la forme
C 0-—>ZB—3Z4——>Z1"7’0. .
Dans ce cas Pinvariant vy, est jusiement 60 .1l est donc injectif et P’image

Y1 (Z3) admel un sous-groupe supplémcentaire libre.



Remarque. L’idée de décrire les C*-algébres en utilisant des extensions
graduelles a été proposée dans [4] mais ia méthode de consiruciion des exten-
sions graduelles employée dans 1’article mentioné n’est pas efficace pour le cas

- de C*(GS,Z(H- 1)). L’auteur remercie M. Do Ngoc Diep pour ses utiles conseils,
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