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CLASSIFICATION DES DEPLOIEMENTS DE GERMES DE
SYSTEMES MICRODIFFERENTIELS HOLONOMES DE
MULTIPLICITE 2

NGUYEN TIEN DAJ

§1. INTRODUCTION

SoitM  un germe de systéme microdifférentiel holonome 4 une variable
de maultiplicité 2, défini an voisinage du point (o, df) & T* C. Il cst bien connuy
que par un choix de générateurs convenables (voir[2]), on peut présenter if , Sous
la forme:

] - —7 '
Mo:tu, = (4, + 4,0~ )u (1.1)

ot AO, Ai sont des matrices constanies d’ordre 2 et Ai est une matrice de Ia

forme de Jordan.

Rappelons la notion de déploiement du systéme M (au sens de (1] ou [2]).

Soit @ l'anneau des germes des opérateurs microdifférentiels dordre fini

+ verticaux sur-C%x C, c’est ~a — dire

P={P(xtD )00 teC o= (L T )€ G},
On-définit .
R=P(D, 0 D).

~ On-ditqu'un R — module, holonome M est non caractéristique (pour la projec-

tion =:.C®*X C — C™"), si sk variété caractéristique ne contient aucun coveteur
horiontal mon nul. '
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DEFINITION 1. On dit que M est un déploiement de systéme M de base X == Cn,s[-

M est un R — module holonome ron caraciéristique et st les deua: conditions sui-
pantes sont vérifiées: '

[
ol j: c—=X-XC
t = (o)

et j* est 'image réciproque da’ j.
2) M est libre de rang fini sur ’anneau @ {{D In [D, 1 (cela équivaut a

Pexistence d’une bonne filtration yérifiant la condition de platltude [1])-

On dit qu'un autre d’ éploiement’ M* de base X’ = C™ est image réciprogue
du M par le changement de base ¢: X' — X, il existe un morphisme fibré ¢
an dessus de ¢, i.e. un diagramme cartésien :

: Xrrxc -(*P* XX C
proj ] - proj.
| x 2 x
avec G/ {o}xC égal A Videntité tel que
M =% M

On note alors M* = ¢ (M) en remarquant que M pe dépend que de ¢ 4 un
isomorphisme au dessus de 1. prés.

PEFINITION 2 On dif que le systéme M est stable s'il n radmet que des déplolements
triviaux (c.d. d. des images réct proques du systéme M par une rétraction).

L'objet du présent article est de classifier tous les déploiements stables de
gystéme M, de type (1.1).

Ce travail a été accompli sous la direction de Frédéric Pham & qui I’ expri-
me ma gratitude. Je youdrais aussi remercier J. Briangon, A. Galigo, J.M. Granger
et Ph. Maisonobe pour les discussions pendant mon séjour au Département de
Mathématiques de I'Université de Nice,

r

§ 2. RESULTATS.

Soit M un déploiement de systéme M de ‘pase X = C2. Alors d‘aprés un
zrésultat de Malgrange [2] on peut presente1 M souns la forme réduite suivante:

iu-_l_A (I)+AD ]u,
D D u._Bi(a:)u , i=1myn. .

(2.1}



-

ol Ao(x), B, (x) sont les matrices analytiques de x = (4 s0res x,) d’ordre 2 ct

4, (0) = A . Les conditions d'intégrabilit¢ sont les suivantes :

[d ), B,(@)] =0, i=1 .., n

‘ aA(’) (x) T
——2" =[4,,B, ()] + Bi (),

i
< (B, (2), Bj (@))==0,7 = j _ (2.2)
0B, () _aBJ. () _ . 4 ,
oz, x,
J 1
Remarque 2.1. De 1'éguation (2.2), on tire:
' 34, (@) 5 :
A (
trac 5, = 5z, trac | o (%)

= —trac B, (z).

Alors, si I'on fait le changement de variable :

1 .
P==t— 5~ trac A (),

: 2
on peut supposer que les matrices 4 (), B, (x) ({ = l...,, n) vérifiant
trac A_(x)= trac B, (x) = 0. . (2.3)
I— CasounX = S

Pour simplifier, on considére tout d'abord le casn = 1 (c.ad. X = (). Alors
les équations (2.1)-et (2.2) deviennent respectivement

tw = [4, (@) + 4, D77y

M: . '
Dth_ Wh—p (z)u, vec P @4
et ' .
[4, @), B(z)] = 0 : (2.5)
_ aAgix) — [4,, Bx)] + B(x). ' (2.6)

Daprés (2.3) on peut supposer gque les matrices A0 (x), B(x) sont de la forme ;.

___ (s(x), p(x) , ,
A== g ) @)
bzx), c(x) -
5= (ay o) @8)

olt s(x), p(x), ), b(x), c(x), d(x) sont des fonctions analytiques de .
LEMME 2:2. Il existe une fonction méromorphe kix) lelle que.
B(x) = k(z). 4, (@) k 2.9)
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Démonsiration:
En subsiituant (2.7), (2.8) dans la formule (2.5) on obtient:
’ 0=1[4, () B)]
(pd —qc, 2Asc — bp)),

= \2(¢b — sd), gc — pd

c’est-a-dire
0 = pd — gc = s¢ — pb == gb — sd. (2.10)

Draprés (2.6) B(x) = 0, alors en vertu de (2.10) il existe unefonction méromor-
phe k(x) telle que:

b(x) = k(z) . s(x),

c(x) = k(x) . p), (2.11)

d@®) = k() . q(x). ‘

Donc on a bien {2.9). ’ .

Noions que les conditions (2.5) et (2.9} sont équivalentes.,

Remarque. 2.3 Si k(x) =0, d’aprés (2.9) ona B(x)=0. D’oi1it résulte, en tenant
compte de (2.6) A (x) = 4)(0) = 4, cest-a-dire M = M. Alors m devient
un déploiement trivial de M . Poar trouver tous les déploiements nontriviaux
. de M, on peut supposer que:

k@) = ag(@)™ + ;o™ 4 L, 0,52 0, m e Z.

Remarque 2. 4. a)3i A, = A (0) < 0, la relation (2.9) implique, comme

on le voit facilement, m>> 0, et par le changement de variable
@ = (@) =[(m + 1) h(z)]tm 1, (2.12)
ol

hix) = [k(z)dz, h(0) = 0,
on peul se ramener au cas

ki) = ™, m 2= 0. (2.13)
by Si 4, = 0, on obtient m == —1. En comparant la multiplicité de = dans

les équalions (2.6) et en changeant de variable,

= o'(w) = exp (f k@) da), ~ ' @14 -

00 §e rameéne au cas _
a .
k = —_—, a.
() - a == (2.15)

Dans la suite, pour déterminer les maitrices Ao {x), B(z) (c’est-d-dire le
déploiement M), nous allons résoudre les équations (2.6).en sup.peosant.que Ay ()
et B(r) sont définis par (2.7), (2.8) (ou (2.11)).
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Notons

to=- ()

et

~ » 1
4= (1)
o 1 0 A

ou
e ()
0 A,
avec - 1 < Re (A; — 2,) < 0

" En utilisant les relations (2.11) on déduit de (2.6} que
— dans le cas (2,17);

2@ k). g,

¥ oz
0s(x) _ k(x). [s(x) + q(z)],
o
BPE) _ kx). [pz) — 2 s@)].
il

-~ dans le cas (2.18)
8s () |
ax
3p(x)
)8 dx

BQTS)_ = (1 — s+ A,) k(2) . g().

= k{x) . s(x),

= (L+ 2, —y) k@) . p),

A, Cas ot 4 %0

Nous avons le résultat suivant:

{2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

THEORENME 1. Toul déploiement M (de laforme(2.4))de M .:; est image réciproque
par un changement de base convenable d’un unique déploiement versel MM_ de la

forme suivanie :

"f . u =

M

o » ™ 5o — I, %

- — g a
90 » 0 %

2
por D D-'a [sa-}-qox,po—.?so:z:—qox ]e‘”u

- (’°+q°“’? Po— %% — q°°’2) e + (3 i) D;"]u.

(2.21)
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ou - . DR
A, —A)zy
s p,. et~ Re) =y A, 0 -1
““:[“(0 e ex*(ojxg)Df :

(A, - A, N
9,ev 2 71)‘1 » =8,
S po-e(limkg)m
eCu.

' D D~1H= ° -(?\."—?\. T
£t qo.ez ) ]

M

Der

. (2.22)

1 o

Démonstration :

En vertu de (2.13) I'nypothése A_ <= 0 implique k(z) = ™, m > 0.
— Si AI est de la forme (2.17), nous voyons facilement qﬁe les équations
(2.19) avec les conditions initiales ¢(0) = g, $(0) = S, P(0)= P, admettent les
solations suivantes: ' -

q(z)=g,. exp ( $m+1),
m+1

) _ , xm+1). xm—i-I) ‘
@ =(% *4, e VAR (m-{-l ’

Y m-+1\? m+q
== --2 )(mm — (.._.._._x )). ‘(-x )n
p(=) (po o a1~ % gt P

Donc il suffit de faire le changement de base défini par

p: X - X
T |— &’ = (x)
: m+1
ou “ofT) = IIT.: . 9
- o@) = 1 | (2.23)
Ceci nous donne M = o* (M, ).,-ou M estdela forme - (2.21) -

— Si Ajest de la forme (2.18),. nous trouvons de la méme fagon les solu-

tions des équations (2,20):

' M +1
5(z) = s, . exp ( '

\m 4+ 1

1—h, 42 z.
: 1 2 -1
9(x) = g, . exp (_m_—|——1_ T )
S 144 —2,
P =y -exp (‘—W 2" H)
' "A_l_o_rs par le changement de base (2.23) nous avons le résultat désiré M =

o* (M ol ¢ est défini par(2.23) et M est donné par (2.22)

“

ver)’
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de [4]).

Demon.sirafzon

Remarque 2.5. Le lien singulier de M, . est une courbe lisse de multiplicité 2

définie par I’équation
P, D=det (t .1 — Ao (=)

= 12 (5§+Po qo) e¥

Le point (z, t) = (0,-0) € C? est un point générique de cette courbe.

’

* Ilest bien connu que le systéme M, est irrégulier. seulement dans les deux
£as suivanis;
— Si A, est de'la forme (2.17);

ss—l—po g, =0etg, = 0.
- =~ 8i A, est de la forme (2.18),
. 2 —
So +p, 4, '__.0 et 5o == 0.
Et seulement dans ces cas son déploiement M, . n'est pas & S.R. (au sens

B s'oi‘l A, =0et A, estdela forme (2. 17) .
A1

THEOREME 3. Le systéme M défini parM s la =( 0 A) Dri u (2.24)
[v]
est stable.

i

&mt M un déploiement de M défini par (2.4). Alors, en Vertu de (2.15) les
équations (2.19) ont les solutlons suivantes:

g(r) =38 .z » ¥
$(z) = (§ 4+ & .a.logx). 2 ,
Py =(y— 2B.alogr — §.a? . log? z). 22,
ol B8, y, o sont des constants convenables. Puisque neus considérons seulement
le cas ou les matrices 4y (z).sont analytiques au voisinage de o = 0 € C,il en
résulte que les coefficients de logz, log?x doivent s’annuler, ¢’est-d-dire :

B=8=20,

4y @ = —( § 7))

Il est facile de voir que par le changement de générateurs
u= Pu : (2.25)

par conséquent,
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avee ]
P(x,D)=1— 4 (x) D,

on peut transformer M en un systéme M. Donc le déploiement M est trivial.
C—Casoit Ao =0 el A; est de la forme (2. 18)

Dans ce cas le systéme M, est de la forme suivante:

M, tu, = (3 7?2) Dt-luo, (2.26)

avec — 1 << Re (A, — A2) (2.27)

En utilisant (2.15) les équations (2.20) ont des solutions suwantes. ‘
s(w)=p.2%, - Beg,

p(x)=rv.a =2+ 2) 4 eq, (2.28)

g (x) = §.z(1—*, +1,) s ¢
Pihisque les fonctioms s (), p (x), ¢ (=) définies par (2 28) sont analy
tiques en x =0 & C, on obtient les résultats suivants.
PROPOSITION 26. Si Ay — X, & Q, tout déploiement M de systéme M, est image

réciproque par un changement de base convenable dun unique déploiement
£ (M, A, ) dela forme

L (hp hg) T [ ] G”Z) " (?:’1?2) Dt_i] " (2.29)

Démonstration,
Dans le cas considéré A, — 4, ¢ Q, les seules fonctions analytiques nontsis
viales de (2.28) sont les snivantes:

1)3(1‘):‘1(‘1‘:)“0’ P(x)=T ‘xn’7#03n>1s
ou

2 s(x)=p(x)=0,q(x)=8.2% 8= 0,n> 1,
ou )
3 p(x)=¢q(z)=0,s(z)=p. 2 =0, n>1

Dans les deux premiers cas 1) ou 2) en prenant le changement de géos,
rateurs u = Pv, avec

P(x, Dt)—_'—I-]—(gp(g)) D,



ou

’ o, 0
. P(2.D)=1+(""%)D
t g(z)o/ t
on voit que le déploiement M est trivial. Dans le dernier cas 3) pour obtenir le
résultat désiré M == px (£ (44 A0, il suffit d-utiliser le changement de base

. ¢: X > X

(2.36)
| z > o' = (), |
avec ¢(zx) =p .z, R
Supposons maintenant que
by = Ay = — Q. (2:31)
avec (b, my =1, 0 k< m

En comparant les degrés en » des fonctions analytiquss s(x), p(z), ¢(z)
définies par (2.28) nous avons:

4

. PROPOSITION 2.7. Les seuls déploiements nontriviaue de M, sont les suivants:

.S()zﬂ. nsB¢0,n‘>1s 2.3
2k @32)
et

s(z) = B ("), 8% 0,ngN,

- (2.33)
pla) =y. @™k o s 0, 0),
g@@) = 8. (x")ymk

8 et dans le cas ot m - k est Impair
@ =0 12.34)
PEy=vy. @)k ~:x0neN
gx) = 8.(x)m+k, § = 0
et dans le cas olt m + k est pair
=0 m—k 2.35)
PE)=1+v.(") 2 ,yw0, neN : -
m+k o
] gy =3.@" 2,840,

Remarque 2.8 1) Le déploiement M défini par (2.32) vérifie M= ¢* (2 (IJLJ, Ay ))'
ol @ et L(Ay, A,) sont donnés respectivement par (2.30) ef (2.29),

i



2) Définissons le ﬁéploieme'nt le plus simple dans le cas (2.34) (resp. _{2.35"5} _

par: - |

- 0 am-k A -1

1 0
- t”:["(xm“fo )*(OIA)D’]"'
M@, 2, 001 ) | 2

_1 ) 0 xm—k—f.
D, D n=in. ( el 0 l)u.

c'est-a-dire dans lecas n =1, y = 5 =1

(resp.
m-—k .
. tuy = [ —1  mtk + (0 2 ) D, ]'II. {2.36)
N(dgs hy): «2 0/ 2
‘ , . om—k _
. . —1 m 0 xr 2 .. 1 u,
D by w=—5 | mik_,
x 2 0

c¢'est-a-dire dans le: casn=1,v=38= 1)
Alors le déploiement M de systeme M, défini par (2.34) (resp. {2.35)) est image

réciproque du systéme M (hyy Ay s 0 (resp N(?&I, A,)) par le changement de

base
Qg X=X

T - / cp(af}) R
od  o(x) = (y.0)/2m ah
(resp. o(x) = (v 6)1'/’" . x

et par le changement de générateurs u = Pv

ol : (osakfem O
: ’ T
La preuve est obtenue par un calcul direct.~
- 3) Enfin nous-considérons le deplmemeut M défini par (2.33).

— Si p24 v8 = 0. 11 est facile de montrer que par le changement

de base
p: X —» X

x> 3 = @(x) = (B)ﬂm st

et par le changémeﬁt-de générateurs u = Pv
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on .
’ p :,( bro O kym )
0 P S
le déploiement M est image réciprogue du déploiement P(4,, A,) défini par
m '_k N - - P
w=l{=( = T ) ()P e
(X1, As) — gtk — X '0'77\2 L
T m—1 m --Ic. 1 SRR -
D07t umm(* et Tt )u (2.37)

'—Si??-{—ryf):,eo, L
faisons le changement de base

p: X > X
T — (@) _
avec @(x) =a,z" , o = (g? -|— ¥ )1/2”‘ " et faisons le ‘changement de

générateurs u = Pv, avec

(B*Iaam ' .Y{,)u"‘-) ;81 y +0, 8 0.

¥

P = ( 27 0 k) ,siy =0, 8 =0,
.

0 ,
) , 0N . oL
(o g ) sly= 0,070
AIora le dep!mement M est image rec:proque du deploxement M. (11 'y (]
défini par - -
’ _ * ‘L 0 - L
tn = |— { bz™ (14-b) =™ ")_ (‘1 )D—z]
_ . [ ((l—b)sc-m"'k b -+ 03: ¢ ia,
M(h; Ay, b) _ — bz
D D1u=m. [ ba™* (1+tb)acm k- 1) L. T (238
Ditu=m ((1 b)xm-i-]c 1 b:cm" e, (2.38)

avec b=o7mp,
Avant d’étudier les déploiements M().I, Agi b), be. C définis par (2. 38)

pous allons établir les lemines suivants :

LEMME 2.8 Soit b C, 0+bzzl
Alors on.a

D M(hyy Mgy —b) =g ( M s 2, b)), ol cp est le. changement de base defim par
0t Xoo X | i (2.39)
€ — (p(:L‘).



o () =e.x, e = — 1
Démensiration. o _
Par un calcul direct sur (2. 38) en utilisant (2.39).

LEMME 2.10. Soil bi*'bz € C vériflant b2 = by + 2m

I)ﬂSi bz # % 1, par ¢ changement de générateurs u, =7P1 LU, 00

4o, b +1 b1 .
P - 9 2m . T L] n xm_
; ={T=0, +T b, — 1 b, —1 D,
‘0 s =1 — gtk —xh
Le systéme M(?LI » Ags bz‘) ge transforme en M(A,, hys bI ).
2) Si b, == & 1, par le changement de généraleurs u; = Py .u,, ot
1 0 —z™ i —b2 M-k
Py=1 L 2 D
b, +1 k b, +1 t
. xmq—k,__f?____ M
b2 -1 b, —1

2
Le'syslémeM (Ay» Ags y) se transforme aussi en M(h,, Aoi by

Démonstraiion,

. _1 ok .
En désignant par P:’ (%, D, ) l'opératenr inverse de P, (=, D, ), on pent
nézifier que

1-b 1—b, )
P m; 2_!1!_ 1—]—-51 €T —
Pj (wO"D‘) . ¢ |+ ok bi 1 ‘ Dl
0 -1 _b1+1‘”m+k' L
of
1,0 xm , ~axm-k
P;"(x,nf)‘*[ab?"l)-kz—”‘.l“”?xwl“f’? nf Do
bt 1

Alors #i nous écrivens (2.38) sous la forme:

M (Mg, Aygs by):

zu1_1 = 4 (z, DYy u,,
D D, u, = B, (2, D;f) i,

P’ (2.40)

—



ot

M(:LI,)LQ;I)Q).S =4, (@ D)y,
)D D u, =B, (x), D, 1) u,

nous obtenons justement Ies formules de changement de générateurs:
— )
vP ,Dt =4,P~PA4,,

aP -
.EL'_ D s__-’BIP——PBI’

avec P =P, (reSp P=P)etyP= = £, d’ol le lemme 2. 10.

3 D;
DEFINITION 3.’ Soiert k, m e N, 0 < k < m. On appelle G (k, m) un demaine
fondamental de C sous I’action du groupe enger!dré par
et b ’ 2:41
bl b 2R, - @4
ok
On pose
G* (k, m) =G (k, m) — {le réprésentant de o € C }.

DEEINITION 4 On appelle liste finale de déploiements du systéme Mo un ensemble
de déploiements vérifiant les propriétés suivanies:

— tout déploiement de M, esi image réciproque par un changement de base
" convenable de I'un des déploiements de celie Iiste.
— la liste est minimale pour cette propriété.

D’aprés les résultats précédents et la proposition (2.14) qui montre que tout
déploiement de la base X= C", n > 2 du systéme M est image réciproque de
I'un des déploiements de Ia base C du systéme M _, nous avons =

THBEOREME 3. Soit M le systéme défini de la forme (2.26), Alors on pem‘ ckozslr
comime liste finale F de déploiements de M les déploirmenis suivanis:

— Si A, — A, € Q— {0, e
F={L£h)h

s k :

—-SIAI_K2=_-;EQ,(k’m)=L0<k-.‘:‘m'

. 1) Cas ot m 4 k est impair
F={LA, )P0 000 MMy, Ay 3 b), be Gk, m)},



- 2) Cas ot m+- k est pair (¢’ est-G-dire m et k sont impairs).
Fa={ £ )i P (Mg Ay)s M{yu by 5 0), beG* (k, m); N(hy,39)}

Remarque 2.11. Le systéme (P2 Ag). défini par (2.37) n’est pasa S. R. .(au sens
de [4]) donc le systéme M , 4 S. R. peut avoir déploiement nontrivial qui n'est
pas & S, R,

Remarque 2.12. 11 est facile de monirer que le liew smguller du systéme
MA(hyy 2y ;0) est

P(z,t) =det (11 — A (z))

= £ gim o, ! .

=

quiest une courbe a denx branches:

ty,p =% &
d’ordres ¢, , ¢, définis par |

eg + e =2, + A

| e — e =b(A; — A

Le. lemme 2.9 équivaut 4 la propriété commutative des ordres ¢,, e, ; le lemme
2,10 équivaut a la propriété fondamentale poure;, e, qui se changent modulo Z
par le changement de générateurs.

Le lieu smguher du-systéme N (A;, A o) est
P(x, 1) = 1 — g Q )

qul est une courbe irréductible d’ordre e = l (A -+ Ay
Lorsque (k, m) = (1, 2), les systémes M (AI, Ao s b), b € G.(1, 2) donnent tonies,
les intéractions analytiques stables de deux systémes simples 4 lien smguher‘
lisse’ (vou' [3]) Lorsque (k, m) = 1,3), 1\'(7\ hp) est le systéme de Gauss -
Manin de la fronce. T o
II—Casou X=C" , n > 2.

Soit M un déploiement -de M, de la base X = C®, n > 2, D’aprés (2.1) —
(2.3) ona: . , :

tu = [4,(@) + 4, D, Ju,
Dx; D:tmjqui(x)u:i.m 1,.; B, o §2‘1}2



ol les matrices A (), AI’ B (x} vérifient les relationg suivantes

[A (), B (@]=0, i = =1,. A g2.2]2
) D) '

e =[4p, B, @] + B,. (@),

[B; @), B;@)]=0,4, j=1.., n
9B, (z) 8B, (x)

oz, o= O i
J t

Par le changement de variable )
o= - —é-trac A, (),
on peut toujours supposer que
_ trac A, (x) = trac B, (z) = 2. 3)2
Remarque 2. 13. Si M est un déploiement nontrivial de M, de base X = ¢,

'n > 2, alors on a toujours A, (x) = 0, B (@) # 0, { = 1,..., n. Ensnile, par le

méme raisonnement que celm utilisé dans le lemme 2.2 on peuat montrer
Pexistence des fonctions méromorphes k‘E (x), { = 1,..., ntelles que.

B, (@) = k; (x) . 4)(@), { = L, . (2.43)

Alors, en posant

4 (x) = - (s(;c) P(x))

glx) —s(x))’
_ , ‘ _ (0@ ¢ ()
o B @)= (d (@) —0, (x))

on a les relations:
g bi (@) = ]-:I. () . s{z),
¢, (x) = Icl. (). . plz), (.44
d[. (@) = ki () . glx), Y
.Gomme dans le cas n = 1, pour déterminer‘Ao (), Bi () on substitue (2.43)
aox équations (2.2), et on obtient: ;
— Dans le cas (2.17):

() _ F—
Fa;l.— = k, (m) 7z) i=1u,n

S — k@) [5(2) + a(o)) |
| a.-f)f) ki () [p() — 2.5 ()] | &4

i
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— Dans le cas (2.18}:

B_(E_J =k @) . 5@) i =1y R

BP(‘”) = (14 Ay — A,) k (%)p(),
".___gg) == (L—2y + 2y) K, (T) q(). | (2.46) |

PROPOSITION 2.14. Soit M un déploiement de M, de base X = C",n>2, Alors M est

image réciproque d'un déploiement M’ de base X' = C par un changement de
base convenable ¢ : X — X*, c’est-d-dire
M = ¢*(M’).
Démonstration. _
On a les deux cas suivants:

1) Si 4, () # 0, alors les fonctions k, (x), { = 1,..., n sont analytiques. Les
equatlons (2 45), (resp . (2. 46)1 ) 1mphquent I’existence d’'une fonction analyn- ‘
ak(x)

que k(x) telle que E0) = 0et k (x )—- = 1,0y 1.

Alors si on prend le changement de base
p: X -»X'=¢C
z - (@) = k@) 7

= Q)
ou M’ est défini par (2.21) (resp . (2.22)).

on a

2) Maintenant considérons le cas A (0) =0, 8t A est de la forme (2.17),
par la méme methode que celle utilisée dans la partle B nous pouvons démon-

trer que s(x) = ¢(z) = 0. Alors le changement de générateurs défini par (2.25)
montre que le systeme M n’a que des déploiements triviaux.

Enfin supposons que A, est de la forme (2.18). Alors les équations (2, 46)
nous donnent des solutions

log (s(@) + C, ) = m_:—h} log (p(@) + Cy)

1 :
m‘log (q(x) + G )
ol (11 ) 62 ,Cs sont les constants arbitraires. Par consequent
Lj1n,—A
Cy .« s@)y=C, [p ()] Thhe o (a‘[q(]ﬂ?L thy @an
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L’anneau C {a,, ..., #,} étant factoriel, les fonctions s{(x), p(x), g(x) peuvent se
décomposer en facieurs irréductibles. En comparant les facteurs irréductibles
.dans (2.47) et en tenant compte de (2. 31) on peut trouver une fonction ¢(x)
telle que

() =p.[p@)]™,
p) =1y .[o @)K,

9@ = 5. [ (@)mFk (248)
Alors le changement de base
p: X — X'= ¢, (2.49)

Ot ¢(z) est défini par (2.48) montre que 1'on peut ramener le déploiement M A
Pun des déploiements considérés dans la proposition 2.7,

Main tenant nous pouvons caractériser tous les déploiements stables du
systéme M, grace au théoréme suivant:

THEOREME 4. Soit M un sysiéme de la forme (1.1).

a) 8 Ao + 0, le systéeme M a un déploiement versel M, defini par (2.21)
ou (2.22). : '

"b)Si 4 o =0 el si A, est de la forme (2.17), le systéme Mo est stable.

c) St 4, = 0 et si Ai esl de la forme (2.18), alors pour qu'un déjnloiemenl
M de M | soit stable, il faut et il suffit qwil soit image réciproque d'un ‘des
déploiements de la liste finale F' pur une submersion (de sorbe que la liste finale
F est lensemble des déploiements stables ¢ un nombre minimal de paramétres):

Démonstration,

Les deux premiéres assertions étant evxdentes, nous allons démontrer
seulement l'agsertion c). -

Soit M un déploiement du M delabase X = C”.Alorsd’aprés la définition
de la liste finale F il existe un déploiement M’ e F de la base X’ = ¢ tel que
M = @* (M), (2.50
ot : X~ X’ est un changement de base convenable, Done la conclusxon de
I’assertion c) signifie que M est stable si et seulement si.

a .
gcg (0) + 0. (2.51)
1. Supposons d’abord que 3 (0) #¢ 0. Pour abréger la démonstration on
x
: og ) 5 s
suppose que —— (0) = 0, c’est-a-dire
: B ax1 .
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(@) = (T 1oy ) = ATp F w0y
avec a == 0, a € C,

Prenons la restriction de ¢ sur =, :

P (xj)E(P/m — .= =0
2 n
= AT, + oo
et posons ' -
nyj = ﬂ/‘[/(x youes xn) 51{ {2.52) )

Draprés (2.50) nous avons M, = ¢,*:(M"). D’autre part, p"uisque la fonction @,

est un isomorphisme analytique, son inverse y = cp;l exisie, par conséquent,
_ M=y (M) (2.53)

Comme M’ appartient 4 F, le déploiement M’ est stable. )00, en ienant compte

de (2.58), on déduit que M, est stable, D’autre part, (2.52) montre que M est le

déploiement de M, de la ba;e (@, 5000y :vn) e ¢~ 1 on voit done que M est au-

ssi stable.

2) Réciproquement, supposons que

) .
(G =0 .
. (O ‘ ' (2.54)

Considérons la fonction
m;XxZ:Cn ¥xC =X =C
() 2) 1= @ (z, 2)
définie par
: Oz, 2) = p(x) — 2 {2.55)
Notons .
M= @), (2.56)
Draprés (250) et (2.56) le systéme M est un déploiement de M de la base Z. Nous
allons démontrer que M est un déploiement nontrivial de M. -
En effet, si 7 était le déploiement trivial de M, il existerait une rétraction
f: X x z— X telle que
M= fx(M). (2.57)
Désignons par Bif (M) e resp Bif (M), Bif (#) Uensemble des points de bifur-
cation de lien singulier de M (resp. M " M). D*aprés (2.50) et (2.57) nous avons

Bif (M=o~ (Bir (M)
et Bif (i = ¢ ~1 (Bif (M )).




[

le systéme M’ € F étant stable, on a Bif (1f’) =0, Ceci implique
Bif ()=~ (O
et Bif (M) =371 (0). | (2.58)

Par ailleuns,

@&~ (0) = graf (¢) = Xx Z, (2.59)
parce que ® est définie par (2.55). Alors en désignant parwm:xz X Z > Z la
projection sur Z, nous savons que dp (0) =0 si et seulement si =/ oraf(Q)
n’est pas une submersion, En tenant compte de (2.54) et (2,59), on en déduit que.

‘n:/¢_1(0) n’est pas une submersion. (2.60)

! Dautre part, en utilisant (2.57) nous avons

Bif (M) =F~1(Bif M) =F"1 @@ 1 ©) D10,
e.t d’aprés (2.58)

L) > £7 | - (2.61)

Pmsque f est une retracuon, le théoreéeme de fonchon implicite montre que

Ve Phe I(4) St une submersion, ¢ontrairement aux conditions (2.60) et (2.61).
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