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CONDITION D’EXISTENCE _
DU PRODUIT DE DEUX DISTRIBUTIONS

HA TIEN NGOAN

§1. INTRODUCTION

L3

il est bien connu que ie produit de deux distributions existe (par définition)
si Pune d’elles est infiniment dif férentiable. Des propriétés locales des distri-
butions on déduit aussi que lear produit existe, lorsque leurs supports singa-
liers ne se croisent pas. '

Dans le cas général, avant d’étudier l'existence, il fant d’abord préciser ce
qu’on entend par produit de deux distributions. En s’appunyant sur les proprié-
tés de transformation de Fourier L. Hormander a défini dans [1] le produit
de deux distributions u(x) et v(z) de & (Rn ) par la formule suivante

{1

mov s 2n) 2 Fl@@ =0@)

ol

A —-"—S—-wﬁ‘ o .
P® = F()® = @) 2)e o@drnocCy(R,)

et F 1 est la transformation de Fourier inverse, a condition que I’intégrale de

1

convolution ?z(&) * ?J(E) converge absolument, Dans le méme article L. Hérman-
der a trouvé des conditions imposées aux fronts d’onde WF pour garantir
Pexistence du produit z.v. Ces conditions sont de la forme sui-rante:

WF (u) + WF (v) C Rn X (RR\ {0}) 2
ou, d'une facon €quivalente :

¥ (:v, E)e R X (RN {0}) oubien (z, &) ¢ WF (u)
ou bien (x, ~E)¢ WF (v)
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Pour u(x) €D'(R,) le Iront d’onde WF (u) est défini par
WEF(u) = ) Char (Agp) @
AeCL (R ) »

9eC (R,)
A (qu) € €= (R,) -
ou CL* (R o) désigne Pensemble des opérateurs pseudo différentiels classiques
d’ordre s, ‘
Char (4p) = {(x, el X (RPN {0h; ofx) a, @&, &) =0} 5)
et a_ (x, £) est ie symbole prmcxpal de L'opérateur A. :

Malgré tout son intérét, le résultat de L. Hérmander ne peut étre considéré
comme un critére universel. En effet, dans le cas, ot n =1, u(x) = v(z) =-
= 8(x ), () €tant 1a fonction de Heaviside, il est {acile de vérifier que

WE(u)=WF(v) = {(0, A ), (0,—7); A > 0O}.
Bxen que les fonctions u(x) et v(x) ne satisfassent pas 4 la condition (2), leur
produit existe et n’est autre que la fonction 0(x ).

Le but de cette note est d’étendre la condition (2) alin d’obtenir un critére
universel. Nous allons tout d'abord mo ' fier la définition (1) de L. HSrmander
pour obtenir une autre p'us générale, tout en resiant encore naturelle.

Soit w(x) e Czo (R_) une fonction telle que Sw(m) de = 1. Pour ¢ > Oet

ueY (13'1’n ) posons w  (x) = L @ (3:—) et u, = uy w_(convolution de u(x) et
R - £

&

wg (T)).

DEFINITION 1. Nous dirons que le produit de deux distributions u(z) et v(x)
existe si lorsque e — 0 la limite lim u, (x)v, (x) dans la topologie de D’ (Rn) exis-
g0 4

te et ne dépend pas du choix de w (). Ceite limite s’appelle alors le produii
(u.v) (x) des deux distributions considérées,

Nous allons éiablir pour le produit ainsi déiini une condition d’existence
qui contient comme cas particuliers la condition (2) et [’exemple considéré plus
haut. Cette condition repose sur une généralisation de la notion de front d'onde.

§2. ESPACES DE TYPE (L). FRONT D'ONDE

Soit M un sous-espace vectoriel de 2’ (R ) contenant C~ (R o) Désignons
par M I’ensemble des éléments de M a support compact, Si N est un espace

vectomel topolmglque on désigne par N' 1'espace dual munide la topologie de
convergence [aible sur les compacts. Ainsi on a fm—>0 dans N" si ef seulement

si pour tout compact KCN. .
- lim  sup |<f.m,g>|=0_
m—»oe g€K '
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DEFINITION 2. On appelle eSpacé de type (L) lout espace M vérifiant les
condifions suivanl s

1) M est local et on a les mcluszo 15 1opologiques suivantes
C*(R) ) M C YR, )

La localité de M signifiec que
ueM < u¢ P(R_ ) pue M YoeCF(R, )
2} Pour tout ucM: u, - udans la topologie de M lorsque e — 0;
3) Tout opérateur pseudodtfferentwl classique Ae GL(R ) transforme conti-

nitment M dans M.

Il est facile de véritier que chacun des espaces suivants est de type (L);

C= (R,): D(R); L2 (R y1<p<oosHy(R)iHog(R) 1<p=ece, ob

loc

HPP(R )= {ueD(R): A(gn) e LY (R ), ¥AccL’(R,), 9eCF(R )}

loc

Suivant L. Hoérmander, nous introduisons maintenant Ia notion de fromt
d’onde WF,, relatif & un espace M de type (L}).

DEFINITION 3. Pour ue D’'(R ) nous posons
WF (1) = n Char (4g) ' (6)
AeCLYR )
n
. geCr(R )

Afpu) e M
ot Char (Aep) est.défini par (5).

Evidemment WF, (u) est un ensemble fermé dans R X (R" N{0)) et st

conique par rapport & E.

Remarque 1. 1) 11 est clair que si M =C~(R_) alors WFM(u) cotncide
avec WF(u);

"9y Si M =H,_(R,) on retrouve le cas WPF (u) introduit par L. Hirmander

dans [2};
3)Si M=D'(R_ )nousavons WF,(u)=¢ pour toute distribution ue I’(R ).

La proposition suivante établit un lien entre WF, et WF.
PROPOSITION 1 Soit ue D'(R ). Alors (xo,go)e{WFM(u) si et seulement si
u1+u2,ou u,eM et (x,, EO)QWF(ug) )
Preuve. a) Soit u = u, -+ Uy, o0t yyeMet (x,, EO)Q WF(L:Z) Montrons
que (%, EO)EWF (i) ' .
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En vertu de la définition (4) il existe AQCLO(P J eto eC(R ) tels que
Afpu, JEC™(R_) el (418, )¢ Char (4¢). Comme A(pn, )e 3 on en déduit
grace a la Définition 2, A(cpu) = A(gu, )+ A(pu, } € M, On obtient donc par (6)
(% 50) 6 WFy (u), -

b) Soit (x,, £,) ¢ WE (u). Alors il exisle Ae CLY(R, ) et pe (R ) tels
que A{qu) e M et (g, &) ¢ Char (Ap). On en déduit par (5 ) que (p(x ) ==0et
ay(xp, E9) = 0.

A Paide de la parametriz, si nécessaire, pour [Iopérateur A dans un
certain voisinage conique I du point (g &), nous pouvons supposer que son
symbole total est identique a4 1 dans un .Voisinage conique 7, ¢ C I du point
(s &g ) Soit %(E) une [onction de C=(R,n) homogéne d’ordre o en §, KWEY=1
dans on certain voisinage coniqu: [y C C [l et XE) =0 en dehors de I',. Alors

pour chaque fonction P(x) C°(R ) avee p(x) = dans un voisinage du

P{x)
point xy, Popérateur X(D)w(x)d — X(D)p(x) est dordre — oo. Puisque

Afpu) e M et X(D)(x)A(pu) e M on a (D )pou e M. D’auire part nous avons
Pidentité évidente

==X D)0rew) + [(1 — %D )) (you) 4 (1 — yep)u.
3i nous posons u, = X(D)(weu), alors u; e M. Puisque ¢y =1 dans un voisinage
du point x, et que %(&y=1 dans Iy il en résulie que (xq, &) ¢ W F(u, ), on

U, == Uu — U, est la fonction entre crochets dans Pexpression de u,

PROPOSITION 2. Soif (x, &) ¢ WF(u). Alors it exisie un voisinage V du
poinl xye R, et un voisinage conique fr. du poinl £y & R™ {0} tels que, pour
toutes fonclions y(x) e C“"(Vro), o{x) € C°°(Rn) et X(E) € C™(R") avec ¥(E) =0
en dehors de rEo’ 0WE) < 1 dans FEo’ on aif

1. XD} (pu) € C7(Ba ), XD )[g(vu)] e C=(R,),

2. Lorsque ¢ — 0

MD)(pu)y — X(D)(pu)
D) o(pu)g] — *(D)o(yu)]
dans la fopologie de C=(R_) . |

Preuve. Si (zq, &) ¢ WF(u), alors selon L. Hormander [1] il y a un
voisinage V_ du point zy € R et un voisinage conique I“E fdu point g, e R, \{o0}
tels que pour toutes fonchons w(x) eCc’,"’(V ), p(x) e Cge (R_), les transfor-
mations de Fouuex wu(‘g') et (p(l]JIl)(E) décroissent rapidement dans IE St %(E)
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S g H ne 'A ~ e - r -
satisfait. aux conditions ci-dessus alors X(E) yu (§) el %(E) ¢(ypuj (§) décroisseni
rapidement dans l'espace Rn tout entier. Donc les fonciions

X (D) [pu] = @n)" _;_S o5 (E) pue) &

X(D) [p(pu)] = (2m)~ % S o!=5 (8 gy (F) dE.
appartiennent & C=(R ), Puisque !
(D) [(p), ] = [X(D) (wa)]
les fonctions %X(D) [Wu)_ ] convergent vers X(D) (¥u) dans la topologie de
¢ (R, ) lorsque ¢ ~> 0, Montrons maintenani que dans la méme topologie on a

- (D) [p(¥u),] — % D) [p(¥u)].
En effet, pour tont multiple o= (a; %..., & ) OD 2
D% {U D) [gp(¥u), ] — X(D) [o(¥u))} =

n

= o™ 7 | ot x| 7, @) - 7D ©)] e @
Mais il est facile de voir que pour tout point Ee€ R

G(Tu), ® - ¢V @)
et que l'intégrale

| oo o, @ — &7 @

est uniformément bornée par rhpport 4 ¢. En faisant tendre ¢ vers zéro dans (7)
on obtient le résultat désiré,

PROPOSITION 3. Soit (xo, Eo) & WFy(u). Alors il exisle un voisinage V du
pomi wo€ R, un voisinage conique Te, du point t, ¢ e R™ {0} tels que, pour toutes

foncizons ‘P’(m) s CF(V,, ), o(x) e CG(R, ) et ¥(E)e C~ (R ) avec %E) = 0 en
,dehors FEo’ L K(E) \1 dans I“Eo, on ait
NUD) (Yu)eM, D) [p (Yu)l e M
2) Lorsqué &~ 0 ' .
D) (Yu), — XD} (Yu)
D) (V)] — (D) [o(¥1)]
dans la lopologie de M,

Preuve. Soit (%g, &) ¢ WF,, (u). D’aprés la Proposition 1 on peut écrire
U=+ pohuye M et (zy &) ¢ WF (u, ). Le résultat découle de la Proposi-
tion 2 et de la linéarité de 1’opérateur X(D).
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§3. CONDITIONS B'EXISTENCE DU PRODUIT

Le résultat principal de cetie note est le théoréme suivant :
THEOREME. Soient u(x ), v(x) deux d stributions de D(R,). Alors, pour quele
produit de u(x) et v(x) existe il suffit qu’il y ait pour foui (x,§) € Rn pe (Rn \{0})

un espace M de type (L) dépendant éventuellement de (x, &) et satisfaisant aux
conditions suivanies:

1) L’espace ( M ) est aussi de type (L),
2) ou bien (x, £) § WF, (1) et (2,-8) ¢ WEu ) (),
o bien (. £) € WF 3y v, (1) el (z, —§) ¢ WF , (v). | @)

Remarque 2. Cette condilion est une généralisation naturelle de celle de L.
Hérmander, En .effet,.pour obtenir (3) il sulfit de prendre dans (8) M = C*’(.Rn ).

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin de la proposition suivant,

PROPOSITION 4. Soit M un espace de igpe (L) el que (M, ) le soit aussi.
Alors : .

1. Pour tous u(x) s M, v(x) e (M, )’ le produilt (uv) (x) existe au sens de la
Définition 1, et *

© (mw, @)= (v,qu)  ¥peC (R) (9)

2. Le produit défini J‘pcu' (9) est une transformation continue de M x (M_ )
dans V(R )

Preuve, Soit U, = Ux w,, v, = b« w_.Montrons que lorsque = —> 0 la limite
Hm (u, (x) v, (%), o(z) ) existe pour toute o(x) € C;Q(Ign). Par définition on a

£—0
\ : i, ~» u dans la topologie de M,

v, — v dans la topologie de (Mc Y.
Posons K = {gu, }. Evidlemment K est un ensembie relativement compact
dans A . Nous avons
lim (o v, @) = lim (v, , u, ) =

E=—> £=3()
= lim (v, — v, pu_ ) + lim (v, pu_).
E—() . E—>()

D’autre part
lim { v, cpus) = (D, pu),
£—(
lim| (v, — v, @y ) | << Hm sup [{v, — p,w)| = 0:
£—>0 e—0 wek
ce qui prouve la premiére assertion de la proposition. La deuxiéme peut se
démontrer d’'une facon analpgue.
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Preuve du Théoréme. En vertn de la propriété locale des distribulions il
suffit de montrer que pour chaque x, € R il y a un ¥oisinage U_ du point .,

tel que, pour toute fonction ¢(z) € C (U,)1a limite lim (v, (@), @), ¢(x)?
£—(

existe. Pour cela, soit oo unt pmnt fixé. Par hypothese a chague & € R\ {0} en

peut associer un espace n® de type (L) tcl que l'espace (11'(%)) soit aumssi de

type (L) et que la condition (8) coit satisfaite. Alors on peut trouser un voisinage
ngu point x, et un voisinage conique I‘i._ du point § comme indiqués dans la

Proposition 3. Du reconvrement infini U{I‘E teR SN A0 =R \{0} on peut
extraire un recouvrement fini U ¢ T 2 j=1,., m} =R_~ {0} Utlisant la

partmon de l'unité on obtient des fonclions x & telles que X (E) e C7(R ),

@) = 0 en dehors de T ()) et }:___'_‘, Xj.(‘c:-,) = 1. Posons
Vi = i Ve (D)
Pour le vélsmaoe U du pm]nt x, on peut choisir un U tel que U CC V . Soit
P(x) € CO (on) telle que
i Umc({ermﬂ;lp(x)ml}.
Alors, pour toute fonction_ (p(x} € C(T(Uxo) au moins l'une des assertions sui-

vanies est vraie:

A) Ou bien
%; (D) [pu] e MP %; (D)[Cpw)] & ) ’
x; (D) [wv] e NUSOR %, (D) o)) € Py

%, (DY [(pu)g] > %; (D) [wu]
, . dans la topologie de MY
% (D) [pCpu).} — *%; (DY [o(ypu)] ) .

%, (=D) o)) > % (=D)Two] f
dans la lopologie de (MU)
% (—D) [(o(wp)e] — %, (—D) [o(pp)]
B) Ou bien _
it e G 10) o] € ()
%,(~D) [yv] € u %, (—D) o) e M ¢
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KDy [euy) — %,(D) [ya] (s
dans la topologie de (M /)"

% (D) [yl — %; (D) {o(yu))

G (=D) [(o)) — %y (—=D) [yv]
dans la topologie de M}

{
X (—D) [pyv),] — i (=) [e(po)] 1
(&) )

ot, pour simplifier, W Y au lieu de M

Grace a (10), pour toute fonction g(x) & Cgo(Ux ) et pour tout = assez
4]

petit nous avons

(u (@) v, (@), ol@) = (pu), (v) (vo), (@), o(®) ) (11)
En utilisant I’égalité de Parseval transformons maintenant la deuxiéme partie
de (11.) comme suit: , . P

(yu), (Yo), @ ) = § (pu), () (wv)g (x) ¢(z) dx =

=§ W), @ ewo), (—8de=[ T’:w)]wu) ) ppo), (—8) dt =

m e
= = m ®) T(-D) (1), (~F) ds. (12)

=1
Nous allons montrer que pour chaque j, lorsque ¢ — 0 Uintégrale

— e ——
S D) (pa), €)X (=D) [plvo) (—8) i
converge & une valeur indépendante du choix de la fonction w(x).
!

Fixons un j. Alors au moins 'une des assertions 4 et B, soit par excmple
4, est vraie, Donc quand ¢ ~» 0 nous avons

% (D) ((u)g) — %(D) (pu) | (13)
dans la topologie de MUJ
Considérons maintenant I'expression % (=D)le(yv), ]. Evidemment
% (=D) (o(92); ) = 9% (—D)((¥ v)c ) + [, (—D),5)((w 0), ) (14)

ou [A, B} désigae le commutateur des deux opérateurs A et B, Soit Py (x) une

fonction de C;"(Rn) égale 4 1 dans un cerfain voisinage de I’ensemble V. . Cela
: 0
signifie que pour ¢ assez petit nous avons

(W 0) (%) = vu(@)(pv)g (). (15)
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Dar suite, -

[%,(— D) ¢1((90); ) =[%;(— D) 9] (9u(¥2); ) =
o= {9 X (= Dy @)+ [X;(— D)s @b vy ((92)e)- (16)

En utilisant (15) et la définition du commutateur nous poavons obtenir pour
tout entier N:

% (—=D)(@(90)e ) = 0% ;(—D)((@ p);) 4 wilh; (—D), @)V ) )+
il (—D)y @l w((B VI ) H et
A L (L% (=D @b Pils o+ W] (W 0)e) +
(N—1) fois

+["'[[‘X'j(—'D)a ({J_]i "~P1]s---"¢1](w U)E- (17)
' N feis
- De (17) et de I’égalité de Parseval il résulie que

\ T Dwm; (0 T (= Dla(vo); V(e =

= (4;(D) ($1), X;(—D) (bv)es @) +

HX D) W [X; (=D, 0] (($2); ) b0) +

(D) (9w [ (=D, 0 Tu (9 0)e ) )+ ooe

+ (L (Db, [ [, (—D)s @} il oo Wl (P 2)e ) ¥+

o ——_—__-__Ei‘l__i)fois
+ij(D)(1P )y (&) [-- L% (—D)s ¢l Wuly il - P (( v ) J(—8)dE.

TN teis (18)

suppp € C {z; w)=1}
suppy < C {z; w)=1F
nous avons pour tout & (1 < kTN — 1)

[ . [[ x‘] (—D)= CPME] (('UPU)c ) =
k fois

; D) @), )+ Wy %, D) v ), )+

Puisque

+ u»3 (@) %; (—D) (b v)s ) (19)
ol 'qa(k)(:c) et 1§;U‘)(x) apparllennent 1 C (R ). D'ol, a -cause de la -condi-
tion A, :
[l [Xj (D), @] 9], « e w11 (P V) ) —
k fois
ENRY A N BT IS (20)
k fois '

dans la topologie de (M(J;))’ , lorsque ¢— 0, pour tout k (1 <k << N —1).
' ‘ .
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En vertn de (13), (20) et la Proposition 4 on peut vérifier sans peine
que chacine des limites suwantes existe et ne dépend pas dun choix de la ‘
fonction w(x):

(% @ @ u), L (=D) (o), , @ ) ————
——-;-7—>( D) ey %, (D) (po)
{4 D) @ 1%, (=D ¢] (@), ) ———
———— (% D &0 =Dheltwhw)
(% D, [ P=D), e wl (o, ), ) ———
———— (% O)wu, [[t; D) ol 4y ] o), v, ),

>

(% D@ Lo [0y (D) @] i) o] (@0), % n) —

-ty

(N—1) fois .
= (% D) @) [ L1y (=D gy Y1l 9] (0 0); wi)_f__

(N—1) fois . .
Pour achever la preuve, occupons - nous du dernier terme au second memhre
de (17). Il est facile de montrer que pour tout & ¢ R fixé :

e —
%5 (D) (wu), &) — T(D) (va) &)

[T D), 91, Wil ooy %11 (CBD), ) (—E) ~
N fois

[[x (._D)’ (P] 1131], ey 'LPL} (’-PU) ('_E) o T
TN feis. T . . A

 Comme (z) € C"(V, et

[TV I

”)Cj-. (D) (yo), (B) = X% . (€) (yu), (&) = (2x)¢ % | (E) w(eE) pu(t)
il existe &} > 0 tel que _ o 1
' j” Xj (D (wa)g it <Gy,

H—N:R
| £, ey
ou C; ne dépend pas de ¢ et Hs (ﬂn} est 'espace de'Sobolev muni de la norme
fal = {1 = g u (@) P dt. ‘
B (R )
Puisque: (o), () = (2m)T@(-&$'(8), ily a N, > 0 tel que
I o), I <G
7Ny (Rri) ‘

o C, ne dépend pas non-plus de «.
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Daprés le Théoréme de 1'ordre da commutateur des opérateurs psewadodil-

férentiels (voit. [3]), l'opérateur

— [ [0, (D), 91 Wi oo 1] (C0);)
_ N fois

est d’ordre — A, Par suite

UL (% 4=D) @ 0rls o Wil I ((90)¢) < Gy (22)

, _"_ fois  AN"NR_
ou C, ne dépend pas de . T ,
Choisissons maintenant X de telle maniére que
N—-N>MN : ' (23)

En verin de (21), (22) et (23) la fonection

N ]
(D) (wa), € [ [1%5¢=D) ¥ ] s T oo 01 ] (D)) (—8)
N fois ~
est sbsolument intégrable, et de plus, sa norme cn L, est uniformément bornée
par rapport 3 ¢. Noug avoms donc montré qu’on peut passer a la limite dans le
terme considéré, Ceci termine la preuve du Théoréme.
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