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0. POURQUOI ENCORE UNE GENERALISATION.

Le probléme d'étudier les indices d’opérateurs elliptiques a été posé par
LM. Gelfand, voir par exemple [10]. Il a proposé 4 comparer les indices analy-
tigue et topologique d’opérateurs elliptiques, Le probléme est partiellement

résolu par M.5. Agranovic, A.D. Dynin, R.T. Seely, A.T. Vol'pert dans plusieurs
cas particuliers et il est complétement résolu par le théoreme de l'indice de
M.F. Atiyah et M. Singer [1] dans les cas généraux des familles d’opérateurs
pseudodifférentiels elliptiques et des complexes de Fredholm, voir [4, 5].
M.F. Atiyah et L.M. Singer [2] ont calculé les indices d’opérateurs elliptiques en
termes du genre de Todd ot du caractére de Chern [1, 2}, et puis pour les oi:é.
rateurs particuliers, disons lés opérateurs de Dirac de variétés compactes
orientées, en termes du genre de Hirzebruch [3]. Ils ont ainsi obtenu une autre
démonstration de l'invariance homotopique de la signatare dune variété com-
pacte simplement connexe arbitraire. De méme facon, aprés avoir construit
pour chaque variélé riémannienne compacte non simplement connexe un com-

plexe de Fredholm et un complexe de Poinmcaré algébrique, A.S. MisCenko [13] a
démontré la conjecture de S.P. Novikov sur Iinvariance homotopique des
hautes signatures dans les cas, ol le complexe de Eilenberg-Mac Lane K (=, 1)
st une variété compacte & une méftrique riémannienne dont la courbure est
pon positivet*).

(*) Derniérement, G.G. Kasparov [17] a prouvé Uinvariance homotopique des hautes
gignalures pour sous-groupes discrets dans les groupes de Lie connexes.
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. Observée l1a mesure transverse relide an cycle de Rueile-Sullivan, A. Co'nnesk
{6, 7] a proposé la formule analogue des indices pour les opérateurs pseudodif-

férentielsﬁ‘elliptiques le long des feuilles de feuilietages™ mesurés. Aprés la

période de formation de la K-théorie homologique de Brown-Douglas-Fiimore-

~ Kasparov, et puis au dernier temps la K-théorie bivariante de Kasparov [11],

dont I’histoire du développement et des idéés sont décrites, par exemple, dans

la revue de J. Rosenberg [16], voir aussi I’exposé de T. Fack [9] ar séminaire

de N. Bourbaki, il est clair que les indices doivent étre trouvés dans les groupes
de la K-théorie bivariante citée, Le théordme général des indices d’opératenrs

pseudodifférentiels eliptiques le long des feuilles d’un {feuilletage est obtenu

par A. Connes et G. Skandalis [8]. "

\ ;o
. Appliguant la théorie des indices a la conjeclure de Novikov, A.S. Mitenko

[12,13] a prouvé le role essentiel des représentations de dimension infinie des
(*— formes quadratiques sur la (*— algébre du groupe fondamental de la
variété considérée. Dang un travail commun, A.S, MiScenko et J.P. Solov'ey [15]
ont obtenu une (*— version de la formule de type de Hirzebruch. Ensuite, A.S,

MiScenko et A. T. Fomenko [14] ont montré le besoin de considérer les
- opérateurs pseudodifférentiels & coelficients dans une C*-algebre fixée et ils
ont obtenu une C*-version du théoréme de I'indice de Atiyah-Singer.

Donc, en prenant le probléme de reconstruction de Morse des Tenilles non
simplement connexes d’une varigté feuilletée, nous avons une nécessité de
continuer I'étude de MiSCenko et Fomenko [14] dans les directions de Ia théorie
des indices de Atiyah-Singer-Hirzehruch-Mi‘éE’enkd-Soiov’e‘v-Fomenko-Corines-
Skandalis pour les cas des complexes de Fredholm a coefficients dansun champ -
continu des (*-algébres. Nous obtenons comme un des corolaires le théoréme
de I'invariance homtopique des hautes signatures des feuilles (non simplement
connexes) d'une variété  fenilletée,

]ﬁemarrquon's que dans IaiH théorie de A. Connes (6,7,8] les champs continus

. des espaces hilbertiens ont été considérés sur I"'ensemble des revétements d’holo.
nomie des feuilles, autrement dit, sur ¢les feuilles» simplemenl ¢connexes, En
voulant refourner toutes les choses sur les ferilles mémes, nouts devons
considérer la structure des C*-modules des champs des espaces hilbertiens sur
un champ continn des champs hilbertiens sur un champ cbntinu' des C*-algébres
sur la variété qui est trivial sur les feuilles du fenilletage. La derniére condition

. nous permet de définir les dérivations le long des feuilles. Voici les causes
auxquelles nous voulons proposer encore une généralisation, notamment formelle
de la théori¢ de A. Connes, '
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Nousreviendrons auxdélails des démonsirations des résultats exposés icidans
un auire papier. Pour le cas classique, les lecleurs peuvent consulter les travaux
de A, Connes [7], {8], [6].

1. ¢*-ALGEBRE C[_’;(V, F) DE A. CONNES.

Soient V-une variété (compacte), (V, F) un feuilletage sur V, Q = V/E
I'ensemble des feuilles, G le groupoide d’holonomie, Gm: = {v e G;
s(ry): =y I4y = 2} le revétement d’ holonomie de la feuille qui contient z,
A=({ A, }. g y» T 4) un champ continu de C*-algébres sur V.

DEFINITION. Nous disons que le champ continu de C*-algébres A est trivial sur
les feuilles du feuilleiage (V,:F) si 'on fire une famille des *~isomorphismes de

C*-algébres i, S(‘Y)'_’ Ap(y) s pour tout v & G,

Nous conservonsles notations de A.'Connes {7), en particuliernous désignons

1j2 /2
Pf“'n ={Q }, av

des semi-densités sur G & support compact, k: = dim F. Nous posons, par
définition, '

Q.(A)ﬂ2 = {p: AeFz— A.L‘ ; p_(?s.v) = | Al 1/29(0), ¥ s C}

le fibré des semi-densités sur V, I', (G, Qﬂ?) I’ensemble

continue
1f2 if2 ‘
Romarque. oAy =0 o4, .,
(i

!

Nous prenons I;} : = F©Q) 2)®T, comme I'espace des sections

(ay1/2

continues. Donc, nousavons un champ continu des C*-algébres sar V
QA2 = [ ol r

(AT ={UATY cpr Tt -

Nous définissons, pour chaque élément¥ ¢ G; v:x — y,

Q. A)ifﬂ. _Q(A)1/2 f2 1’2®Q(A) ~a?g A,
G
et
P s =1(G, QY@ r
Qig.4) 12 ¢ ?® A

123



Donc, nous avons un champ continu des (*-algébres sur G

ija. 1j2
‘Q'(G A) ({'Q‘(G’) }’YEG Qg A)I/‘?)'

Une fois la trivialisation du champ A est fixée, nous pouvons identifier les
restrictions de sections -sur des feuilles avec les fonctions sur des feuilles a
valeurs dans ' C*-algébres, fixées pour chaque feuille. Donc nous avons
Iensembie des sections continues qui sont lisses sur des feuilles du champ

({A } eV,F 4) que nous désignons ' (4). Donec les sections continues -

qui sont lisses sur des feuilles du champ Q (A)?fz sont définies par
I=(Q(4) ¥2): = I=QY? @ r=4).
C .

i
D’une facon analogue, nous définissons

=G, H72: = 1= (Q6)1?) @.T=4),
C

IY@G,H1%): = TT(QGD © T4,
C

on I'indicé «c» signifie ¢a support compaet ».
Comme dans le cas scalaire considéré par A. Connes [7] I'involution dans
T2((G,4)2) est définie par 1*(1) : = #(r=%)", ou le signe + & droite signifie

- 1 ) g ’
Pinvolution dans la C*-algébre Q(G, A) !(2 . Done, avec le produit-convolution

I*°(@(G,4)!'?) est unc algébre involutive.

Pour chaqﬁe feuille L du feuilletage (V, F) nous avons, par convolution, -
une *-représentation « réguliére a gauche =_ de 1’algébre involutive I c"’(D.((;J A)Ifg)
dans l'espace L?(L, A p) surle revétement d’holonomie L o= 2 & de L qui con-
" tient @, Comme le champ continu ‘de C*-algébres A est trivial sur les feuilles,

par I’hypothése, nous avons I’égquivalence naturelle des représentations = g etw
pour tout ¥ qui est contenu dans la méme feuille L de z.

DEFINITION. Le complete delalgebre involutive I' (D.(G A)ﬂz par rapport &
la norme

0f i = suplin (D]

eV

est appele C*- afgebre de A, Connes et désigné par c* (V F)

124



-

A
.

RKemarque. Le cas oit G n’est pas Hausdorft peut tre modifié aussi comme dans

A, Connes'([7, §6]. :

Maintenant mous étudions des C*-modules sur CX(V, ) et des ‘morphismes
entre eux.

Sth = {H } €y 98 champ mesurable des A -modules hilbertiens.

Supposons que pour chagque élément ¥ du groupoide d’holonomie G on associe

- un isomorphisme unitaire de H, sur H, ,olx= s(y), g=r(N): e, —
H

:L'

LYeH, . Nous considérons les sections mesurables du champ mesurable

allz @ HA = ({ 112 & _HA }xev,T).Donc pour deux 1/2-sections mesurables de
z , :

H 4, nous avons une 1/2—densité (mesurable) sur G, (&, m), qui est définie par
E ) (1) =Gty M) 0UT= s(M, 4 = r(7)
et un opératenr TE) =& °) € HomG(H A; {L3%G A )}) ev lorsque JEI o =
= [TEN <o
DEFINITION. Nous disons que I'on (fonne un champ continu des A_ - modules

hilber-tiens H , = {H, }LGVI‘ sur V/F, si on donne sur le champ mesurable de

A-modules bzlbertr,ens H = {H } ey URETE présentalion§ell . —EyeH, 1)
1"'

du groupoide d’holonomie, un espace linéaire [ des 1/2—secttons telles que
19 ' admet unsoas-ensemble total, dense en norme | .l .

) Pour tout &, m €T, (& M) & Ci(V, F).

3" I est fermé relativement || . 1 .

4%y Pour tous f eI‘ (A Q-(A)I/?) tel,ond E fel.

TUROREME 1. Il existe une bijecfion ‘en ces champs continus hilbertiens

H, ={H, }rev/p & les C*-modules sur C(V, F) de type dénombrable. O
L

Soient E,, E, deux C*-modules sur A(V F), H1 et H2 les champs con-
tinus des C* -modules hilbertiens correspondants (sur V/F) Nous disons gue la

tamille T = {Te} eps Tz € HomA (Hri , H2 )est un opérateur aléatoire si
T (EGT).—(T £) 07 pour tout Ee GAy, ot = s(’Y) et y= r(T) et TE, T*t sont
des 1/2-sections pour toute 1/2-section ‘é de H A " " respectwement Nous le
signons T € Ly Hph |
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Pour chaque paire des sections &, n ¢ I'( Q(A)1/2 ® H), 88 W= TE* T
définit un opérateur aléatoire continu et il admet une extension naturelle sur.
le C*-module correspondant « — 4(§, «), e € E. '

p

La cloture en norme dés opérateurs de type 0(8, 7) eést un idéal
K(H,) C L.(H ), et de plus L H(A) est C*falgébre des multiplicateurs doub}es
de K,(H,). ‘ '

THEOREME 1. Il existe un *-isomorphisme canonique entre les *-algebres
K G(H ) LgtH ) el les C*-algébres des endomor phismes compacts K(E), C*-algébres
des homomorphismes conlinus L(E) du C*-module E ,asSocié a H,.

-

8, C*-CALCUL PSEUDODIFFERENTIEL ET L'INDICE ANALYTIQUE

Soient E4, E2 les champs continus des A-modules hilbertiens dont les « fibresy-
E;  sont des C*-modules projectifs de iype fini sur A , z € V et dont les

restrictions sur chaque feuille L du feuilletage (V, F) admet une stracture de
fihré vectoriel de classe C™, F* le [fibré dual de F, n : E - V la projection
canonique et m*{(E,) les images réciproques des Ei, { = 1, 2, Nons définissons
"-la classe des symboles Symb __l(V, F) comme l'espace des sections ¢ dn champ

continu Hom ,(=*(£;), w*(£,)) qui satisfont les conditions

10%DEey, = DU < €, p L0+ 1217 F

pour tous (y, x, &) se changeant dans un compact K d’un systéme des coordon-
~ nées locales,

Sdient L? (iA) L) Lz-espace sur le revétement d’holonomie 7. de L, A vale-
ursdansla G’ ~algébre AL = A _,¥rel Cetespace estlsomorpheal espace des

L 2-sections du champ des ¢ "-algebres A :=A|; sur L.

Nous suppoéons, comme toujours ‘que toutes les feuilles du fenilletage
sont les variétés riémanniens. Donc, on définit les opérateurs de Laplace &

dans L2(T,', A, ) au sens des distributions, et ’'espace de Sobolev

g, ay:={fel® T, a,):a+8,)" fe LAL,AD )



1

AS, MIVunko et A.T. Fomenko [15] ont prouvé le théoréme de type de Vin-
clusion de Sobolev : :

- . 1 -
i (L, Ay Co H (L Ap), ¥s > s
et le théoréme d’isomorphismes de C" -modules hilbertiens :
q (L,AL) = L, (Ar) Yse R

Par la méthode de I'intégrale oscillante, comme toujours on définit
Falgebre OPD 4 (V, F) des opérateurs pseudodifiérentiels le long des feuilles, -

3 coefficients dans le champ continu de € -algébres A = ({ A} gy Ty) dits

-

C -opéraleurs pseudodifférentiels. Remarquons que {H® (Z, AL)}LGV/Fetses

vy
isomorphismes (de Miscenko-Fomenko) avec I, (4;) nous donnent un champ

continu hilbertien au sens du paragraphe précédent.

THEOREME 3. Les C -opérateurs pseudo-différentiels font des opérateurs
aléatoires dans ce champ hilbertien, et puis les c -opéral eurs elliptiques font des
quasi-isomorphismes (auirement dit, opérateurs aléatoires inversibles modules.
compacls). Donc ils ont l'indice analytique Ind D & Ky (V/F):= KLC (V, F)
Enfin, les ¢ -opéraleurs pseudo.dif férentiels d’ordre 0 font une suite exac-
te courte: ) _
" . 1o}
0 — CXV, F) ~ OPD{(V.F) — Symb (F,, Hom, (t*E;, w*Ey)) — 0
ou F; = Sph F* est le fibré en sphéres du fibre F*. [

COROLLAIRE. Chaque opé}'ateur elliptique déf init, et il est défini par son indice
analytique qui ést conlenu dans le K-groupe algébrigue K, (CX(V, F )) [

5. CYCLES GROMETRIQUES ET L'INDICE TOPOLOGIQUE. THEOREME
DE A. CONNES ET G. SKANDALIS-

Soient M une variété ‘(compacte) lisse, f une application lisse K-orientée
de M dans V/F, E un fibré vectoriel complexe sur M, dont les fibres sont les
C*.modules projectifs de type fini sur le champ continu de C*-algébres
f*A : = ({f*Ax: Af(x)}xEM’rf*A)’ oll Ff*AA 1= {sof,s € I'A}. Nous disons que
(M, E, ) est un cycle géométrique.
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Soit C3(X)1a (*-algébre associée au champ continu de C*-algébres sur l’espace

topologtque X. Nous définissons I;K.A X Y= KK(C 4(X), Cp(Y)); en parti- .

culier KK S, ViF): = = KK(C (M), C (¥, F). Nous assoc:ons, comme dans le

cas scalaire considéré par . Connes et G. Skandalis [8] & chaque application
lisse K-orientée f : X — Y un élément f ! € KK(X, Y) qui peut étre inclu dans
KK (X, Y) et nous obtenons par le produit de Kasparov

EXX) X K3, ¥) - K5
un élément f ! [E] de K3(Y) pour chaque [E] € K3(X). Donc, nous pouvons

associer a chaque eycle géométrique (M, E, f) un élément

WM, E, f) =11 [E] € EX(VIF).

Nous avons sfirement aussi le théoréme de [Uisomorphisme de Thom

K"'(Sph Fy == I(E(N). (I¢i nous supposons que V. ,R” et N soit le fibré normal |

de F) et le théoréme de pertodlczté de Bott K}(V/F) =2 Ki(V/IF X R™).

1l est clair 'que pour les opérateurs elliptiques le long des feuilles, & coeffi-
¢ients dans un champ continu A de C*-algébres, de degré 0, nous pouvons
restreindre la considération aux opérateursde Dirac de degré 0, P = pg. Pour les

derniers Ind (P) = [E] ® k!, ou P, = V — V/F soit la projection canonigne.
14

Utilisant aussile diagramme commutatif

N L% V/F X R®

/X

VIE

avec fl=jl @y ¢! @ ﬁ‘i ou f est 1’élément dé Bott, nous avons
nd () =[E] @ j! @1 ®, b1

= j! [E]@e!@nﬁ“f
N R
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D-autre part, si nous commencons par le symbole ¢ (P), puis utilisons
isomorphisme de Thom K (Sph F) = K% (N) et lisomorphisme de Bott

K* (V/F) = K5(V/F) xR2), et enfin si nous prenons le cup-prodmt avec 1'élé-

ment el KE(N’ V/F x R%: KK(N,(V x R?) /(F X {0}) nous aurons l'indice
topologique
Ind, : K} (Sph F) ~ K (N) ~> Ky (V/F X R“) ~ K (V/F)

S(P) [+ 75 (P) ] : - Ind, 5 (P).

Remarquons que ;(P) € K* (N) est justement le cup-produit de
[E] e K3 (V) et j1 e KK(V, N), pour les opérateurs de Dirac de degré 0,
P = PE . Donc, nous avons le théoréme de I'indice (de A, Connes et G. Skan-

dalis) généralisé.
THEOQREME 4. Soit (V, F) un feuilletage, p & OPD ,(V,F) un oPérateur elliptique
le long des feuilles. Supposons que V — R soit une inclusion, N = L (F, )

fz:bré normal de F. Donc, N est un ouvert transversal du feuilletage (V X R%,
F x {0})et nous avons I'égalité des indices analytique ef topologique

Ind_ (P)=1Ind,s(P) .

par le diagramme cominuiatif

Ky (V)

OPD (V. F)—> Symb,, (VIF) = Ky(SphF)== Ky(N) — Ky(VIF X B") o K < (V/F)
el

Dans les parties suivantes nous discuterons les applications essentielles de
ia théorie 'aux problemes de¢ linvariante homotopigue des hautes signatures et

de K-groupes de C* -algébres de groupes de Lie,

L’auteur est trés heureux d’avoir eun l'occasion de séjourner a 1' IJHES et -
tient a remercier sincérement professeur Alain Connes avec qui j’ai eu de nom-
breuses discussions concernant « K-théorie et € -algébres» et professeur Pierre
Cartier pour son soutien moral, ‘
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