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COHOMOLOGIES D’ALGEBRES DE LIE
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TONG VAN DUC

Institut Fourier

France

Soit M une variété différentidble connexe, paracompacte de diménsion n.
-Soit'T? M son fibré tangent s'ordre 2: c'est l'ensemble des jety d’ordre 2 des

applications différentiables de R dans M de source 0. Soient w?: T? M — M,

7;12

: T2M — TM et ols TM — M les projections canoniques. On a n? = 1'

1
Un élément o de T2M géerit: o = Ff ou f est une application différentiable'
o) -

de R dans M. Soit (U, ) une carte locale de’ J/ telle que f(0) € U. Le jet o est

défini par: '

d* :c'
LD

&l (o) = z (f(0)), ¥ (o) =

B 0y, i (o) =
dr

Soit (U,:-r:t) une carte locale de M telle que UL = ¢. Sur (:n:‘?) ‘1(1’1’{“,[]’)
les coordonnées !, yi, zi’ s'expriment en fonction de =, y!, ! suivant les

formules;

. 'Ll ' 2 ) i,
.5 £ . "t a:nl W 1 .
= o @) ¢y == yts = -k
 axt ot ox ox/
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drou les matrices jacobiennes dé changement de coordonnées :

B 0 o | .
a:ci
- 2 3 . .
a. x! j dxt 0
ax’ axt ax!
2 ¥ 2 .9 2 -y . It}
-a xt j }\' 6- st:I. Zj 2 a .’.CI gJ aa:]:
la:cj ox¥ axt axd oxt axt ot GRAN

Soit I une algébre de Lie réelle. La cohomologie de Chevalley de L est
définie de la facon suivante: les O-cochaines sont des éléments de L;
pour p > 1, les p-cochaines C sont des applications p-hnealres alternées

de LP dans L; le cobord o€ de C est donné par la formaule:

3C(Xy, Xyseens XP)= X (.__1}i[Xi, C(X e Xppnss Xp)]
0slisCp
L2 (=D CEX p XY Ko Xpors X joes X))
0 <J<p . | P

olt Xi e L, 0<i<p; les 1-cocycles sont des dérivations de L, i.e. des applications
D de L dans L telles que

DX, ¥]) = [D(X), Y] + [X,D(D)], ¥X,¥ € L3
les 1-cocycles exacts sont des dérivations intérieures, i.e. des endomorphismes

de L de la forme X — [X,Y] ou Y € L.

Sauf mention contraire, (U,z') désignera une carte locale de M, (U, zl, gty

on Uy, = (:n:i) ~1 (U), la carte locale de T4/ et (U, 2, . y's zl) ol U ={(r )_i(U),

la carte locale de T2 M induites par la carte (U,z!). Les mdlces iyjyk... varient
de1a n. ‘

Il existe sur la variété T2 un tenseur F de type (1, 1) défini par:
(1) F(-——af)=-a—., F(l.)—z— F(—a.-)mo.
7 - ox! oy oyt 0zt 0zt

F est de rang 2n et vérifie F3 = 0, De plus, quels que soient les [champs

de vecteurs XetY sur T2 M,
N,.(X, Y) = [FX, FY} + F?[X,Y}—F [FX, Y] — F([X, FY] =0,
Dans ce qui suit, on adapte les techniques de J. Lehmann-Lejeune {3] 4
I’étude de quelques algebres de Lie attachées & F.
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Soit £ un ouvert quelconque de T2 M, on- note L,(Q) Vaigébre de Lie des

champs de vectenrs X sur Q tels que la dérivée de Lie LXF de F soit nulle; on
a donc, pour tout champ de vecteurs Y sur Q:
(2) [X, FY]= F[X, Y].

LEMME 1. — X € L, () si et seulement si quel que soit I'ouvert U, de ™M
tel que Q [ U2 R XIQHU est somme sur Q [} U2 des champs de vecteurs des'
2 .

3 types suivanis:

. P, ' 2 X
) X*(x’)—a—.+@l—.yf~9—.+(——"’—”‘+ f)a_,
t ‘ aa:J

BxJ .oyt o’ ok oz
& W rieh 2y
y ax/ ozt

Iy ZE(ely — . |
ozt

Preuve, Soit X € Lg(2); dans Q1 U,, Xa pour représentation locale

X=X ._...._+ Y1_+ZI

ox! - Ayt ozt
Il résulte de (1) et de (2) que:
; g{i.=§X_"=0’ 911_.0 azfxzaYi’aZf=e£:a_X_’,
agf 8zl ozl 3y’ axd ez oyl xS
d’on la déco;;npositi()n de X en somme des champs de vecteurs des 3 types
cités.
Soient

L@ =Ly @NImF,
LK'(Q) ={Xe LF (1) de tytpe Ksur Q[ _02 » quel que soit louvert U2 de

T?M}, ot K =1, 2, 3. |
Les L, () sont bien définis et on a:

LEMME 2, — L(Q) est un idéal de L (£2),
L) = Ly (Q) ® Ly(9),
'L () es! une sous-algébre de Lie de L, (Q),
[L2 (), L3 (D] =0,
[Ly (), Ly ()] == 0,
L(Q) =L, ()& L, () & Ly (D),
L) [ Ker Flo= Lo (),
tout X e L(Q) se prolonge & (@) 1 (=2 (Q)).

67



Preuve — Soient X e L) et X' ¢ LF(Q), ona:

X=F(Z) ott 7 est un champ de ffectelxrs‘ sur Q,

[X, FY] = F[X, V] et [X', FY] = F[X, Y] quel que soit le champ de vecteurs
Y sur Q; par suite (X, Xj=[X", FZ] =F[X’, Z] et

[[X°, X}, F¥Y] =[X", [X, FY]] — X, [X’, FY]
| =[X’, F[X, Y]] —[X, F [X’,.Y]]
= F[X, [X, Y]] - F[X, [X), Y]] = F [[X", X], Y]

done [X°, X] g L (2); les auires propriétés se déduisent fééilement de (3).

On remarque les éléments de LK'(T2 My(K=1, 2, 3) sont des relévements

de vecteurs sur M et que 'application %(}) — L (T?M) qui &

. , i

I C LRSS JLAN. VRS

ozt oxt  ax/ oy
(22X LX)
a:z:ja:c[f aa:j pzi

est un isomorphisme d’algébres de Lie.

LEMME 3. — Soit X e LA(Q). Pour tout s gQ, le ;}erme en ¢ de X est le germe

en's d'un élément X° € LF(T2 M.

Preuve. — Soit 6 € Q et soit Ule domaine d'une carte locale de M tel que
(o) el et U < =?(Q). 1l existe une fonction différentiable sur M a support

dans U et telle que f =1 dans un voisinage de ,m2(c)f Alors F=1f.n? est 4
support dans U, et F=1 dans un voisinage de o. Sj XeL,(Q), X a pour
représentation locale dans U/ 2t :

. X . oxi . i
X=xi 2 450 ( < Xky’yk+?—}-{-_.zf)-9.—-
axr' ozl ay! ox/ ox ox/  / azl

Soit X’ I’élément de L, (T?M) qui dans U2 a pour représentation locale :

_ iy 2FXIy (FXEY A
X = (pxi) L g AX) 0 —l—(a—-——(F.X Lyl gk 4 2EX) z")—-q-_-
axt 9z’ ' 9/ ok o/ oz

Alors X’ ¢oincide avec X dans un voisinage de 0. Les cas ou X € L;(Q) et

X € Ly(Q) se traitent de ia méme facon.
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THEOREME 1, — L (T?#) =L (T2, L (T?31)),
Ly(T?M) = [L,(T?31), Ly (1% 1)),
Ly (T2 M) =[L, (T2 M), L, Tn’u)}_ (Z, (T2M), Ly (T? )],
L(T?M) = [L(T? M), L (T?M)].
Preuve, — So0it (U ), o 4 un recouvrement ouvert de M par des domaines
des cartes 4 adhérence compacte; d’apreés (2], :1 existe un recouvrement ouvert
de M, localement fini, plus fin (/ h)l e et une partition de I en une collection

finie de sous-ensembles I (K =1,.., r) tels que, pour tout I, les ouverts
U, ot hely sont deux & deux disjoints,

Soit (8;)) ¢; URE partition de l'unité subordonnée au recouvrement
Uprer
- ™ v S .
Sojent X e L(T? M) et X, =0X ot X =xl(X); soit ®, le support de

3{\1; il existe une fonction différentiable A, sur M a support contenn dans Uy

et telle que hM‘D;\ =1, Comme U, C U, pour un certain « ¢ 4, on peul écrire-:-

i

X B_Xl

aa:!'
\

Soient /f?\.,i et ff\l’ i des champs de vecteurs sur M 3 support dans U?.
définis par:

T, —=hm 2 7 2
K,I }\_ax[ » 3,,[ '—(hlf B.?\.ULI,- L -7 ,$z+1. )dt) axl
P fz’ -
On a X?‘=i=21 [ ?L,: A, ;] et puisque si A et A" ’EIIJHUAPU}{""?S
On peut défimir:
X > X, T 5Ty ., V.= X V
p’ J\-EI” ;\' u; ;\-EIH_ A|I p“:l AGIU‘ }\.

On a encore:

Ru= 2Ty Vb

=]
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I
Comme X =. = X, d’aprés la remarque faite.ultérireuement il existe
M= ’

deés champs de vecteurs T!J»,i et Vy , appartenant & L, (T2M) et tels que

oy

r n :
x= IJ»—Z_=1 iii [Tu’i, Ty il
Si YeL2 (T?M), on pose ?7\ =9{i" onY = n2(Y) et on désigne par s
une fonction différentiable sur M ayant son support daps U 5 €t felle que
glll’l =1 o001y, estle support de if\l Seit Gl =g, - 7:?.

Si Ym == Y;L —a—- est la représentation locale de Y A "dans U5, on définit
da!

les éléments Y, V , , de L (T2M) tTl de L ((T? ) par:

T I T
Yy=T@) —+2—y'—=
A A ayt o/~ ozl

Vy = (G,L }c[ Yl(., ens) dt) -

(61 ] Kt ) 2

y.] k +_ J )‘__a_.
_axf 8zt

BG}L ( 82 G?\'

ox/ axk
Alors Yy = : [T;L 7 V?\ ]« En définissant comme plus haut:

u' A u' AEIM K}’l u': H E a’i"

leIu
"on obtient:
YU' = [Tu'al, U« [-l '
I' \'r .‘ . I/\
Commem,| Y Y =T 2 ®Y)=T 27, ==n(Y)
- { =1 p. ] Aer A Zl-; A @
Y= T B eV,
naY = " . .
° W=t i=1 ,u’l u"l] ‘ '

Les aulres égélités du théorén:ie, se démontrent de la méme facon.
THEOREME 2. — Soit X ¢ L, (T? M) tel que son support soit confenn dans

un ouvert Q vérifiant @ = (x2)71 (n? (Q)). Alors X = X [T, V] (somme finic)
ott les T, V sont des éléments de L, (T?M )} & support dans Q,
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Preuve. — Les notations sont celles du théoréme 1, alors 1es images des
supports de X}‘, Yy,... par x% gont contenues dans U;L N Q2 oit Oy = n2 ().
On chms;t hy, 8y telles que leur suppori soit contena dans Uy 1 ’01 , alors

Tl,z V?\. .. ont leur support dans U2 5 11625 pumque le recouvrement (U'y)
Aer

de M est localement fini, il en est de méme du recouvrement (Ul)?\ de
. . el

T2 M ; par suite -
Supp Ty , = U Supp Ty, ; C © de méme Supp V ; =

€y
LEMME 4, — Soit U le domaine d’une carte locale de M ; sozent c e U

XeL, (U,) tel que j X(c) = 0. Alors il existe Ty yous Tp » Vs VP eLp (U2)

tels que:

Preuve. — Puisque X est somme des éléments de type I, IT et III, il suffit - ‘
" de monfrer le lemme lorsque X est 1'un de ¢es 3 types. On choisit les coordon-

nées locales de telle sorte que zl (6) = yi(o) = 7 L (5) = 0,

0 X=X +

- ; +
ik ozt ayt

aXi.yj B (B?X‘i yiyif axi. zj) 3
\axt axk ax/
On choisit TetVel (U, ) de la facon suivante :
si Xt = @ )4 F @? e a:" ), alors T¢ = (1) 2 et
vie (@)? fIIF (T4 soes x""i, t, oitl | xr )y di;
0 i

si Xi= (@)3a/F  ouj=i, alors TE =ala/, Vi=2a of £F (i t...) dE

. -
si Xi = (2 )2x1xkFouJ¢z,k =+ i, alors Ti=alz/, Vl—:v gk ({I' F dit;

lel—-—:c xjx o F ouJ=[=1,k¢l I i, alors T‘ma:fzck Vie ol _{Iith;
4]
saX‘—xka-” 1,mFouJ¢z,k¢z l#z,m;él,alorsT‘—-—xfa:k

= zla™ det_i
e

1



: T
a0y x =xi-2 4o 0

- . On choisit T ¢ Lj(Uz) etVe L2 Ug) de tells
ayt - ox/ ozt

o .
sorte que les composantes Ti et Vi de T et de V suivant -a—_ et — soient
oxt oy

exactement comme dans le premier cas.

3% X= X‘—. On choisit T g L, (U2) et Vel, (U, )comme dans les deux
ozt

auires cas.

On étudie maintenant les dérivationsde L, T?(M).

PROPOSITION 1. — Toute dérivat:;on D de Ly (T2 M) est locale el pour toul
X e L, (T?M), Supp D(X)  Supp X. |

Preuve. — Soit X & L, (T?M) et soit o un ouvert de T2 M tel que X, = 0.
Soit @ — (+?) T (n? (), alors X =.0. Pour tout o & Q, il existe des omverts
disjoints Q; et Q, de T2 M tels que Q@ = (n) "1 (=?(Q,)., «=1,2, Supp X
<y, 0eQ,; daprés le théoréme 2, ona X = 5 (T, V] ou lés champs T et

V ont leurs supports contenus dans Q. Comme D(X) = X[D(T )}, V]+ 2T, D(V)],
on a D(X)IQ = 0; par snite D(X)]Q = 0.

II existe sur T2M deux champs de vecteurs canoniques G, et G, dont les

représentations locales dans l'ouvert U, sont:

C _‘y ———,C——y —‘+2Z“-—
8z! ayt azt

En utilisant le lemme 1, on vérifie facilement la proposition suivante :
PROPOSITION 2, — Les endomorphismes: X — [Cy, Kjei X — [C, , X] de
LF(T2 M ) sont des dérivations qui ne sont pas intérieures. ‘Par [suite

dim HI(L, (T2M) >2.

D'autre part, il existe sur T2 M - une structure presque-tangente dé-
finie par:
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J est de rang n et Ny = 0.

Si O est un ouvert quelconque de T2 M, on désignera par £ J(Q)'l”algébre de
Lie des champs de vecteura sur Q tels que LyJ=0;0na donc pour tout champ
Y sur Q: e
@ [X, JY] = J[X, Y}

LEMME 5. — Un champ devecteurs X sur Q appartientd £(Q) si el seulement
si‘quel que soil Louvert Ug de T2M tel que 2 VU, + 6 X|a ) U, est somme sur

QN U2 des 3 types suivants:

px@ 24252
_ axt  da/ GEs
Gmy &, )
8yt
NRA G g")—aaT.

Preuve — Soit X un champ de vecteurs sur Q. Si dans U, , X s%écrit:

X = Xi J + Yi d + Zi d
ot ayt ozl
le fait que X ¢ £;(Q) s’exprime-par: '
ax! _axi'_ o oL o 2zl aXi
o/ oz aZl , 2/ ax’

d’ot1 la décomposition de X en somme des champs de vecteurs de 3 types
mentionnés, ' : ‘

~ Jusqu’a la fin, on suppose que la variété M est affine. Soient:
L (@)= L£;( () Ker Jio, ‘
L ()= {Xe£; () de type K sur & ] U, quel que soit l'euvert U2.} ol
K=1,2,3. '
Les £y (©) sont bien définis et le lemme suivant est une conséquence
immédiate des définitions données :
LEMME 6. — £ (€) est un idéal de £ ; ().
£,(€2) est une sous-algébre de Lie de £, (£2),
£, est une sous-algébre de Lie de 2 (),
£5(Q) est un idéal de £, () et de £ (),
[£5), £5@]1=0
L@y = £, D L4 (€D),
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. __i . .
tout X € £ (Q) se prolonge (:TC?) ( :rz?(ﬂ) Y
. ‘ . N —1
tout X € £, () se prolonge d-(=%) = (=2 (Q)).

LEMME 7. — Soit X & £, () (K =1, 2, 3). Pour tout o & €, le germe enc
de X est lIe germe en ¢ d'un élément X’ & £y (T2 M).

Ce lemme se démontre exactement comme le lemme 3.

1

THEOREME 3,
Ly (T2M) = [£4(T? M), £,(T? M)}, 2, (T2 M) == [ £,(T>M), £, (T2},
2y (T2My = [ 2,(T2M), £, (T2 MY, £(T?M)=[2 T? M), £ (T? M),
£,(T2 M) = [ £,(T? M), £,(T? M)].

Preuve — La premiére égalité se vérifie exactement comme dans le cas

de L,( T2 M). Soit (U 2 rer le recouvrement ouvert de A utilisé dans Ja démons-
tration du théoréme 1. Soit (6,) rer 12 partition de l'unité subordonnée a

U aer et_,(@h) )er 12 partition de l'unité 'associée sur T2 M. Si Y ¢ £, (T2 M),
soit Yy =@, Y; ¥, €£,(T?M) et son support est de la forme (x?) ~1 (@)
o &, est unferméde M contenu dans U, Soit k; une fonction différentiable

sur M & support dans U, et ielle que hhl‘D?\ = let soit Hy = hy. «?

Si Y, a pour Ireprésentation locale YA=Y;. (xf, yk) 1:!? dans U 9, A» Solent:
[+ -
D=7

‘Y . . ey ) .
Et Vl’ i == (H}L fl Y[?\'(xi, LI Y 3:na gio-o-s yt—i » !y yl+1 Aesey yﬂ) dt)a_yi-o .
/]

’ 2 \ It
Alors Tl, ; et Vl, ; €§L,(T°M)etona Yy = i=21 [T}.’ ;s V:«., N
En posant T!-l, ;= ?Lzef T}H ; et Vll. ; =A§I Vh, ;» on obtient
23 u,
r n
X=u2 . Zi[Tu’i, Vu, i]' SiZe £3 (T‘?M) est tel gque Z?\.= @J\. Za
=L = - .



poﬁr représentation locale Z = Z; (:cl, yk)ii ,» ONn prendra:
oz

d

A T d . i 1
Tﬁ,. [‘= HK I et D?\’ i= (Hl f Z;\ (&‘3 sad,s xn 1L ,-o ) dt) a !
0

ay'

THEOREME 4.—SoitXe £, (T2 M) (K = 1, 2, 3) tel que le support de X soit
sontenu dans un ouvert vérifiant Q = (n° )~ 1 (=? (D.)) Alors X=% [T, V] (somme

finie) ot T, V sont des élémenis de £ ( T2 M) a support iricks dans Q.

Méme demonstratmn que pour le théoréme 2.

LEMME 7. — SoitlU ledomaine d’une cartelocalede M, Sic e U2 et Xe gJ(U2)
-2 _ . , .
(resp. £(U,)) tel que j X(o) = 0, alors il existe Ty TP’ Vs Vp € £,(U,)

P . :
(resp. ‘£(U2)) tel que X=B‘§1 [Tp s VB] et .f1 7?3 (“)—-":.fi VB(C’) = 0.

Preuve. — On choisit des coordonnées locales sur. U2 telles que zf (o) =
=y (o) = 2l (o) = 0.

1) Si X € £,(T? M), on choisit T et V & £, (T?M) exactement danslademons_

tration du lemme 4 1

Fol oy <2 on choisit T 7' =, ¥ 2
2)X=X(m,y)ayi:°n°h°1“tT T oy’ » V= V@“commesult

. si Xt =(@)4F @, gb),

i-1

: St
. " . » y . . P
on prend T* = (.yI ¥, V=@ )203 F (2, yi,..., ¥ 1, Ly~ Lyt dt,

o Si X¢ ._—z(y")s ule ot uf =z ou y¥ et k£,
W |
Tl =gt uk , Vi=y' § 1F(,., t.) di.
0

o $i Xi=(y')2 W uk Fonj+i k+i,

L. , . yi
TI.= yl u.]’ Vl = yl ukof F(cu, t,uo) dt-



e SiXl= ylu/ukulF ot j =4, k 1,1 # £
i
. . . A
TU = w/ut, Vieual [ tF (.., te..)di
0
e SiXi=w/utulum Fou jzi, k=i, l4=i,m=1

i

. , . ¥
T! = uJ ak, Vie ol u'"f F(..., t,..)di.

3) X =X — on prend T =T = Vv =Vi—a—_-comme suit
ozi ay: , ozl

e Si Xi= (I }F, Ti= (@), Vi= fy 2y t.)dt,
0

¢ SiXi =y YulFouj+i
i . S
. . . .
Ti= g2, Vi=y/ [ iF(.. t,.)di,
0 .
o Si Xi= (yi 2 u/ukF ou Xi=yiy/ukul ou X! =ufdkul u™,
on choisit T! et V! comme dans 2).

PROPOSITION 3. — Toute dérivation D' de £, (T? M) laisse invariant L(T? M)

est une dérivalion de L(T?M).
[ﬁ(T’? M)

Preuve. — D’aprés le théoréme 3, tout X € 2(T?M) est de la forme.
X = [T, V] (somme finie) ou T, V € L(T2 M) ; par suite D(X) = Z(D(T), V] +
+ [T, D(V)]) € £(T2 M) puisque £(T?M) est un idéal de 2, (T2 M).

PROPOSITION 4. - Toute dérivation D de £; (T2 M) est locale et Supp D(X)
Supp X pour tout X € £,( T2 M). Les déribations de’g(T2 M) onl mémes propriétés.

Méme démonstration que pour la proposition 1.
Le lemme suivant est une conséquence directe du lemme 7.

' LEMME 8. — Soii U le domaine d'une carie locale de M. StoelU, et
Xelrd J(U 2) (resp. £(U2))' fel que j3X(s) == 0, alors pour toute dériz;afion D de
£,(U,) tresp. £U,)), ona D(X) (s) =0.

[ sera toujours le domaine d’une carte locale de M.
Soit A: L(U,) — £(U,) définie par :

A )= (B ) 2

oti Fi sont des fonctions définies sur U 2 qui ne dépendent que des & |
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Dautre part, soit T == G; 2/ 9 un champ de,vecteurs sar U,on Gi sont des
azi Y

fonctions différentiables des xf seulement. T¢ £2,(U,) et ona:

o,

LEMME 9, — A el lapphcatton X — [X, T sont des dérivations Ide £(U,) qui
ne sonl pas intérieures. ‘ )

THEOREME 4, — Soit D une derwat:on de £(U,); alors il existe Z;, Z2,
Z;e £ ;U de type 1, 2, 3, Aet T tel que Y X € £(Uy),

(6) D(X)=1X,Z;4-Z, +Z]+A(X)-}-[X T].

Z1 et Z A, T sont déterminés de maniére unique.

Zg nest déterminé qud l'addition prés de H (:cJ) ——

Prenve — Supposons qu'il existé Zy, 2y, 2%, A, T qui vérifient encore

(6). Si I'on pose:

3 oAl ;9

Z,—Zy= Al — :
axt ox’/ oz .
Z2—Z'2=Bi"a‘(3—lf' 1]
g
7. —Z%=C"—2
3 3 )

Flim=fl—F Gi=Gl—G1,
dans [X,(Z; —Z))+ (£, —Z’)-]—(J —Z, Y+ (A —AYEX) +[XT—T"]=0

i i
_.,"on obtient QB—— = A ; de méme pour

oy’ oy’ oyl

en faisant X =

, il vient

X = yf__a.__-, on trouve B! = F»i=0; pour X = !
L oyt ‘ . ay’

Al=0etpour X= ——, 6. =0
gzt 7
L’existence de Z 1 Z 23 Z 33 A, T découle des lemmes suivants,
LEMME 10. - Il existe Z € £ (U,) telle que la dérivation
g 9
X D (X)=D(X) — [X, 4] de £ (U,) vérifte D, (_597 ) —0.
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3

Preuve. —-Si I’en pose D (——-a——)= Dt 0 »de D 2 s _6_1__1 = 0
oy’ gt ayf oy"

R aD’f- .
aD] = aDk aD J Donc il existe sur U, des fonctions

tl résulte que -
ayk Iay-’ oy~ ayf

ap _ p

i - .
D_ =D" et -
oy’ I

différentiables . D' (z/, y*) et D'l (&7, y*)telles que 9 ;

oyl

1l suffit de prendre Z =D’ __ﬁ__ + 6‘
ay' ozt

LEMME 11, — ll exisie Z Zye L£y(Uy) detype 1, 2 et une dérivation A de
£ (U2) ‘ telle que la dérivation X—=D,(X)=D,;X)—-[X, 21_5_32] — A (X) de

£(U,) vérifieDz( 9 ) 0,D, ( -—a-)——U D, (.1} —Q“:")=0-
oy’ oy’ .

Preuve, - Si I'on pose :

D, (xf—“a_")=pf?" 4 pk 9
ay/ Joayk T gk

by (2 )= Bt 2y k2

ayl I gk I gk
! . . .
. de D, [ , rli] 91 [ 0 » 4§ 9 '_}=0 » on déduit que les fonc- -
ay oyl ay oyl .
tions D D’ D;’k, ﬁ’j{’j ne ,dependeﬁt que des xf .
De D, ([:v’ aaf .y ;m J): 8;.D1 (a:" - m),on obtient ;
Loy J ' y
Jisk o Jdake L _ sk
| Dyf=0sijk, D=0, 0 =DPF.
De D;:({y — yl—a——])“—" 8 (Di(y —)) 5, Dz(y -a—) : \
oy/ T oy I aym// ! ay/

il vient:

~Ta fp . . Ni ~iyk ,ljk
D;j =0sij=k D_,- = Dy, Dj —-031:+]

De D ([Hl—a—‘ yjii“-]) D ([QIL—QEL ) on obtient:

oy’ : oy oy oyl
"‘-'11 kI “"i.’jsk I
Df "= DJ .
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Soient D', D' et F' les valeurs communes des D;.'J, _Ij:;J, D’jj’i, alors :
. . I '
[ O a )
Z;=D'—+ 2
axt ax/ 8z

~~ : . - n i : #
Z,= DI—S— et A(XI—-a—_— + Y‘——?—,—) ( z QE—) (F'—P-—) conviennent.
ay' oy’ az! i=19gt oz'
LEMME 12. Il existe un champ de vecteurs T sur U, tel ;Ju'e la dérivation
X —Dg(X) — [X?T] de L(U,) vérifie
Ds(._i_.) — DS(——a—_)=OeiD3(:ci—af):D3(g"_a___)—_- 0.
oyt ozt ' oy’ - oyt

Preuve — Si 1'on pose Dz( -—a-—) = D¥ — 9 o D’f‘—— de D (-—ma .,.——-—a. ) =0, on
ozt 1 gk i azk oy azt

dedult que D“c et D’k ne dépendent que des. 2! . A parlir.de D, a: ] yi—i_— =
9z oy’

= 0, on obtient D*‘-—._—Q On prend alors T = D’l"
azk

LEMME 13. — Pour fout X & 2(U ) dont les composantes suivant —2—1- et —a~i—sont
. ay 0z

des polynomes en o et y' de degré < 3, Dy(X)'= 0.

Preuve — ul désignera soit z!, soit yi.

(1) Si on pose Dy (uiuk—&) = le’ —+ Dy Ul 9 ) résulte de
.oyt / oy’ azl
}js {__.a_', uiuk__a._} = O que D'k’ et D’}k’l sont des fonctions des x';
ay™ 3y’

de [gm—a——, yiyk———J = !yk-—a—_ on obtient DS ( yiyk~—a—.~) = 0,
i aym J ayJ ayJ
de [xi_.f_., (yk)z—a——.] = inyk—a—_ on obtient D (:cﬂyk_a__) = 0,

ay/ ayJ oy/ oy’
de [a:’._a_.-, xkgj—a-;] — 2'2*-2_ on obtient D, ('xi:cki.-) = 0.

ay/ oy’ ay’ oyl
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De D3 ([-:'—a—' 3 !Ii uk Hl 9 - 1) = (}
m ' J
ay ay

-

on obtient[ , Dg (ui uk ul ) __—l— 0.

ay™ oy’
i) ; i -
de [y”‘———-,y‘yky’ ] iyt yt -
ay™ ay! oy
on obtient D ( yl gk g _—a——) =0,
3 ay.f
. . ?
de ll-. ym d 2t yk yl 6- — i yk yl -
oy™ oy/ 1. 3y

on obtient D (a: gyt —~—a—) = 0,
3 ay.l

de {a:i xk , (g1 )? —-——a_'l = 2zt o yt t.2
‘ oy’ ay/ oy’
on obtient D (m gt —E—) =0,
3 ay
de [_wka ___a__,xlym__a,__ ikl 2
: oy oy’ oy
on obtient D’ (:ci zk xf ——a——) = 0.
3 .oy
3)
De D, ({.—a_. ,u"-—af])z;() 0n=obtient{ d s Ds (Hf a_)]:ﬂ,
oy 8z’ oy™ az/
de [H‘—a—.-.'ym —E—,-_-—]= ut —67 on obfient D3 (Hi _?__)z 0,
ay™ oz’ azd ' ' 8zt

de{uiuk S, ym —-a—,]'muiuk _a-_ on obtient D3(uiuk a_ )= 0,
) BZI ozt azl

de[uiuku‘ _-E-—-,gm il: i uful —a—_- on obtient D ( i gty _aﬁ)_ 0.
oz’ oz/ ozt

Entin, soit X € ﬁ(UE) ; quel que soit s ¢ Uy, il existe X’ e £ (U.Q) dont les
composantes sont des polyndmes de degré < 3 et tel que P =X (o) =0.

} . .
Par suite DS(X — X) (6) = 0 (lemme 8)}; d'ou Dy (X) (o) = 0.
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Dautre pari, il existe sur T2M un champ de vecteurs canomique C dont

. . ;0
l’expressmn locale dans un ouvert U, est C=zt—

”'l

LEMME 14, L’ applzcaizon A - [X, C]U 1 est une déripation de £ (U )qm

n'est pas iniérieure; par suite dim H* (£ (bz) .
THEOREME 5. Soit D une dérivation de £y (U ). Alors il exzste une constante
k et Yng(U ) tel que Xe £, U, D(X)_ [Y ACI02 Y); k et ¥ sont

uniques. dim H1(£(C,)) =1.
Preuve. S'il existe k, &’ et ¥, Y’ qui satisfont le ‘théoréme, alors
[Xs(k— E)Cp + (Y —Y7)]==0. Comme
2 - »

-~

S , ¢ i_, C..1=0, les co‘mposantes-de Y — ¥’ sont constantes.
ozl IU?. oyt (U2 , ‘

Puisque

kO Lk _O Co 1oo= rm B i 9 C =0
[m ot +.~ ozi [U-‘?] }L oy’ |U2 1Y ay/ ~ U2 '

on a: : ¢
Y=V E@)=¢ - (@) =F-")¢)=0;
par suite .
0
— (k= =0
| [azf’( “CIU?] °
et k=L,

Comme ) ; est uue dérivation de £(U,), la dérivation D, du lemme 10
[£(Ugy) : 2 1
e
se prolonge a £,(U,) puisque ﬁ((;’z) est un idéal de £;U,). La dérivation
: : : 3
X - D’2(X) = D,X) — X, Z, + Z2] de £ ,(U,) est telle que D’Q(——.) = 0,

8yJ
P | P
* I | = 1 L . P .
Dz(x ayj) O,DQ(y gj) 0. Siisj et
D’ ( y/ 8 Fl_® o Fisont des fonctions des x?, Si l'on pose:
2 ay.f ay!_ o
. i
N (R R P
] 2\ oat az! ay! * X -+ oz!
s o ‘' 0 . i) k i)
¢ '2([63:‘ ayf ) ? | o/ oyl
0 o] .
- =0=[D’(—?), k__] si k+j
([ y" ay’ ]) 2\ o y, ay’
=[Dé(i) yj-i]—i—[a F—-——mk:_,_
dat ayf dat ozl



on déduit que:

‘ot que F! sontdes-constantes.

e o fof & eh, 2 lon (2w R )]
azt " 8zl oy’ oyt

D;([mk~3.—+zk 2.4 —a—.])$0=[9}» (?Ckifzk-"a—), y‘i—]

A ax! az!
silz= ) ' ' ' -

=[D;(fc“—°—.—+zki), 72| a2 2 2 e

art L 8z

0 : D g
— —i—‘zl‘ - ) sur 0 - et e - sont

On déduit que.les composantes de D; (a:k
’ ax

nulles, cellgs sur -—E_- sont des fonctions des af et F! = 0. Donc D, = D; .0n

ozt
en déduit: ‘
0 0 0 g0 .
VAN _ -

axt ozl

'Donc. les D;ksont des constantes, De méme:

. 0 k8 0 k O 0 d
Dz({xk—'.? ~z-———_—,_—;D=Im '—T-l—zk—-.‘, Dsc——]
L st KL - L ozt ozl ozl

impligue gue D}i = D’f, D;—l.-"~=10 siy4=i. Le champ T du lemme 12 devient

) \ of __ ,k__‘
T: I{C‘Uz ou k :7Di = Dk = T
En résumsé, on ale

LEMME 15. — La dévivation: X — Dy(X) = Dy(X) — k[X, Gy ] de £,(Up) est

telle que D, (_f’_._) -l 2, p, (xk 8 4k _E_T)quf'f 2w p
aat az! ot 2! ozl !
el D¥J sont des fonctions de xl et D, (X) = 0 pour toul X e £(U,) dontles com-
; ‘ .
posantes sont des polynémes en xt et y! de degré < 3.
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Camme [D3 (—a—-). L + -o—, Dy (——o—)] %U, soit

axi / sk 1 | ax axk
BD}{ BDJ_; ) L. on/ '
= == —' il existe des fonctions DY(aly sur U, telles que —=pnJ,
oz’ oxk S ot t
Soit Z}= D/ ai . Alors X — D, (X) =D,(X) — [X.Z} ] est une dérivation
az . .
de £,(U,) telle que D, (-—"—) =D, ( —°—) =0, ( 5 )=o.
: ozt Aoyt ozt
Si I'on pose:
Dé(xke—ar + 2 a, ) =D 8 ot D™ sont des fonctions de a:i,
: i i i { i
ox azt /- 9z )
Comme D4 (a:k—a-,—+ s a. ) =0, lesﬁf’lsont consfantes,
ax! o

DeD4([mk—a—,——|—zk B- R :rmwt’—+zm 9 D:&'I." (/13;:'! 0 )—-

' axt | ozl ok ozk az!
-—-/ﬁ;“’l al on déduit que /13':” = 0 pour ! # i, /ﬁ:m = 0, ™ = ﬁ:”k .

az :
. i'” ~i 0 ! i ik - L2 L5 T
Soit Zy=TD' — od D' =D, alors X = Dy(X) = Dy (X) — [X.Z5T  est
T 0 E 9 k9
une dérivation de £,(U,) telle que D5( ——f) = 0, D5( T + z . ):0
At arl a7t

et D.(X)=0 VXeﬁ(U2) dont les composantes sont des polynomes en z' et y'
de degré < 3. '

De 05([—6—, kaj—a—_'——k (szk + :vkzj)-a—_])_ =0
ot i .

o az!
D, ([_ﬂ_ RN C L -’Ckzj)'—a—-]) =9
ay! axt - : ozl :

1 =

On déduit que toutes les composantes de D5 ( ok a?i -+ (:c‘k zJ'+ ’
. T
4 xf zk ) a_ ) sont constantes.
ozt '

De [:r’——a——--{—zl ot o -—a—.——i-(szk-fr-xkzj) ]
. ax! 3zt ! dzle

i a P ko, E_Jj D .
_—_-xkasj - + @+ z’) —
ax’ ' le |
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on déduit que:

) Bxl BZJ
Par suite:
Dy (| St ela™ 2 4 e ot o b el m)—l.])xo.
ax! ox! 9zt p
D5 ([ 'a‘_"xiijxm —9:"' +(Zk$"mm+:v "z —|—:z: m*’zm)—a——-]) = 0
ayl ' aCCI ) az'!

ce qui implique toutes les composantes de

- Dy (;v x"xm — + (2™ 2k ™ 2 g 2 sc-’zm)
o ) dzt

)

| De [ b 2l gkl gm 2 gkl pm | ghgm ) . gkyl om) —a—l
o az‘ ot - oz

sont constantes.

z(mkxfam—— e (zka:J:cm +x z-’:cm + xkxd 2m) —)
ox! oz

an déduit que:
D, (:Ll‘mj a® o (Zhpigm o g zf:vm+ zkpf 2m) _“‘—,‘)=0-
’ dél’ll azl
Ainsi D, (.X):ﬂ VXe £U,), dont les composantes sont des polynémes
en x! en y de depré g 3.
Il en résulte que D (X)(0)=0 ¥o eUQ. Si I'on désigne par Y la somme
de tous les champs Z obtenus, on a:
D(X) =[X, kCy; + Y].
THEOREME 6 — dim HY (2 (T2M)) = 1.
Premve. — Soit [) une dérivation dg £ J(TZM). Soit (U?L) ae/ UD reconvrement
ouvert de M par des domaines des cartes locales et soit (' 2'1) re I le Tecouvre-

ment correspondant de T2 A, Pour tout »e I on a une dérivation DU‘  de
gJ(Uz’A) définie de la fagon suiva:’l‘te: ¥X e £; (Uz,?\) et tout ¢ ¢ UZ,?\. ,
DUz, g (0) = D(X")(c)ou X* ¢ £ J(T‘?M ) qui coincide avec X dans un voisinage '

de o DU2 ?L(X)(G) ne dépend pas de X’ d’aprés la proposition 4,
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Par ailleurs, pour '_tout A, it existe ky et Yy tel que DU N (X) =
B 2’

= [X,,r_flcle’l + Y,] ¥ Xe 2, (Uz,l)' Comme les restrictions de DUZ,?L etDUQ R

a U?\ f1U,, sont égales, il en est de méme des restrictfons de k, et k}L d’une
part, et ¥, et Y,. d'autre part. Donc il existe ket Y ¢ 2 (TZM) tel que ¥hiel,

= Y,. Comme DX, ,0n a:
(2R Py, =Py, ( 02,1,

D(X) = [X,kC + Y] ¥ X € £ (T2M).

If-_k;‘_etY
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