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INTRODUCTION

Le but principal de cet exposé est de démontrer existence et l’unicité des
. solutions 2 variation bornée et continue a droite d’'une nouvelle classe d* équa-
tion d’évolution. I.e probléme posé est le suivant. Soit C une muliifonction de
[0,T] & valeurs convexes fermées mon vides d’un espace hilbertien H. Soit
a € C(0). Trouver une fonction u: [0, T| — H, a variation bornée, continue a
droite telle que

u(0)=a
du
— @a® € Meq) @O |dul = p.p.
01 du est la mesure différentielle de u,/du] est la variation de u, !g i () estla
densité ‘de du par rapport a |du| et al[’c(t ) (x) est le sous-différentiel au point

x € C(f) de la fonction indicairice de G (t),

() J Osize (5]
x/= .

clt) + oo six QC(D .
Récemment, Tanaka ({13]) adémontré l'existence et l'unicité de Iéquation

{

d'évolution précédente dans le cas particalier suivant: H est I'espace R!, C(t)=
=D — w(ft), t € [0, T], ot D est ua convexe fermé d’intérieur non vide dans

R’et w est une fonction continue de [0, T] -2 valeur dans R! , De fagon -

.3



précise, Tanaka démonire qu'il existe une fonction (unique) a variation bornée

et continue u: [0, T _RI yériliant: u (0) = a € € (0), u(?) + w(l) € D pour tout
t .. |
2 .

t e [0, T} flh—(u+ w)] du > 0pour 0 < 12 < T et pour toute fonction
p ,

: 1
continue k: [0, T] — D.1l est bon d'établir le lien entre les résultats de Cas-

taing ({1}), [2], [3])» Morean ([107) et Tanaka ([13]). Dans les travaux de Castaing
et Morean, si C est une multifonction A variation bornée et continue & droite
(ou & rétraction continue & droite) de [0, 7] A valeurs convexes fermées non
vides de H, alors le probléeme d’évolution, précédent admet une solution unigque

a variation beornée et continue 2a droite. Dans l'article de Tanaka, [ est de
dimension finie fet € est la translaté d'un convexe fermé d’intérieur non
vide D par une fonction conlinue w qui n’est pas nécessairement 4 variation
bornée. Bien évidemment si w est & varjation bornée, le résultat de Tapaka
est un cas particulier des résultats oblenus par Castaing, Moreau car, alors,

la multifonction C: t — D —w(t) est a variation bornée sur [0,T]. La nouveauté
dans Péquation considérée par Tanaka ‘est la suivanie : la perfurbation w

nesl puas nécessairement @ variation bornée. L’intérét d’obtenir I'existence et
" Junicité de ce prebléme d’¢volution est que cela permet 4 Tanaka de traiter
un propléme'd'évohition avec perturbation stochastique et condition au bord
dans le cas ou la multifonction C estle transialé d’un convexe fermé d’intériepr
non vide de R! par une application continue de [0, T) dans R!; le cas on =1
est connu des spécialistes des équations différenticlles stochastiques. A cesujet,
je renvoie le lecteur a la bibliographie de l'article de Tanaka. Signalons aussi
aux lecteurs intéressés le réceat résultat obtenu par Krée ([8]) sous dés hypo-
theses différentes, concernant ce probléme d’évolution stacha'stiqué. En fait, il
est formellement possible d’envisager la perturbation stochastique d'une équa-
tion d'évolution de la forme

du(t) + A, (u(®)dt 3 b(t, ut)dt + o ¢u(l) dBft)

ol A, est un opérateur'maximal monotone, un mouvement brownien et les
coefficients b, 6 satisfoni aux hypothéses habituelles dans les éqnations
dirférentielles stochastiques. Une telle équation d’évolution est difficile 2
résoudre dans toute sa généralité ; les difficultés proviennent du terme
6(1, u(t)) dB() méme dans le cas ol 6 est identiquement égal a4 1. Lorsque §
est nul, I’équation d’évolution précédente se réduit aux équaiions d’évolution
avec perturbation convexes et non convexes, déja étudiées par Gamal ([6]) dans
les espaces de Banach

~u(t € A, (a(D) + F(t, ul®)
. " f u@)=aeDom 4,



Dans cet exposé, on présente quelques résultats de compacité et de convyer-
gence permetitant de résoudre le probléme d’évolution posé dans le cas o Ig
multifonction C est de la forme '

C(h) = I(t) — w(t), t & [0, T}

ol I est une multifonction & variation bornée et contimue & droite (ou & rétrac-
tion continue a droité) de [0, T] a valeurs conveke_s fermées non vides de H
et w une fonction confinue de [0, T] a valeur dans H telles que I(t) — w(p)
contienne une boule B (¢, r) de H ‘pour tout . & [0, Tl. Si w est a variation
bornée, le probléme posé admet une solution unique, a variation bornée et
continue A droite d’aprés les travaux de Castaing et Moreau et ceci, sans aucune
condition supplémentaire portant sur I — w. Par conire, si w n’est pas a
variation bornée, il est trivial de voir que le probléme posé n'admet pas de
solution si la condition de régularité: C(f) = f{t) — w(ty D B, r) pour tout
t [0, T], n'est pas satisfaite. It suffit de prendre I'(f) = {0}, ¥ ¢ € [0, T] pour
se convaincre que le probléme posé n’admet pas de solution a variation bornée
. et continue a droite.

Pour terminer ce paragraphe, signalons que la résolution du probléme
posé nécessite des techniques nouvelles qui sont totalement différentes de
celles habituellement utilisées dans les problemes de perturbation des équations
d’évolution rencontrées dans la littérature, ' '

[

1. RESULTATS PRELIMINAIRES

Rappels et Notations., Une multifonction I' de [0, T] & valeurs convexes
fermées non vides d'un espace de Banach est «a variation bornée et confinue d
droite» (V B C D) sil existe une fonction positive croissante continue 2 droite
~sur [0, T, v, telle que, pour touts >~ 0, tout f e [0, T], tout = ¢ I'(h, il existe
te|ll,ttcletyeI(t) tel que y — x & @{(t) —v(®)) B ou B est :1a boule
unité de E. Remarquons que toute fonction u: [0, T] — E, a variation bornde
et continue a droite est V B € D au sens précédent. :

Désignons par {0, T]c-éd Vintervalle {0, T') muni de Ia topologie droite

et par Eﬁl’espaCe vectoriel E muni de la topqlogie faible o(E, E°). Si E est
réflexif, si I' est une multifonction VBCD, de graphe séquentiellement fermé
dans [0, T] X E, de [0, T'] & valeurs convexes fermées non vides de E, il existe
([1}s 2], [3]) une application u: [0,T) - E, V B (¢ D, qui est sélection de &
(ie. u(®) €T (I) pour tout i e [0, T]); de facon précise, étant donné a el (0
il existe u: [0,7] — E de la forme '

u ) =a I[O, t] "(3) v (ds), ¢ € [0,T),



ol v es! la mesure borélienne posilive associde A v sur [0, T] etu: [0, '] - E
une appltc%tlon v-mesurable de [0, 7] dans B. L'existence d'une felle sélection
repose sur méthode de discrétisation et sur la compamteﬁ faible de la boule
maité de Lg® ([0, T, v) ([1], [2). [3]. Ce résultat d’existence est valable pour le
cas oll F est un espace de Banach arbifraire si I’'on remplace dansla définition
4 & pariation borhée et continue a droite» de I, la boule unité B par un convexe
faiblement ‘compact K. Ceci n’est pas trivial car la compacité faible de
I’ensemble

| SK={HGL§?([O,T],v)Iu(t)eK V. Pe P}
n'est pas triviale ([4], {5]). Par contre, Sp n’est pas laiblement compact dans

L - ([0, T] v} si E est un espace de Banach non réflexif. D’oll certaines

precautlons nécegsaires si 1’on désire obtenir des résultats de ce type dans le
cas des espaces de Banach arbitraires. Nous verrons plus loin que I’existence
des solutions du probléme posé dans l'introduction fournit, en particulier, des
nouveaux resultats de sélection V B ¢ D d’une classe de multifonctions,

Le résultat suivant est.connu et admet une version multivoque ([4], theor.
V1. 3, p. 167). Nou reproduisons ici un énoncé qui s’applique direciement au

: probleme en vue. .

THEOREME 1. Soit E un espuce de Banach réflexif separable etu:[0, T]— E
une fonction VBCD avec u (0)=0. Alors il existe une mesure borellenne m sur
B ([0, T}) & valeur dans E felle que

m ([0, 1) = u () =f o, 1" G Imi(ds) 0, T]"

oit y est une application | m | -mesurable de [0, T] dans la boule unité B de E.

Démonstration. En effet, on a
fu(@ —u@I<r O)— v (T)

pour 0 LT ECT, ou v est une fonction positive, croissante continue a
droite sur {0, T}. Il existe une mesure borélienne m définie sur'® {[0, T) a
valeur dans E et une mesure borélienne positive v définie sur % ([0,T]) telle que
m([t, ) =ult) —aft), i > T
v ([T, f) = o) — (D), >

*

+

Chacune des mesures scalaires m 2= <% m().> avec |«'|| <1 est dominée
par la mesure v. Donc la mesure | m | = sup fm_, | 'ést aussi et Fon a
Il I <1 T

m(4) e [ m | (4) B

I
!



pour tout A € 3 {[0, T]. 1l existe donc une apphication | m | — mesurable T de

[0, T'] dans B telle gue
m (4) ==§lv(8) I m | (ds)

pour tout A € B ({0, T]). Comme u (0) = 0, en faisant A = {0, {] dans 1’égalité
précédente, on obtient ‘ '

u(l) = [ _«yls)1mil(ds)
{0"" .

Remarques, 1) La mesure m est la mesure différentielle du de la fonction u.
On notera

u{fy= [ «ytidul(s)
[0, 1] '

2) En utilisant les arguments de la démonstration du théoréme VI.3 p. 167 de
Castaing—Valadier ([4]), il est possible de vérifier qu’une fonction u :[0,T] — E,
V B € D, est dérivable p.p. pour la mesure de Lebesgue.

3) Si E n’est pas réflexif, il est classiquement connu qu’une fonction
lipschitzienne u: [0, T] — £ n’est pas dérivable p.p. L’exemple classique
congistant & prendre pour F, l'espace Lf([O T, dt) et pour u, lapplication
u:t -, g de [0, T] dans L? ([0, T): dtj montre que u n’est pas scalairement

dérivable sur [0, T].

THEOREME 2. Soit T' une mullifonction de [0, T] & valeurs convexes fermées non
vides d’un espace hilbertien séparable H. On suppose que I est V BC D, de graphe
séquentiellement fermé dans [0, T . X H, el quela fonction (t, x) - 8*(x, I'(1))

est semi continue inférieurement sur [0, T]%d X B, (8* (x, I (1) est la fonction
d'appui de T el B est la boule unité B muni de la topologie faible). Alors, pour
a e I'(0), il existe u: {0, T] — H dela forme

u(f)=a—l-} S] v(s)ldu| (s),e[0, T
ott v est une application | du | — mesurable de [O T] dans B, qui vérifie les

condzt:ons equwal enles suivantes:
¥ 1e 0, T, u(h e T(h)

@) - | .
f—v () €3 yp,y (u(@), | du|—p.p.
WVite[0,T), u() el ()
sup [ <by=du > +<u, du>] 0
@) nesp'BEP [o,T][ v =ls

ol ST{‘BC D est Pensemble des sélections VBC D de T



-

Démonstration. L’existence et l'unicité de u est due & Castaing ([2], [3])
(et & Moreau ([10]) si I'on suppose I" a rétraction continme a droite). Gompte
tenu du théoréme 1 et des notations introduites dans la remﬁrque 1) de ce théo-
réme la condition (i) signifie que u est solution de 1'équation d’évolution

u(O) = a & (0}

" ldu [
L équivalence (i) & (ii) n'est pas triviale dont la ‘démonstration repose sur un
résultat da 4 Valadier ([14], lemme, p. 13.3) qui affirme que l'ensemble

SﬁBCD est dense dans ’ensemble S;o des sélections | dm| — mesarables et

. . oo 1 ‘ o

- bornées de " pour la topologie a(LH([O, T}, |dul), Ly (10, T, pdui))-car () "
équivaut & - . .

wie [0, T], u(t).e I'(t)

sap f [<h, ~du> + <p,du>] <0

he S r [OT T]
Do (i) & (ii) car on a, grice au résullat de densité cité, a formule suivante
(Valadier [14]),

VBCD, _ _
S 5[0,] [ [(h= Idl

Dans tout le reste de ce papier, H est un espace hilbertien -séparalbie,

5*(du, s"" ) .

2. RESULTATS DE COMPACITEA ET DE CONVERGENCE

THEOREME 3. Soit (u ), N 7 Une suite de foncfions V B C D définies sur [0, T]
& valeurs dans H telle que un (0) =0 , ¥n > 1 et telle que la suite des mesures

dif férentielles (du )‘1 S 1 soit bornée, i.e., sup S{O 1] | dun | < oa, Alors il existe
n 3

un filire ¥ plus fin que le filtre de Fréchet el une. fonction V- B, u: {0y T] — H
telle que
lim <z, u (> = <z,ut)>
F

pour fout t 610, T] et tout x e H,

De plus, si u est continue & droife, alors pour toute forction -coriinue It'

[0, T| - Hona
Iimfhdu =f1fzdu-—
F SR



Démonsiration. Chacune des u_ peut se mettre sous la forme

u, ) =\v, ©)du (s , t&[0,T]
lo.1]

ol v est une application | du_ |- mesurable de [0, 7] dans B. Soit ! = jdun]

el soit R =3 2—n IITTHIT . Chacune des M, est de base Q. Done i existe
n=1 n

g, : [0, T] - R, H—intégrable tei que & = g L.

Compte tenu de I’hypothése, il est. immédiat que la suite {g,) est bornée dans
L;‘ ([0, T], k) et il en est de méme de la suite (f Y1 BVec fo=9,v, (r 2> 1)
dans L;i ({0, T], ). Soit { une valeur d’adhérence de (fn )n>1 dans le bidual
faible de LiI ([0, Tj, ). Il existe un filtfe & plus ifin que le filtre de Fréchet

tel que
lim (fn , D)= (D)
g . -

pour tout v & LE {0, T], 1), En particulier, pour » = X[o; q (xe H),on a
ﬁg‘ (@ u, (1) = Lk, / )
Posons (x, u(l)) = l()ﬁ[o,t]' x) pour tl €] 0, T]Jet x & H et u(0) = 0; )
Alors u est & variation bornée et on a
li&n (z, B (t)) = (x, u(f))
pour tout x & H et toutf ¢ [0, 7] .
Supposons uz continue a droite. Démontirons I‘e_deuxiéme point de 'énoncé,
Soit k: [0, T] — H une application continue et soit S >1 une suite de
subdivisions de [0, T], .

m m m
0=t0 <t1 <u.<tv -—T

m - - Y
telle que
lim XS ) =0 on /(S )} estlé pasde S e
oo
On a _ ) : .
lim sup sup lh(t) — k(D ||=0.
mreo ISISVn <<,



Soitr't’;’ m ;) et posons Izm(t)zh(r 31)
pourf ¢ [0, 7] et & () = h(’clin) pour f& ]t

continue & droite et comme on a
l(%[g, {] y=<xz,u{l) >

un point arbitrairement choisi dans [ £,
. ' «
+z] pour i > 0. Comme u est

pour tout f € [0, T] et-tout x € H, on en déduit
f(hm):.-f Izm'du

Dol
lim [(h )= [(h) = Um § h_du
M—ro0
. ’ = [ hdu
Comme on a :
lim f & du, = [(h)
on en déduit que
lim fhdu = J h du

Remarques 1) Avéc les notations de la démonstration du théoréme précédent
pour tout ¢ eLH (G, T}, Yy, tout a ¢ H, désignons par Sa(p [0, T] —> H la

fonction & variation bornée définie par
Vie[0T, ¥ xeH, <z (5,9) () >= <x,a>+(p(x[o t]x)

Alors on a, pour tout t e [0 T]
u () =S, f, () = ! [ (5) K (ds)
u) = S,L (1) "
fu, du =< 8, f .f, > ‘

o1l < .,.> désigne le produit scalaire pour la dualité
[0, T], Ky). Si (ﬁ } converge ‘uniformément vers u pour la

(L (0, TH 1), L
topologie forte de H, alors

lim fu, du = li?}r_:n-(So forf,>=< S LI>

2) L’utihsatlon du dual de Lon( 0, T], 1) semble étre inutilement sophistiquée
Slgnalons cependant qu'il est possible de se passer de cet artifice. dans certains
) converge

cas partlcuhers Par exemple, supposons H = R et .que la su1te (@,

10



simplement.vers une fonciion & variation bornée non nécessairement continue
a droite u, Il s’agit de vérifier quon a
im fhdu, .._fhdu_

n—>co
pour tout k continue, ou l’intégrale est prise au. sens de Stieljes. En effet,
avec ‘les notations de la démonstration précédente, considérons des Sommes

de Riemann,
1

v
<h(T ) i‘l (fl-I-I) un(t?I)>'

my

(h) =

il

i=0

: Agoré on a, pour tout m et tont n fixés,

NZ, @ —fhda, I<f Nh®)—h_@OF 1du, | (@)
; ? : [O’T]

<. sup fhA(y—h () I f fdu_ |
t€|o.r] , fo,7]

Comme la suite (dun) est bornée, on a
lim Em,n (h) = [ hdu,

m—» oo

uniformément par rapport 4 n. Par ailleurs, on a, pour tout m fixé,

v —1 ’
lim X ()= " my u m
n-l-lfm_ mpn () i50<h(1i bullig) —u;’)>
D’on
lim Hm X  (B)= lm [hdu
R—¥o° m—> oo n—»oo " | B
- , = lim lim X (h)
m—>oo h—»rce ’
= lim 3 (h)=fhdu
m—>oo
Y -1 -
od I'ona posé 5_(R)= ™5 <h(1: ) u(ty ) —u () >

i=0
.3} Si H est B! et sil'on suppose quil existe h: [0,T] - B*,
croissante continue & droite sur {0,7] telle que
Ia,® —ua, (1)l < hit) ~ k()

pourtoutn > 1, 8 C T << { < T, alors la fonction limite u dans 1’énoncé du
théoréme précédent est continue 4 droite,



4. Dans certains problémes d'évolution, u, apparait comme solution d'une
: équ_atio‘g' d’évolution. Alors, moyennant des conditions de régularité que nous
précisons plus loin, la suite considérée dans 1'énomcé du théoréme précédent
converge uniformément vers une fonction a variation bornée et coniinue a
‘droite u. Dans ce cas, la convergence de la suite (fh du) vers fh du pour h
continue (resp. a variation bornée et continue & droite) est plus directe (cf.
théoreme 4 suivant).

Voici maintenant un résultat de convergence qui intervient dans I’exisience
des solutions.

THEOREME 4. Soit U une muliifonction de [0, T] & valeurs convexes fermées non
pides de H et vérifiant les conditions du théoréme 2. ‘

Soit (W), >1 dne suite de fonctions V BC D sur [0,T] & paleurs dans H
convergeani unif ormément vers w :{0,T] — H, telle que w,, (0= w (0), ¥n =1
Soit u, :[0,T] — H la solution VBCD de équation d’évolution

’ du
n

T Tay OO e, O (1, ®)

i
¢

u (0) =ae T — w (0
Si la suite (duy, )y, > ¢ est bornée, c’est & dire, Slip Sida | < 4+ oo, alors il
existe une mesure de Radon positive W sur [0, T), un élément 1 & LE, ([0,T), 1y
telle que l'on ait : ’

deéf. .
(i) lim u, (1) e=f u(t) = S, (1) unif ormément en t [0, T),

n—>o°

(ii)’v‘heL;([O,T], p.),<h-—-(uﬂ—w),l>>0

Démeonstration. Compte tenu du fait que pour toute fonction V BC D ¢:
[0, T] — H, avec ¢ (0) = 0, on-a, '

1 .
-jz—llcp(t)tl2 < o
[0, ¢
pour tout { € [0, TY([9], {13]), onen déduit, en utilisant la monetonie de I'opérateur
0 Yy, que

i . .
-2—-" un(t)—- um(l) i < f < W, — W dun——dum>
[t 0}

\ -
Comme onasup [ | du, | <<+ oo, et comme la suite (@), -, ;est uni-
n (g, ] s '



formément convergente, on a _
- X ) _ . —
) 111:‘100 S <w  —w, dun du > 0
m [0 1]
. n—roo

" car, en utilisant les notations de la démonstration du théoréme:3,

lim S w,, —~ W, dun — dum >
m—rce [ﬂ’ “l
n—roo

= hi:lcwa S <w, —w,—f —f >dt=0
e o
. n>oe .
Done (4 ) converge uniformément vers u : [0, T| — H qui est & variation
bornée et continue a droite d’aprés le théoréme 3 et l’'on a, ¥ ¢ ¢ [0, T}, u(t) =
=S, l(f) en appliquant les notations de la remarque 1) du théoréme 3. Reste &
prouver la relation (ii) de I’énoncé. Puisque (u - w,) converge uniformément
vers u - w, on a, enappliquant les notations de la démonstration du théoréme 3,

I?im<un+wn,f,l>=<.u+w,l>

Comme u_ est solution de I’équation d’évolution

du,
_'—|'d__“ OF O () —w (1) (L )

u (0)—aeF(0)—wn(O)
on a, en désignant par S°° () 'ensemble des select:ons 1L - mesurables et

bornées de I, V R, 8* (— f SN+ <u, +wpf,>< 0 o 8% (., ST )

désigne la fonction d’appui de I’ensemble convexe fermé S}'; (W) (pour la norme
f.)..) peur la dualité (L';; ([0, T, M), L;; ({0, T], 1Y), Puisque &* (S}‘f (1)) est
convexe semi contipue inféricurement pour a(L;; ([0, T], W) LE ([0,T7, 1) et lim

fn = I pour cette topelogie, on en déduit que
_ & (—B,S;“(li))+<ﬂ+w:l><0
on
(i¥) ' ’d‘heS"“(M),<h @A+ w) 1 >>0.
Remarques, 1) Si I est lipschitzienne ainsi que les w, la fonction u est solution
de I equatmn '
(f) € a‘pf‘(f)uw(t) @), l du}—p.p.

En effel, ponr tout A 6 5 VBCD, ona



|f<h—(u+w),du>—-f<h—-(u +w), du >|

< 1f<(u+w)—-(u +w )du, >+ f<h—(utw), du —du> i
Comme u_, u et w sont continues, en prénant la limite suivant le filtre 2 dans
ces inégalités (cf. Théoréme 2), on obtient

0 lim f<h—(u,+w) di, >=[<h—(u+w)ds>
F

Ainsi, dans le cas considéré, u est aussi solution au sens de Tanaka ({13]). En
fait, on a un résultat plus précis.

-

2) Le théoréme précédent s’applique aussi au cas o I' est & retractmn <ontinue
4 droite au sens de Morean ([10]).

3. RESULTATS D’EXISTENCE.

Le résultat suivant est crucial dans les -problémes d’existence gwe nous -

avomns en vue,

. THEOREME 5. Soit I' une ﬁmliifonction VBCD de [0, T] & valeurs convexes

fermées non vides de H, vérifiant les conditions du théoréme 2 et telle que I' (1) O
B, pour touti € [0, T} Soz‘t‘a €l (0) avee flall>1et’soil u: [0, T]—H la
solution a varialion bornée el conlinue a droite de U'égquation d’évolution

]d l — () € a'—l’]‘(t) (u(®)

u@=a

Alors f | du | est inférieure ou égale a la longueur de I’arc de développante

de cercle (du cercle de rayon 1) compris enlre les cercles d‘e rai yon 1 el |[ all.

Démonstration. L'existence et-1’unicité est donnée par le théoréme 2. L’estimation

fT .] du | est conséqluence d’un résultat de Valadier (cf. aussi Moreau [ 12 ] pour
0 .

un résultat du' méme type) que nous mettons sous la forme d’un lemme,

i

LEMME (cf. Appendice). Soit CI’ Cosenn C, ure suife finie de convexes fermés
d'un espace de Hilbert contenant toute la boule de cenire 0 de ragon 1. Soit a € H

n .
avec | a|l > 1, et soit x; = projc_(xi_l) (i = 1,..., ), x =a. Alors T x,; -
; _

i=1
@, 4|l est inférienre ou égale a la longueur de l’arc de développante de cercle (du

cercle de ragbn 1) compris entre les cercles de rayon 1 et{ a .
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Draprés les résultats de Castaing ([2], [3] il existe une suite de subdivisions
(Sm) m_‘?;{ de [0, T]
O=M < M, . .<I? =T
: 0 1 ¥ o
tetle que iliél;l(Sm) = 0 et une suite () 1 de fonctions VBCD de [0, T]
dans H ainsi définies qui converge simplement sur [0, T vers la solution u pour

. . r m . i/ { - 3 B I f—— Y .
la topologie #albl(; o(H, ) . On pose xy = a, afl = pro Jr(t;?) xi—i (zﬂ_l...,xm)

B == tafpm gm . m =g i fm_gm ],
u_ &) a” pour e{ii’ii—l-f.]‘um(vm) xy On a, pour tout E[i’i-‘ri

m
Cdu Com
-ldTml_ he mpi"(im ) (@, (1)) , o
i+1 .
et, la suite (du_ )~ est bo.rnée, c'est a dire, sup [ ldu | <<+ o, d’aprés lfa

m

lemme précédent. En vertu du théoréme 3, il existe un filtre F plus fin que le
filtre de Fréchet tel que
lim fhdu_fhdu
. G m
pour toute fonction continue h: [0, T] -» H. Or, pour toute mesure vectorielle &
variation bornée m: ®([0, T))— H, on a, (7], theor. 1. p. 5)
|m| (0, Th= sup (hm) '
. Nk, <1
ou | hj , estlanorme uniforme de h € €, ((0: T]) , ce qui implique gue’
I'applicalion .
_ est vaguement semi conlinue inférieurement sur ’espace VB0, TY) des mesu-
res vectorielles & variation bornée de ®([0, T])dans H. Comme sup f | du,, |
" om

< 4 oo et comme ' ‘
lig'l du = du
vaguement, on en déduit que

4+ oo >sup [ ldu, 13> f]du]
m

Remar{ues.
1) Le résultat précédent reste valable si I’on suppose que I' est & ré-
traction continue 4 droite au sens de Moreau ([10]) . Dans ce cas la suite’
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{u ) m>1 construite dans la démonstration du théoréme prec.edent converge
umformement vers la solution u (cf, Moreau [10] Prop. 3b.) et 11 R’y a pas de
" changement dans la suite de la démonstration.,

2) Lrutilisation du résultat de Johason {[7]) caracterzsant fe dual de ‘GH[O 7]
.semble étre nouvelle dans le probléme posé ici. Si H est R! | on peut se con-
tenter de la remarque 2) du théoréme 3 qui montre que la suite (du m) converge -

vaguement vers du ., D’on

sup f|du_ | > liminf f|du_ | > [ldua].
m m

En combinant le théoréme 4 et le théoréme 5, on obtient le théoréme dexis-
tence suivant qui résout le probléme posé.

THEOREME 6. Soif ' une multifonction lipschitzienne de [0, T] & valeurs con-
vexes fermées non vides de H ef (w ), ~, , une suite de fonctions lzpschztz:enne.s

définies sur [0,T] & paleurs dans H convergeant uniformément vers w : [0, T]—H
telle que wn(O) =w(0), \¢ n>> 1. Si, pour fout n > 1, tout 1 &[0, T'), T'(t) + w. (t)
contient la boule unité B (0,1), I'équalion d’évolution.

du
- | du| (1) e alpr(f) —w(t) (u(t)), |du| — p.p.
u0) =ael'(0) —w(0) avec Ja||>1
admet une solution unique d variation bornée et continue sur [0,T].

Déemonstration. La démonstration est immédiate car elle résulte directement des
théorémes 4 et 5. En effet, pour chaque n [ixé, soit u, la solation lipschitzienne
de l’égquation. |
e du,

" jdal,

u (0) =a & T(0) — w(0)

\t) € a"PI‘(t)._w (t)(u (t})! 'Idun I — P

Draprés le théoréme 5, on a sup § |du ] < 4 oo, Il résulte du théoréme 4 que la

suite (1, ) converge umformement vers une fonction u VBC de [0,T] A valeur

dans H, solutmn de I’ equatlon d’évolution

|d ul —— (D) € 3Ty _ ) @D [dul — p.p.
o u(0) = a & ['(0) — w(0)

L unicité se démontre comme dans Moreau [10] ou Tanaka [13] et est laissée
an lecteur.

Remarques, 1) L'hypotheése « I'(f) + wn(t) 2 B (0,1)» pour tout te [0,T] et tout
n > 1 west pas restrictive., Plagons nous dans le cas particulier ot I'(f) contient
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la boule- B0, Netw: [0,T}— H contmue Alors il est poaslble de décomposget
[0,7] en un nombre fini d’intervalles f0,¢,], {11, 2], .- [tk,T] tel que la restric-

tion de I'()) + w{.) 4 chacun de ces intervalles g,1,, 4] contienné une houle .
B(x;,r;) de centre x; dé rayon r, . Ceci permet de resou-dre I'équation d’évo-
'lut;on )

du k .
~ Tdu[ () & awr(t)-w(t) (u(t))
u() == a e I'(0) — w()
sur [0,t1 ], puis sur [ti, t2] avec la condition initiale: valeur en t1= valeur de

la solution sur [t;, t,]’en t1, et ainsi de suite.

2) 11 est possible d’obtenir une version stochastique des résultats précédents
en remplacant I' par une multifonction séparément mesurable et séparément
VBCD et w par un processus stochasthue

Pour terminer cet exposé, je tiens a remercier M. Valadier pour I’aide
constante qu’il m’a apportée au cours de la rédaction de ce travail.

APPENDICE (M. VALADIER)

PROPOSITION. — Soit Cy,..,, C, des converes fermés d’ur espace de Hilbert

confenant toute la boule unité B (0 1). Soit z, tel que ||z, || > 1 et x5, z  définis

par récurrence par
*; = Projg, (@;-4)

Alors Z [[::: -z, — 1 est < a la longueur de larc de développante de cercle
jem 1
(du cercle de rayon 1) compris entre les cercles de rayons ||z, ][ et 1,

De plus ||z, > 4]l > o > [z, ]| > 1.
Cette proposition résulte du lemme suivant. On remarquera gu’en dimension 1 ,.
z, est comprisentre 0 et @,_;, etque on a la majoration 3@, = z, 4[| < ||zo|—1.

On fera donc la preuve en supposant la dimension >2

LEMME. — Soit C un convexe fermé d’un espace de Hilbert confenant la ‘boule
.unité B (0,1). Soit x un point et y = proj. x. Alors

gl < ) )

et, du moins si [jz|| > 1, [[y|lest > 1et |z ~yfest < & la longuez;- de Parc
de développante de cercle (du cercle de rayon 1) compris entre les cercles ,de

ragons ||z}l et |[y].
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" Preuve,
" 1. Comme proj,, est une contraction et que 9= proj, Bonalyll=y—10] <
<fz—o)=lz) ~ ‘.

On remarque .que fxll > 1=>|lyjj>1, car y=proj, « ne peut étre intérieur
a B (0.1) que si z lui est égal.

2. Soit # un plan contenant 0, r ety

Considérons dans ce plan un arc de développante de cercle (da cercle de
rayon ‘1) compris entre les . cercles de rayons flgllet || et passant par y.
Supposons cet arc choisi tel que lui et le segment [y, | partent de y d’un méme
cOté de la demi-droite issue de 0 passant par y.

Considérons les deux courbes [g, x] et Parc ‘de développante comme’
paramétrées par r (distance a Porigine). Soit l; et I, les abscisses curvilignes

de ces deux courbes, et soit «(r) (resp. p{r)) 'angle compris entre 0 et —

gu'elles font avec le cercle de rayon r. La
fonction p est décroissante. Soit y z le segment
tangent au cercle de rayon 1 sitné encore du
meéme c¢dté:de la demi-droite issue de 0 passant
pur y. Comme z € € et comme y= proj, =

I'angle Zyz est'>-;f— . Cela a deux conséquences:

i)« (Jyll > 8 (lgfl), puisque l'angle de zy avec
I'arc de développante est égal ﬁ-g-u

i
ii) « est crmssante

On a donc o (r) > B (r) sur tout lmtervalle I= [”y” , “:c“]
D'pﬁ-

dl, 1

z - =\ _f dr=%Y " __

I vl S dr d S ‘gin a{r) dr
. T I

1 : dl
< S sinp(r) i S a S #
I I I

Commentaires.
La proposition concerne Palgorithme de rattrapade Pour une rafle ¢ con-

tinument dérivable s, u_(t) désignant le point et C(i) le convesxe fermé on voit, au
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moins int‘uitivément,,que dés que ¥ [,0 e C (D), la
vitesse u(l) a une composante radiale, é\fentuellement
nulle, dirigée vers 0.'Dés que ¥ 4, B0, 1)  €(1), 1

rapport e,ntre vitesse radidle et vitesse tanﬁentlelle
est > a ce qu il est pour l'arc de développante de

0O

!

i
cercle (cela pour {u(0)]l > 1): en effet le cone nor- /O
N |

mal Ng()(alh) est conlenu dans le cone K polaire du

cone de sommet 0 engendré par B(mu(t), 1) dou :

u(f) e —K. B(-ut), 1}

Une majoration équivalente, mais qui ne fait pas la comparaison avec la
développante de cercle est donnée par Moreau ([12]), cef. Remarque 2, p, 144).
Received February, 15, 1984 ,
{

REFERENCES

*
[l] C., CASTAING, Solutwns confinues & droite d’une équaiion dszérem‘!elle multivoqne avee
contrainte sur I'éfal, C. R. Acad. Sei. 288, 1980,
[2] C., CASTAING, Rafle par un .convexe aléafoire @ variation continue ¢ droite, C.R. Acadr
Sci., Ser. A 282 (1976). .

[3] C., CASTAING, Solulions confinues & droite d’un probléme d‘ évolution dans &(X) ef dans
les espaces hilbertiens, Seminaire d’Analyse Convexe, Monatpellier 1981, Exposé N° {2
(2 paraitre dans Acta Vietnamica Vol. 7, N° 1, 1982).

[4] C.. GASTAING, et VALADIER, M., Conwvex Analysis and Measurable multifunctions, Lece
tures Notes, Sprlnger~VerIag 1977, N° 580, _

[5} C., CASTAING, Un résulial derzs!ence de sélection mesurable ef compacité forl'c de
r iniégrale d’une mulli- -applicalion' dans un espace de Banach non nécessairement
separable, Séminaire d’Analyse Convexe Montpellier 1982, Exposé n? 16 (11 pages).

6] AM., GAMAL, Periurbation non convexe d'une equatton d’évolution dans un espace de
.Banach, Séminaire d’Analyse Convexe 1982, Exposé n? 7.

[ 7] G. W., JOHNSON, The daal of & (S, E), Math. Ann. 187 (1970), 1-8.

[ 8] P., KREE, Généralisation de I'équation de Fokker — Plank aux équations différentielles
stochastiques mulfivoyaes. C. K. Acad. Sci. Paris Ser. 1-75, 1082,

[ 9] 3. J., MOREAU, Sur les mesures différentielles de fonclions vectorielles, Seéminaire
d’Analyse Convexe, Montpellier (1975), Exposé n° 7.

[10] 1.1, MOREAU. Evolation problem associaled with a moving convex set.in Hilbert space,
" J. Diff. Equ. 26 (1977), 347-374.

19



°

[11] 3. 3., MOREAU, Sur les mesures différentielles dc foncifons veclorielles et certains
problémes d’éuo?utr’ou C. R, Acad. Sci.. Ser. A. 282 (1976), P $37.

[12] 1. 1., MOBEAU Un cas de convergence des itérées dune contraction d'mx sspace.
hilbertien. C.R. Acad. Sci. Ser. A, 286 (1978) p. 143. - o

[13} H., TANAKA, Stochastic differential equation with reflecting boundary condition in
convex regions, Mathematical Journaly Vol. 9, N® 1, 1980, p; 163-177.

{14] M., VALADIER, Une propriété de ['ensemble des sélections & variation bornée d'uns
multi-application a rélraction bornée, Séminaire d’Analyse Convexe, Montpellier, 1977,
Exposé¢ N° 13.



