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INTRODUCTION

Dans ce travail, nous étudions l'existence des solutions d'un probléme
d’évolution du type -

——i’(f)eNr(f)(X(t))+F(t, X(U)y , le[f1]

I_)
) X(0)=aeT(0).

ou I' est une multi-application de [0,77] 4 valeurs convexes fermées non vides
dans un espace hilbertien séparable H, F une multi-application uniformément
continue sur le graphe de T’ a valeurs Compactes non vides de H.11 s’agit 13
dun probléme d’évolution avec perturbation continue. Il est bon de noter-ict
que la perturbation F n'est pas a valéurs convezes de sorte que le probléme
éludié iti peat étre considéré comme une géqéraﬂisatioﬁ des résultats de Moreaqu
({13]) et Caslaing ([2]) relatifs a ce probleme d’évolution, car icila pertar-
bation multivogue F dépend de 1’état z € H. Dans le cas out F est une application
ds-intégrable de [0,1] dans H, T est une multi-application lipschitzienne, il
résulte banalement des résultats de Moreamw ([18)) ou Castaing ([ 2]) que Ie
probléme d’évolution '

—X (N, (X + PO 4 tefo,]
X(0)=ael(0)
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admet une solution anique absolument continue. Mais ici le probleme étudié
est bien plus difficile car la permrbation F est mullivogue ct F n’est pas
nécessairement a valeurs convexes. Dans le cas ol F est 4 valeurs convexes,
j’ai démontré dans ([11) vexistence des solutions du- probléme (P) sous des
hypothéses plus faibles poriant sur F: F est séparément mesurabie sur [0,1]
et séparément semi-continue supérieurement sur H. Afin de situer le résultat
présentd ici par rapporf aux résullals d’existence dans la liliérature, signalons

quen dimension finie Olech ([11]); Hermes et Van-Vieck (| 10]) et Kaczinski et

Olech ([12]) ont établi 1'existence des solutions des équations différentielles
multivoques de la forme

G S (HeF (LX) ; te[0,1]
X(0)=u«a

dont le second membre F n'est pés nécessairement co;wexe, en se basant sur
une construciion initialement introduite par Filippov (|8]). Ainsi le probléeme
que nous considérons ici pent étre une généralisation des résuliats des auteurs
précédents a cause de ia présence du terme Ny (X(1)) dans le second membre
et du fait qué l’espac: des états- que. nous considérons est de dimension
infini¢. Les méthodes de démonstration reposent sur une modification des
techniques de discretisation utilisées par Filippov ([8)), Hermes et Van Vieck ((10))
Moreau {[13)) et Caslaing (T12]), un récent résultat de semi-continnité inférieure
des f onctionnelles intégrales di-a Castaing et Clauzure ([6]) et un-récent résultat
" de compacité forte dans LEE (RP, AP} dil & Castaing {5D ot E est un espace de
Banach séparable, Ar est la mesure de Lebesgue sur RrI, généralisant le
théoréme de compacité forte de Riesz qui correspond au cas ol E est de dimen-
sion finie. Les ditficuités auxquelles on doit faire face ne sont jamais triviales
car il n’est pas possible drutiliser ici des méthodes dlassiquement connues. pour
résoudre ce probléeme, méme dans le cas ol l'espace des états Hest de dimension
finie. L'application du résultat de semi-continuiié inférieure des fonctionnelles
intégrales de Caslaing et Clazure ([6]) et de compacité forte dans Lé (RPs AP)

de Castaing ([5]) est nouvelle et et Iutilisation de ces résultats nécessite des

yéritications non triviales. Bref, des difficultés rencontrées dans le probléme
présenté ici proviennent du fait que F n’est pas 2 valeurs convexes et de la
présence du cone normal Nr(t ) (X(1) en X(#) du convexe mobile T

Notations et rappels. L’intervalle [0,1], est muni de la mesare de Lehesgne
ds, H est un espace nilbertien séparable, Si € est un convexe fermé de Ik,
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N (%) est le cone normal de ¢ au point 2 & H.0n désigne par 1, () la fonction
indicatrice de C, ' )

N It
et par &%(,, C) la fonction d'appui de C, Enfin A dééigne la distance de
Hansdorit des eompacts non vides de H. Si E est un espace de Banach, A"
la"mesure de Lebesgue sur RP, un ensemble % dans L!B (Rp 7{5} est équi-inté-
grable si %% vérifie :

;

i) Pour tout : >0, il existe 1>0 tel que. pour fout ensemble intégrable
A de mesure A¥(A)<(7 et pour tout fe %, on ait

Fu i fran <e

({7) Pour tout ¢ > 0, il existe une partie compacte K Rtelle que pour tout

f dans %%, on ait !

p
SR,,/K“C‘“ <e

. » . . . 23 . . 3
Soit (K, )a > 1 Une suite croissante de compacts dans R’ de réunion R,[

)

. r . . 1
et pourt fixé dans R” soit T! I'opérateur de translation de LE (RP, Az

1
dans L (r”, 1" défini per
T, (f) @=Ff @+1), ~ xey’
On a le théoréeme suivant:
THEOREME 1. (en rappel (5], th. 5). Soient £ un espace de Banach, 74 un

ensemble borné équi-inté grable dans LE( Ig’ 'Ap) vérifiunt les condilions

suivanles :

(1) Pour lout compact A = R?, T, =, fd)” | f € 96} est relativement

compact.,

i (2) Pour lout e > 0, it exister > 0 et un entier N lel que, pour"'tout t dans
la boule de centre 0 de rayon r, foul entier n > N, et tout f e 56, on ail

S | T, (g P-flan’<s
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, !
Alors 96 est relativement fortement compact dans LE (Rp, ?\p).‘

Le covollaire snivant est conséquence facile du tpéoréme précédent
s’applique directerment 4 la démonstration des résultats en Vué. pour p = 1.
ytons ds la mesure de Lebesgue (at lien de }).

COROLLAIRE. Soient E un espace de DBanach, 96 unt ensemble d'applications
s-mesurables de [0,l} dans lq boule unilé de E périfiant les conditions suivanies
(1) Pour. touf compact A T [0,1), F6 ={, i'(s). ds |1 ¢ 96) esi relalive-
nent compact, '
(2) Pour tout £ = 0, il exvisteun nombre «, €10 1 [ tel que -pour fout ¢ €

10, e ]et tout 1 € P, on ait

{—0C
§ “f‘(s"_&)"“'f(S)]l ds < ¢
0

Alors 76 est relativemenl compa‘ci dalns L% f0.13, ds).

Démeonstration. pour tout f e @6 soil fle prolongement de f hors lin-
tervalle [0,1], défini par f(f) =0 pour t € B |0.1]. Nous allons démontrer

que l’cnse able g8 = {f1f € 7} est relativement-compac’c dans LE (R, d5)
Draprés 1e théoréme précédent il suffit de démontrer que, pour toute ¢ > 0 il
existe >0 tel que pour tout 6 e [~ > rlet tout f e #6's on ail

fIf s+ Fyl ds <o
. R
Soit e > 0. En vertu-de la condition (2) il existe uf e 10, 1{ tel que pour
tout a € (0,21 et tout f € 76, on ait | y

i-o

~S_\\f(s+c)ff(s)nds < <

Choisissons I tel que 0 < T < min (-i—, uE). Alors pour tout o e [0,x] et tout

' ed6,ona

o .
) Fra-ferds=§__1eErte] as+ ] NPt EOIE

-~ .
+ ] ﬁ\\f'(s+o)_f'(s)\lds+ Ii (st o) —f @ldst
U : -G
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+f:° Lf (s + o) —F (s) || ds

] i—a
0+ §  Wfe+oyds+ [ 1f () ~F (9l ds
T ]

7

+ U if@udas+o

<a+—§-+a<2c+ <e

Pour tout ¢ ¢ [ — r,0] et tout i’ « %', on a la méme estimation que précédem-
ment, En effet sic = — A, Ae[0,r]ona

JUf 6 +o—Feyids = (§fe—1—f)ds
R . ‘R

_S1P© —Ffat ) a
N |

puiaqﬁe la mesure de Lebesgue est invariante par translation.
Donc 76 est relativement compact pas Lfg (R, ds). Comme I'application g - /[0,1]

est linéar ie et continue de Lfg, ( R, ds) dans LIE (0, 1}, ds) on déduit que 9

est relativement compact dans Lé. (0,1}, sd) "

Le théoréme suivantdt & Castaing ([4]) donne des conditions suffisantes
assurant la compacité forte des ensembles 5 4 de I'énoncé précédent.

THEOREME 1. (en rapel). Sointe (Q, 4, L) un espace messuré avec W posilivé
finie E un_espace de Banach séparable ef %6 un ensemble borné unif ormément

intégrable dans Lf? (2, o4, W) vérifiant la condition suivanie ; pour fout |l > 0, il
fe:t:iz'stf,%:’i1T e avecll (Q\A,q) < 1 el une multi-application F‘H de A,q & valeurs
compacles non vides E telle que f (w) & Ly (w) pour tout f < 96 et tout w & 4,.
Alors Uensemble M = {ffdn/f & 6} est relativement compact dans E.

Voici un résultat récent de semtcontinuité inférieure des fonchonnelles
intégrales dua Castaing et Claurzure ([6]) qui intervient dans la démonstration
de I'existence des solutions brobléme (P). En fait, nous reproduisons ici une
version particuliére du résultat de Castaing et Cliuzure (6D qui s’applique
directement dans la démonstration que nous avons en vue.
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THAEOREME 3. (en rappel [6], th. 5) Sotent F un espace de Banach séparable,
F. I’espace pectorial F muni de la topologie © (Fs Fn, K un convexre équilibré
compact de Fg 1 KX (0,1 » 1 — = 4 | un intégrande semi-continu_infé-
rieurement sur Kx[0,1] tel que f (.1} sot! convexe sur K pour toul I Fizé dans{0,7}:

Soient (u, ), ~1 40¢ suite dans S = {u e L}, (0,1} ds)ju () € K p.peon-
vergeant faiblement dans L}E ([0,1], ds) vers u, g Sp e (én)n>/1 une suite

d’applications.borelienms de|0,1]dans [0,1} convergeant st mplement dans |0,1] vers
une applicalion boretienne 0, de [0,1] dans [0;1} On suppose :

(i) Il exisle e Sg tel quet — fl@ (@, 8 O) soit ds-inlégrable sur [0,1].

ity Il ewiste une suite uniformément intégrable (pp Ya>> 1dans L(0,1} ds)

L

telle que i}
¥ n> 1, ¥tz [0.1) f (un(i),en(l)) >B,®

Alors on a . _
1 | 1 _
tim inf Sf(un, (@), 8_(O)di < Sf (15 () 9 () - 3
fl—»o0 0 A . . )

Existence des solutions du probléeme d’évolution
3 — X1 & Npgy 8O - FLX@®) » L el01]”
X(U)::aef(()) o
avec perturbation non convexe F.
Voici d’abord une remarque facile mise sous la  forme d’un lemme qui

intervient dans la suite.

LEMME 1: Soil f une applicaiion uniformement continue d'an espace
métrique  (X,d)- dans un espace mélrique (Y,&). Alors pour toute suile de
nombres réels posiliffs (sm)m> 1 il existe une sutie striciement décroissante de

nombres réels positifs (e m = 1 tendant vers 0 lorsque m lend vers 4o
of vérifiant o S '

Cq
Pm=1

(D) Pour tout entier m > 2, el Pm—1 sonl des enliers > 2
. Pm ) . *

(2) Pour tout entier m > 1 . et loul (x, %) € XxX,on 4

d,wy )<= 0 @) TED < n
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E)emoustration Du fait que f - est uniformément continume, it exxsle Lour
tout m, un nombre r. > 0 tel que pour tout (.1:1 iy ) € XXX

d(x, :c) r. :ﬁ(f(éﬂ ),f(a: ))is'

Soit n, un entier > 2 tel que n, r, > 1. Posons 91 =L .
. ny
Pour tout (x, Ty ) € XX X

d(:rj ,31'2 ) \i PI — d(xl 33:2) < I'] ke 8 (f(xj ,113‘2 )) < &g

Définissons par récurrence une suite (P, )m> o Vérifiant (1) et 0 < P < r,

pour tout m > 2, Comme ry <0, it existe un entler n, > 2telque r, << ﬂg 9,

. Py Py 1
Posons = —.0npa —= -
, Pa n, n ,92 n, = 2, Py = n, 1.12 et
P 7y
D p—— — E—

On suppose que pour tout m == 2,3,..5, P, été choisi de sorte que

1 o,

P et . soienf eniiers >3  pourtout m= 2, 3,... s
m—1 P

0<p, <r_ ‘ . pour tout m = 2,3,..., s

Nous allons définir p ot » Gomme r g1 > 0, il existe un entier nsﬂ > 2 tel

) . . | ’ o,
que rs<n‘_!_1‘rs+1. Posons Pst1 = = (p ) (”H_;) et p—— =

) Pst-7 s $+1
| t Py Py
=n_, . Done 5 e — sont entlers > 2. De pIus conal<p o+1 :—-—-<
Ps+ 1 ‘ Rt
r
s

< g < gy, Du fait que.pm < r_pour tout m = 1,2,... on a: pour tout

(x,,2,) € XXx X, toutm =1, 2,.-..
- A pry) <oy = Af(@)), fz,) <5
' Pm—1 ) T .
Comme 2 < <<+ o= pour tout m = 2,..., on déduit que lim oy = 0.
m=1 ' . m—roo

12-808 | 177



THEOREME 4. Soient [ une multi-application ide Pintervalle 10,1) & valeurs
convexes fermées non vides deH, IF une mudti-application définite sur legraphe G de
T a valetirs compacles noR pides de H. On suppose que les conditions suivantes
sont périfiées: :

(1) Pour tout ({, x) e Gel toul T € [0,1],' on a

(x-Projx & | 11 i B
T

o B est la boule ﬁnité de H:
| (2) F(G) est contenu dans un borné K de H.
(BT est uniformément confinue sur G.
Al(;rs pour tout a e I (0) il existe deux suiles d’app!icaiions élagées

(8, 1 & & >t de[0,1] dans {0,1} une suite (X)) m>1 d’application

absolument continues de [0,1] dans H avec X _(0)=a % m > 1 el une suite-

d*applications étagées (Z_ )1 de [0+1] & valeurs dans F(G) telles que

G ime () = lim S()y="t Nt e [0,1]

m—>ce m—>ce nt

G) QA )m>1 est uniformément bornée,

(ﬁi) X (8, @) e I, X, 6, )¢ T, v m= 1, v te [0,1]

) - )gm (DeNT @) (X, (8, (N2, () voee Z_(eF®,, X, (3, (O)

v- . H’m?l,vte[osj—ls

W Z ) m>1 est uniformément bornée ef satisfail & la condition suivante:
!+ pour tout ¢ >0, il existe un eniier iy, > 0 et un nombre «. € [0,1] tel que pour

P tout m > Iy » el tout ¢ &[0, %¢ ], on ait,

.‘1 i—¢C X

| ~ [ 2 4 )= 2 O df < ¢ ‘

0 i ‘ '

i | | |

| Démonstration. Soite,, = 27Mm (m > 1), Comme F  est uniformément

continue il existe, d'aprés le lemme 1,une suite strictement décroissante €, ) de

il nombres réels positifs, tendant vers 0 lorsque M tend vers - oo telle que: -

»
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1 e . e

Pour tout m > 2, el —2Z1 sont entiers el —m1 > 2
em‘ 7 em em
Pour toutm - 1, tout (¢, X, b () > Ty NelG x G
T ) TRy < ben=>hF(t;,2)) Flly,2,) <s, (1)
) \ R -
ou || (&, )| Rxg =I!tIp+ = H . Poursimplifier les notations, on peut

supposer gue K est contenu dans la boule unité de H. Pour tout entier m posmj
considérons la subdivision S de [0,1]

0=tm>t>...-..§t{“>..§..>f’" = 1.
0 - ’ ) i v
m
. 1. ,
oi]t , 01 e 0w, = e et soitp =
o m 1
={ti =le | Oglg Ve = b

m

‘Explicitons-d'abord quelques pI‘OpI‘letéS de {a suite (P mim>>; 44l interviennent
dans lasuite de la démonstration

(a) Pour tout entier'm > 1, £ CP T En effet, soit ti.ner.
Ona o0 \<\‘ET =ie <« 71.0r €n = S .1 out s est.un entier >» 2,

Donc ¢ < l‘;nm z's‘em ;1 % 1. Done t’,"'eP myt*
b) Pom tout m > 2 et tout t eP m\ P1 » il existé un couple unig e d'enners..

positifs (n, r) (dépendant de t ) tel que

R=<m

fi.“e{P‘s : pour s =1,2, .,
;”ePs - pours > n-- 1
0<r<vn*1 ’ '

LSt

Nous allons d’abord déterminer n, Il ¥ a deux cas distincts:

(i) t_;"eEPk pour tout k, 1L k< m—1.0n prend n =m — 7,
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=1 2,...m——-1-=n et tri“ePS pour s}m:—-—n—i-i, cas

Alors 'i'in ¢ P, pour s
e P C Po.1 ¥ mzz

(ii) 11 existe umn entier ky, 2L kssm — 1 tel que t eP,. Soit A le premier

-—Itels quei n=?\;1. Doncoﬁa

des egtiel;s k, 2Lk m ePk. On prem

tfi“--{Pg pour s=1,2 L h—1=n
et .
: trl.nePs pqurs}'.\::n—{—i
Lomme t § P et 0 < i - 1, ilexiste un entier unique Ty 0LTr< v, — 1

: (dépendant de ti.n) fel que
' P <tt<t
r '+1‘

-

ne application

S, (m > 1), mous allons associer u
on étagée mesurable Z

: 10, :l]——>H et une applicati
at m > 1 les relations suwantes

‘A chaque subdnnsmn

absolument continue X
de [0, 112 yaleuis dans

soient vérifiées :

) Xm(tf‘);-g'i“ el (t?‘)

F(G) felles que pour to

pour tout i=0,1, ..,V

pour t.out i=1,2,. .05V

PR RS I B

: ‘(4)1 - ﬂ'.Xm(i)ﬂ - pour tout 1 €[0, 1)

(\:3

) Pour i=—-1,2,...,vmettoutte[t':‘_i,t'?]

X _(He— N (@) KD — Z0

et Z (e FU_ 1> X (")

@) Pour tout i, 1 Ligv, — 1

. em'; .‘, . L . . . 7
\ HZm(t'in—lrt)-—Zm(t?;j'-}—t)n di<e,e, s el

| 180
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e

_ |
et | i[Z'(t'.“-{—i)mZ @ +old e s st qp
0

ou (n, r) est le couple unique d’entiers mdlque dans la pr0pr1ete (D) ef qm
dépend de t ' '

' Soit donc m un entier >> 1. Soit z[r,n un point de F(tgl,' a). Posons

y';‘ =Proj (a — ¢_ 231).

m
I'{,)
Pour ¢ e,[tg', 1"1“], on pose
Zm (f)—-'— F-4
¢ R
1 0
! X (t) =~ m m a+ m m - y;n
i, — i —t
A 1’ ,
l\ . .
On a, pour tout r e[, ™),
m .
. -y, —a
m() §m__m € P(‘T) (91) -0
1 " *p - ’

_.Nr @ )(y ), zZ. (t)

¥

Soit y = proj r(gm) (a). Grace ala condltlon ) ona
] a,f--y < ;(ti,“ - tg’) =€, Etant donné la définitiagn‘de ,y?,.on a
lty? —\_a I<iy—a + e, zm I + e "iiég’li )
1ly;-all + 2e, !IZm"

-+ 2em fl zg" I

<e,
< 3e, .

18{



il en résulte que i1 X, (i“‘) — \ (i"?) i< Je,, et X, (l)v”'s{i 3 pou;" tout
te [iﬂ 1y M1, Alors la relation (2.) est verltxee pour i =0,1,1a re]ati’on g pouri=1
et la relation (4) est vemtlee pour te [ta 7 1. Nous allons définir X et Z
sur Dintervalle | ii . t2] Soit z 7 un point de F (EI R X (t, )) tel que

1z - 11<h(F(i’X (g My Fy X G ).

Posons y?:-— Projr(tn;) (grf—— e ZT)-

Pour - tout {€] t;", tgl], on pose

“m
Zm(f) = Z . '
et
tg‘;t . t—t7
Xm(t)= m_ Y + tm--tm Ya
2~ 1 1
On a pour tout £ € ] t;n, 172“.
ym . ym ) : o : . .
x : 2 — —- — m
X,0= o m € — Ny(em ™ Zf == Nply Ep (2 N2, O
g T 1 . : .

Par les raisonnements utilisés’ plus haut, on vérifie ‘facilement que

lly _ym | < Se

Donc, on 2 1a relation (3) pour i =2et la relation (4) pour te]‘t;“, tg‘]‘etla
relation (2) pour { = 2. _ .
Nous allons vérifier (6) pour  ='1. Puisque i X (t X, (t K e " on
a, d'aprés Pinégalité (1)

RE Q] X GO F (5> X M < £,

D’ aprés le choix de 2 onall zy — | <¢p.Doncons
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e

gfm Nz (;;ﬂ 4 1) — Zm(fg" +Ordl <z e

i?Q £, Soit (n,r) le couple ~d'entiers unique, indiqué dansla propriété (b)
et qui dépend de 7. On a

n
tr

m .
=re, <t =e <(r+fe.n=<m

- , . m n i1
Comme € e, »ona necessairement r= 0, Donc fo =i =¥,

Du fait que e <= &, Om obtient (6) por { = 7, On suppose que XpetZ ond

été detmles sur I’ intervalle [{]' 0 * ts = se '] telles que:
@ X, Y=y et pour tout { == 0, 1,..., §
SO X (@) =X () i<3e pourtouti=1,2 .,

NORPEOIES: ' pour £ e [{", 1]

{10) pour tout i =1, 2...., s, tout t—e }t“;;j . t?] )
X Oe—Np () (X, H—Z_ @)
Zn D EeF (T 1 X, (1 1_1))
" (11) Pour tout i, I i< s — 1,
fem‘- Z (t t)-i-d (t +hlldi<e, ¢ Csit el

émfz T+ H—Z P+ hdi < e, e, sit7¢P,
AN GE D B MG
oir (n, r) est le- couple unique d’entiers, indiqué dans la propriété (b) et qui

1r m
dépend de £

Pour tout t =1,..., s, notons z{_ e F({" , X_ (")) la valeur de Z_ sur

i—1°*
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l'intervalle [ s £ JiDéfinissens Z_ sur 1' intervalle it

11 y a deux cas a distinguer:

(1y tTe P,. Dans ce cas, soit 27 un point de F(f . o

i z"s‘_I— 2T h{F(t's“_ o N

et posons Zm = ZH; , pourf e ]tT s+1]

dallt de in: telque: .

[ -

m _ .
Uy € P pour
1" e P\ pout
n<m

o0<<r<<v, —1

n m . n
tr < tr+1 < tr’—i—i

(2) t;n ¢P,. D’apreés la propriété (b), il existe un couple unique (n, r) et dépen-~

A =1, 2.
A= n+1

m
5!

£ 1 comme suit,

(tr;')) tel que

@y FE A,,,( )

Comme n<_mona t? & Pm’. Donc il existe un entier unique 9, 0 < S<s

tel que'f; - t‘g .Ona

m m
(Sﬂ—a)em:: ts - ty < e,

_De 1" inégalité (8) on obtient

WX (t%’)~X oY

| —i=.'--—'|-lli’L G D Qi)
\ | <3(s—d)e, < 3e,
Drapres (1) il résulte que

R(F(tE, ﬁm o, P, X (@
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—,

Soit 27" un pomt de F(i m s )) tel que

28— 28 I <SHECT, X, () FUE, X, (5
et posonsZ_ (1) = :T pour te ]t'_" s+1 b
Sott ygy ; = Projp, 1) (I7 — e, =™), et pour tout 1< |17, 1"
§

on définit

X (f) ;?T+1 t n t—tT; m
- i m ¥s + m wm Y s-+1
sfl—is ils-!—1 _ts

Comme plus haut, on vérifie facilement que || y;"_!_j — gl 3e
Pour tout te[ 1, 15—1-1 |, on a clairement

(1 2n(D1<3
EXm(f)e——Nl_. an )(K (™ N—Z, (1)

Donc, X et Z vérifient (2),(3);(5) pour i==s+41.

Nous allons véiifier la propriété (6) pour i =s. Si " eP;ona

e -

§"" 12, (s +D)—Z (8 1)) di

=71 = LSRR X (), F (L 1. X m(6=00)) &

0
Se, 6
SitT&Pi, on a

R .
=] =3

(" Nz, T+ —Z, (F+ona={" yz_(T+)—Z_(Z40))
9 L 0 , K ]
= {7 2T = N Sh(FQUS X, (D). F (15,5, (B e,
0 . . ‘
(en_ e

—h
]
sl



%oul; tout m >» I,soil fm(i) la _\'éleur dei(l gi < vm') tel que t&[ ir;'-m (t—1° fn}m )]
.t posons 8,(1)=17 @8, (1)= % )-gpourte 1l 0, (0)=et 8, (0)=0.
D’ apres Ia relation (2), pour tout m>=1, tout tef0,1] on.a |
X (0 (el @M% n®ne TG, 1)
Alns.l, on obtient de la relation (5)
—X (t)eN"(B "t))(x (B (r))+Z (t) pour lout m ~>»1 ef tout te[’O,i]
ot zm OeF (B, 1), X, GO - |

Comme F(G)Clé la suite (Z,,) est équi-intégrable. Démontrons que la suile

(Z,) vérifie la condition (v) du théoreme. I est facile de voir que cetie condition

i
est réalisée si la suite (Z ) vérifie la propriété suivante (*). Soit n, un entier

» . e
n - -
0 . Alors pour tout entier m > Iy et

positif et soit «, un ‘nombre réel <

tout 6e{0,%,],0n 8

-G

1 N . ' .
S . an({+Q)mzm(i)ll dt”{‘"ﬁeﬂb-‘_ 46(6
0 -

1 .. | ..(‘12)
| ).

En effet, soit ¢ > 0. Choisissons i, un entier positif tel que ﬁsno-{—g- et

e -
no A ) B it I
ey ———"€ . Alors la propriete mon-
5 "8 ny proy! ™

choisissons «, tel que ¢ < mint (

tre que pour fout m =T, et tout se[0, .}, ona
o h .

-5

1z, (x+c)._4 (i<

4]

P

Pour démonirer la propriété (A) il 'suffit de monirer que: pour tout m = 7.

tout j, g <J =V, 2 et tout ce{0,2y],ona
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n
g '
{D lIZ.m(H-c)—zm(t)udtgsenosno_;_h,
fj . .
o g o (13)
et 1{10 12, (t+ )= Zp(DHdI<Ge, 2, o+ 20
Yo _1
0
puisque,
Lo, T2 "o
. 0 SJ’+1
W2+ =Z,ONdt = Z ), 7t =Z, (01
‘ J,o , i .
1-¢
+ St 1|| Z_(t+o—Z (1) dl
v — .

o

"g (63 Sn —E" 40) (‘\JH ) s

, 1
"6enogn+4s)(gn )

wa
,..63n0+4a( - )
[1]

Pour tout m > n, tout j, 0 < j << v —2 et tout o €[0, =,
1 1]

soit

e .
L=SA,, 12, (t+0)— Z, (Dl at
F.0
J

Examinons la valeur de L. Puisque m>n;,, t;.zo et [;1"—" appartiennerit ab_. Donc,
il existe deux entiers A, ¥, 0<C A < I tels que - '
n m n imn
{
- Comme m > n,, on ai > 171, Done, il existe au mois un point i': de P
tel que
n

s mn m m
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m
T

[
ar 0 o = oy, < —%—d il existe donc un entier unique p>1 avee A > B < <P ~1
21 que t 0 —s & [i?' !3 1] Ceci étaut, nous allons demontrer les inégalités

uwantes.
m .
- n
S PARGEE S e Z, @+ Dud < 2 e, n
[
pour tont entier s,A - I <5 QH-I L (14)
e ) .
[hz, @ +et D~ (tho -+ DAL < b6y op,
o (15)

pour tout entier s, A L § < [}—1

J+1 -t
{ 12, A+ o) = BNt <2

crifier (13). En effet supposons

Ceci permet de v
irifides. On a

inégalités (14), ( (13) et (16) soient Ve

Ho
L= f’“ SNz (40— Ly O
J t?\. o _
m : m
t?\-+1 I + ’
<[ yz,tEmE _oud L2, (40— Z, B d
t.rlfc):t?: : [7¥+1 . T :
m . Rﬁ.
) tB . ) t.j+1 - O
et Z t+o)—Z,Ohd +jim |2, @+o)— Z,BOnd
g-1 o ’ B

,h
4 N €m

("2, (0 D ZaR +t)udt+8
0 _
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[,Il - ! I 5 ‘
et § N s 0 = 2 U DY+

U
iy
. t.i-ﬂ“c . 7
+ ftm _ ”_Am(’ +o)—Z_ (O d
B
em )
<§ Iz (4 +o+t—- Z_ P+ond
0 . ‘ .
em em.
+§ N7 (R Ao —Z, (0l dt 4y ) 2, (1 D —Z, (40 dt
4]
o, )
i . m ng em. m mp

+§ 02,00 ez o ar 2 (-2, @ by dt
"0 g

Iip

lj+1 T, .

F {0 12,0+ 9 2, 01
i
B

< (B_‘.?\)éem EHO +(B - K)?em sna—|- 26 < 6 (M — Me 8"0 4+ 20 :'—-_68”0 gno_;'_go
Done, pour tout j, 0 < j < Yoy 2ona,

Ry
o+ 1 : .
. fn N Z (E+e)—2 )] dtg_ﬁeno gn0+gg+
40
na - -
tj + 1 o .
A Nz ) =2, N d
\ tG—G
7
gﬁ'eno 1y 4 4o

Nous allons démontrer (14), Soit {7 un pointde P tel que A 47 <s << —1.
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On a
nO m m m m Rg
fJ -.ﬁ—._-i?\ <‘ih+1<\f3 <t!~l=tj+1

Donc, 1M ¢ P_ ctpar cons.équent‘i"' ¢ P, car P, C p . Draprés la ‘p’rd—-
5 no s 1 1 ﬂa ) (
«priété (b), ilexiste un couple unique (1t » ry) dépendant de 1': et tel que

1

(n, <m
S .
t ¢ Pp pour p = 152,00 Ty
m ‘
t.sele ‘pourp;;nj—ﬁ—l

n m n )
_trj <?s <tr11 + 1

En veriu de 1'i :ézalité (6), ona

™ Nz (1t at< '
§,” G R M G e T (17)
n m o
< t9 ,Commet §P
7 3 : H09

: o 40 4 ' 4
Démontrons que tj <1 1, Supposons que tr
o Tt 1

" on a 4’ aprés le choix de jzi y 1y, <ny. Il existe, donc, un entier positi;i‘ v tel

que {0 =1 1-0na 1o {10 =t
g Y ry ;oo
It n F e on n
2 1 m 1 1_,0 : . :
‘ Doncir1+1<iY .Donc,onats<tr1+1£IYmtj,ce qui est
. . ng M
impossible. Alors '{j <t
‘ 1
ny By e g M ' 4
Sit =t ",omn obtient I'inégalité (14). St f,” < ¢ 1 alors on af &P .,
. rf I ! o K I'I . f'1 HG

";r. o . fq
rca.rz tr-i <tj+1 , ef par conséquent tfi ¢ Pn1 \P1:
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il cxiste, done, d’aprés ia propriété (b) un couple unique (nz, 1'2)dépi_3ndani

il
det1
I

et tel que:
2 q.

pour p = I,...n,
- “~

t el pourp=n2+1

ny ny ngy
£,.< tr1.< ir2+1

En vertu de 1'inégalité (6) on a ‘

€m . ny ngy _ .
o Ll tD =2y Wt 01d K e, 6 (18)

0 . .

I
1 . s : N . .
car | &€ Pn — I’m . A l'aide des raisonnements utilisés pour montrer.

1 1
n n . Hi n n n
que tjag l!_j , on vérifie facilement que i.0<\ tr‘g'. Sif?=10 ,» on fait Ia
1 J 2 J g,

n It .
somme de (17) et (18) on oblient (14). Si tj 0< trz ,» on procéde comme précé-
. 9"

demment. Bref, il existe une suife {inie de couples d’entiers (n.,r.),
. ! { 1

= {1k
telles que
n, < nk_<nk_1 < iheanas <n1 <7 Ity
Hk Tlo ni L . . .
trkztf ’ triepnic P ' Yi=12 ...k

-

e .-
o Mz 0T H 0= Z ¢ phdiSs, ., Mi=1,..k
ry Ti+1 Tieg T
) _

Donc, on a I'inégalité (14) car on a

e'm VAR (N pral
' S 12 +D—Z, @2+ npd<
¢

.
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€, ’ _ 1. ‘ é ' .
<12, G +D -7, apeond 2yt 40— 2 GEREE
v 0- '

B

+ * L] . L] L] - - - - * . . . L] +S ” Z (i k 1+f)—Z i U +t) “ dt
p Th—1
§eﬂ](en1 +sn2 da e e E“k )
1
ce | At S
. 2“1 :2"1 2“?(
k_.

= e, 1y (1 _l.zg-“( " R)

o 9Tk j=1 ;
< € -——1-— (Zgﬂji L e 2 =2emen

.m 2”0 Jj=1 m 2”0 0 .
Maintenant, demontrons 'inégalité (15). Soit s un entier tel que ALs<B— 1.

On peut supposer ¢ ~ ( car si o est nul, 'inégalité (15) seréduital’ 1nedahte (14).

Ceci étant, on a
B Bpe<igte S P

Puisque 3 1 +G=UB 4+ 6} = ey << tqu —e = tﬁ‘_j, on obtient

i’;\' < t;n—]— & gtﬂ_I . Done, il existe un entier unigque k = k (s) avec
A < kK — 2tel que i =oc¢ [ty Uy e

Si 1+ & =ty alofs L2 Done A+ 1<kSH—2
D’aprés Tinégalité (14) on a,

4
%"‘ IZ (5 + o+ — z,,(0) ydt

e

= m , m N —Z n, i
) llzm(ik‘f) Z, W0 A ODIAS2en o

.
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n

E41 T

m

De méme (15) est vérifiée si t;n +o=1 Supposons til < t:n + o< fk—l- g

Soit p _—-_122_,‘_[ — (t;n_-i- o) . Alors 0<Cp<e, et pour toutte]0, g,
m m mn
tk < t.s‘+d+i<°.tk+l
m m m
et { < tk+i<ik+i
Done, d’aprés la définition de Z ona

Z (@ +ett)y=Z (7+1) ,1e]0,0)
Pour tout ¢ .e]c, e hona

I mt m
e <ty o+ i< 1,

m m . .m
gy <lppg HEISH 4,

Done, d’aprés la définition de Zm on a,

Z, CHo+D=Z,( 1, +tteln oyl

iz " Z_ (170 4+ )| dt
3" 17 ¢ +o+—Z,(00 + 0
o .
=1z, (S +o+D+Z (0 +1)ld +
e
+ 5" 0z, @ +o+ 1) —Zm(t}‘o + By ydf

P
. .
= gnz r+0— 2z, (tj?0+t)ndi+ '

m

Em NZ, (™, £ D —Z, (150 + 0 dt

o

<§m 1 2, (¢ +t)y— z, (0 +Dldt +

em . . o
+§ 12,00 ,+ D — Zm (10 + f) | di
0 ,

13— 808

bt
4=
b



Pone, grace 4 Pinégalité (14) on obtient 'inégalité (15),

‘m

g I zm(f;“+a+t)_-zm(t;w N by
Démontrons 'inégalité (16) On a deux cas 3 distinguer:
Soit 0 <o < e, Dans ¢e cas tP < t o= tng_i — s<1‘m . Vu' la définition

t’:}—_:t"o . Pour

de p on anecessmrement g=p—1etpar conséquent iE[3 1 41

. tout te[t -—s] onat+ce[i 4ot I.IO =iB+1] Comme Z  est cons-

tante sur l’injcervalle [iB , ZB 1l 0

9
tjj1-
J;n lZ (t4o)— Z (i)lldi—'
gt

~ Soit 5 >e - Du fait que tj+1 —oefl tg! s tE:_I }, on déduit que (t;fg1~ c)-—tg < e,

et par conséquent

%
lj+1
fo Z_(t+a)—=Zn (D dr<2e <20,
: B :
d’oi (16). Donc 1a suite (Z) m>>1 yérifie la condition (¥) du théoréme.
Désignons par Bla :.bOIﬂe upité de H munie de la topologie faible o (H, H).

On a le corollaire suivant.
COROLLAIRE 1. Avec les hypothéses et notal tons du théoréme 4, s
(1) G est fermé dans [0,11x H,
(2) Pour tout te[0; 17, les suites (X (O (D1 & (X (8, (1)1 5
relaiwement fortement compacts dans H. ~
(3 Lrapplication (1, %) =~ & (x, T (1) est semi-continue inférieurement sur
© 10,2} X B _ ‘
Alors le probleme (P) admet une solution ‘absolument conlinue ‘X qui vérifie
Sl % (1) eNp(R(1) + F(LX()) PP
X (0 )= a.el‘(OJ .
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Démonstration. Comme (X )m> ; est uniformément bornée, on peut supposer
que la suite (Xfm )m = 1 COmverge pour la topol\ogie o ( L ([0,1], ds), L7 ([0,1), ds))

vers une application X et par conséquent la suite (Xm(fim (tN, ~>q Comverge

t
vers X () pour o(H,H), pour tout te[0,1] avec X(t)_—_-a—l—_f X(s)ds. En

vertu de la condition (2), on peitt supposer gque les suites (X (6 §3) 1 =1 et
(X, (e, (%)) convergent fortement vers X (t) pour tout [e[0,1]. Du fait que &
est fermé, on a d'aprés. la relatlon (iii} do théoréme 4 que X({)e F(t)
pour tout te[0,1] Démontrons que la suite (Z ) est relativernent
compacte dans LI ([0,1], ds). D’aprés le corollaire du ‘théoréme 1 en rappel et
la relation (v) du theoreme 4, il suffit de démontrer que, pour tout ensemble A

ds-mesurable dans [0,1], I’ensemble

{ _l' X, Z ()di[m2 > 1} est relativement compact dans H. Pour tout m > 1

et tout te‘[f),i] posons
C g (H=F (S (1),X, (5, (1) et $()=F(LX(t)

Comme F est continue sur G, on a lim & (¢, (f), $(f) = O pour tout f € [0,1]

n—ce

et par conséquent lim h "(Lcué tm (1), co ¢(t)) = ¢ pour tout ¢ e [0,1], ot co(.)

n—oce
désigne 1" enveloppe convexe termée. Du fait que l’ensemble F(G) est borné, on
déduit que ¢, m > 1 et ¢ sont intégrables. Done on a

-

lz‘mh(}}CA 50 b () d, }xA () 6 ¢ () db) = 0
0

m>ce 4
et il en résulte que

lim d (fx oz, () d, fx (oo () dy =10

m—»os 0

1 —
or, I'ensemble {f %, () co ¢ () di} est compact (cf. théoréme 2 en rappel), donc
0
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1 .
t'ensemble {\%, (DZ @ dt) est relativement compact dans H. Donc Ia suite
0

{Z )est relativement compacte dans Lt H (0,17, ds) Quitte a extraire uneé
sous-suite, on peut supposer que la suite (_Zm)m>1 converge fortement et
presque partout vers une application Z € LiI ({0,1], ds). Comme Z el (6m(1}),

(3, (1)) pour tout m > 1 et pour t € [0,1] et comme F est continue

1
sur Gon 2

A eF @ X@O) PR (19)

_ Envertu de la relation (iv) du théoréme 4, pour tout m > 1 et pour tout
{ g[0.1],0ona ' ’

—_ Xm (f) —_ Zm (i) eN ]_"(Bm (f)) (Xm (Bm (t)),
celte relation est éguivalente ‘4

o (— X, () — Z, (s Hlop, ) + < X, O+ 2,0 X n @@ > < 0,

Cette mecrahte s*écrit

& (— X, O—Zn T @O+ <X O+Z,® x 0=
< <X O+ Z,0 x 0 —X, 6, >

I} en résulte que

) 1 1
tim inf \&° (— X (O —Z, 010, (f) dt + lim inf S< X (0 X, () =dt
m o N

m

1 1 O U] '_
< tim {<-Z, O Xy, (t) >+ 4 lim S(S CRX ) ds) di
m—> m—>o° 0t - .

]
is

Puisque lim 8 ) = et puisque (Xm,)m>1 est uniformément bornée par 3

m-—;co
le deusiéme terme du second membre est nul, tandis que le premier terme est

i
égal* a§ < — zn, X(H > dt. Examinons chacun des termes du premier
0 T
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membre. Comme la fonction (8,z) - &* (x, I'(1)) est semicontinge mieneurement

sur {0,7] X Bg et comme la suite (X ) m>1 est uniformément bornge of COnverge

vers X pour. ¢ (LH ([0,7], d?), LH (O,IJ, ds)) et la suite (8, (1)) converge

sim. .ﬁ.
plement vers f pour t  [0,1], il résulte du théoréme 3 qu'on a .
1 1
timinf [ 8 (— Xm (1) = Z_ (1), T(8_ ()dt > [ (—X()) — Z(t), T(t) at
m 0 0

‘En vertu d’un résultat dans Castaing-Valadier ([7] p. 123) on a

1 . 1 _ .
iminf\<X_ @, X, (0 >dt > (<X, x> a
m 0 - 0

D’oti, finalement,

f (=X —ZW T)d + §< X (), X{(f) > dt + §< Z(H, X() >dt < 0
0 0 0

' .

Ceci équivant a

_-X(t)—Z(t.s)eNFm(X(t)) p-p-
car X(1)eT (t),¥te[0,1]. D’ott daprés (19), on a
— X(HEN ) (X (1) + F (X (1)) - p.p.

L application X est alors solution du probléme (P).

Remargue. En particulier, 8i H est de dimension finie, alors le probléme (P)
admet une solution absolument continue,

Dans le cas ot H est de dimension infinie, nous donnons le corollaire
suivant qu1 est conséquence du corollaire 1.

COROLLAIRE 2. Apec les hypothéses et nolations du théoréme 4, si lon remplace
les condilions (2) et (3 ) par ies conditions suivantes:

(i) Le graphe G deT est fortement compact,
(ii) F est continue sur G

(m)Lappltcatwn (i, a:)-»&*(:c T'(t)) est semi-continue inférieurement sur
[0,1] % B - '
Alors le probleme (P) admel une solution absolument continue X qui vérifie
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—~X()eNr (X (t)+ F (LX) pep
X(0)= ael (0)

)emenstration. Drabord, on remarque gue 1es conditions (i) et (i) impliquent
cs conditions (2) et (3) du théoreme 4. Comme G est fortement compact,
sensemble T ([ 0,1 Ty= prolg G est fortement compact. Donc, pour tout €[ 0,11
les suites (X, (Bm(t))) et(X (Bm(t))) demeurent dans J’ensemble tortement

compact I ({ 0,11). On est ainsi ramené au corollaire 1. Donc le probleme (P)
admet une solution absolument continue X qui vérifie

—~ X()eNr (X (1) + P (XD pep-
X(0)= aecT(0).

Remarque. L2 condition (i) du corollaire 2 est vérifide si l'on suppose que,
pour tout & fixé dans H, la fonction — d (2 T(t)) est semi-continue supérieu-
rement sur [0.1] En effet, posons f(t,z)= d(z, L)1, zye[0,1] X H
Alors la polaire f* de f est égale 2 '

f*(t,y)-:;ggwm,y>—f(t.x>1 @ g)el0A1x A

— 9y (9) + 8 TED

LComme t_.,.'f t(oc) est semi-continue supérieurement sur § 0,11 pour tout x fixé
dans H, 12 tonction (I, y)— (1 y) est semi-continue inférieurement sur
[0,1] X Hge donc f* est semi-continue inférieurement Sur {0,11X B et par
conséquent l’application (t ,y)— 5*(y ,T (1)) est semi-continue inférieurement
sur [0,1]1X B,

Commentaires 1) En dimension finje Vidée drutiliser le théoréme de Riesz
dans la construction de la suite (Z, hn>1 est due a Hermes ef. Van-Vieck F.S.

([0,1]). La construction de la suite (Z m)m> 1 est inspirée de celle donnée

par Filippov (8D et par ces autewrs, mais 1ci, on neé peut -pas procéder
exactement comme Ces guteurs car la construction et la convergence des
suites (Z, In>1 et ( X In>1 _nécessitent 1cl Q€S aémonstrations plus

compliquées.

2) 1 semble difficile drétendre les résultats précédents dans le cas oi F est
séparément mesurable et géparément continue en utilisant ‘jes théoréme de
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sélections mesurables afin de consiruire comme dans le théoréme 4 une suite
d’applications (pas forcément étagées) relativement compacte dane L_é,([ 0, 1)],ds)

Dans le cas particulier des équations différentielles multivoques (sans con-
trainte sur I’état) de la forme -

X eF, X)) ., telo, 1]

X() =aq,
avec F(i,.) continue, la construction d'une telle suite se fait soit directement

{sans utiliser le théoréme de Riesz (cif. Olech {[11])), soit en se basant sur le
théoréme de Riesz classique (cf. [10]).

3. Signdlons que le théoréme 4 est valable en supposant que F vérifie la
condition suivante : '
Pour tout ¢ >> 0, il existe 1 > 0 tel que pour tout
(L, %), (T, 7)) € G X G vérifant 0 <1 — 1 < met
lz—ygll<<n ona h(F{t, x), F(T, 1)) < ¢
4, Pour terminer signalons que nos méthodes présentées ici permettent
de démontrer ’existence des solutions absolument continues pour les équations

différentielles multivognes avec second membre non nécessairement copvexe
de la forme ‘

x(t) e F(t, 2()) t [0, 1] , )
z(0) = a

dans les espaces de Banach séparables. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de
supposer gue la multi-application F prenne ses valeurs dans un compact fixe

grace aux théorémes de compaciié cités en rappel, ceci en contraste avec le -

résultat d’existence du Corollaire 2 du Théoréme 4.

Received August 24, 1982
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