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INTROUDUCTION

Ii.existe dans la littérature plusieurs articles consacrés a la semi continuité
inférieure des fonctionnelles intégrales. Nous renvoyons le lecteur aux articles
de Berkowitz ([1]), Cesari ([10]), Cesari-Surgnarayana ([117), Olech ([15 A
Ioffe ([12]), qui contiennent de nombreuses rélérences et P'historique du sujet.
A notre connaissance, aucun auteur n’a abordé I’dtude de la semi continuité
inférieure présentée ici en dimension infinie ; excepté quelgues cas particuliers
_ Tenconirés dans les problémes d’évolution éludiés par Morean ([13], [14]) et
Castaing {[4],[5]) ou il est possible de traiter le probléme considéré soit
directement (}:f. Moreau [13[,[14], soit en wutilisant (cf. Castaing [41,(5D)
la dualité des fonctionnelles intégrales convexes définies sur un couple d’espaces
décomposables ([9], th. VIL. 7). En fait, I’étude de la semi continuité des fonction-
nelles intégrales présentée ici se raméne justement a la dualité des fonctionnelles
intégrales convexes en dualité grace aux nouveaux résultats d’approximation
des intégrandes convexes normaux (th. 1, th. 2, th. 3), ce qui permet dobtenir
des résultats trés généranx dont les démonstrations ne sont pas conséquence
directe des résultats classiques a savoir: le théoréme de Mazur, lemme de Fatou
et le théoréme de Carathéodory traditionnellement utilisés, soit en dimension
finie, soit dans quelques cas particuliers en dimension infinie, parce que ges
résultats classiques ne s'appliquent pas aux démonsirations des résuliatg
présentés ici. Nos méthodes de démonstralion s’apparentent & celles adoptées
par Olech ([1 13]); cet aantear n’utilise ni la dualité des fonctionnelles intégrales
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convexes, ni les théorémes classiques précédemment cités. Cependant, la démion-
stralion de cel auteur ne permet pas d'étendre son résultat aux espaces décom-
posables considérés en dimension infinie. Ainsi notre étude compléte et généra-
lise des résultats existant dans la littérature. Les applications qui seront présen-
tées ultérienrement illustrent bien cette Stude; notamment I’existence des
solulions pour certaines inéquations fonctionnelles intégrales, avec contrainte
sur I'état permettant de retrouver comme Cas particulier, I'existence des solu-
tions continues a droite d’une classe d’équations d’évolution: équations diflc-
rentielles multivoques avec contrainte sur état, dont le second membre est un
sous-dif férentiel (cf. Casiaing [7]) et des nouveaux théorémes de minimisation
qui sont, de fait, liés & ces types d’équation d’évolution. - '

Notations et définilions. Dans ce qui suit, (2 o K) est un eapace mesuré
avec M positive linie, o4 1-compléte, Soit E un espace topologique séparé
On désigne par ‘3 (E) sa tribu borélienne. Pour un espace compact muni d’une |
mesure de Radon positive v, T, on désigne par @, laitribu des parties v-mesu-
rables de T. Toute application v-mesurable, v, de T dans E est prise au sens de
Lusin, i. e., pour toutc >0, il existe un compact T,C T tel quev(TN\T, ) < ¢

et tel que la restriction de v a T, soit continue.’ Soit F un espace localement

o -
convexe souslinien. On supposera quil existe sur son dual I’ une topologie
localement convexe souslienne compatible avec la dualité. On désigne par

g“F“ (resp. ﬁ;f‘,)l’esi)ace vectoriel des applications f de Q dans F (resp. F),

(oA, B (F)) — (xesp. (o4, ) — mesurables telles que I () soit relativement
compact dans E (resp. F). On désigne par (L, £p), (4 B(F)) — (resp.
(A DF)) — mesurables, scalairement K-intégrables, tels que

vuelp ¥velpss w—> << (w), v(w) > est H-intégrable sur £2, ﬁ;‘, L (resp.

£5,C Lps)
VA e o, ¥ nelp (resp,'ﬁﬁ'.,), on a %, u 6Ly (resp. L)

Les quoiients des espaces ,E,F, £F' s £;f ﬁ; ,-pour la relation * égalité H-p.p.”’

sont notés respefivement LF, L. L; , L;.- .

On rappelle que les espaces Ly et Ly, sont en dualité séparante par la forme
bilinéaire \
<y, v>= [ <u(w), v(w> H(dw)
o
pour tout (u, v) & L X Ly, (cfi Caslaing— Valadier [9], Ch. VII). En ce qui con-
cerne la mesurahilité des multi-applications, nous renvoyons également a

Castaing — Valadier (9.
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Si T est un espace compact muni d’une mesure de Radon M, G un espace

topologique, f: T x G-» R une [onction numérique, on dira que f est approxi-
mativement semi continue inférieurement (resp. borélienne) si, pour tout ¢ >0,
il cxiste un compact T.CT tel que (T, ) < ¢ et tel que la restrictionde f &

T, X G soit semicontinue inférienrement (resp. borélienne).

§1. RESULTATS PRELIMINAIRES ET THEOREMES D APPROXIMATION DES
INTEGRANDES CONVEXES NORMAUX

¢
THEOREME 1. Soient G un convexe compact éjuilibré d’un espace localement
convexe souslinien, B(C) la tribu borélier ne de C et

g: Q2 X C—] —e0, 4+ oo Junintégrande 4 @ B(C) mesurable vérifiant :
() il existe un intégrande «: Q@ x C— R, conlinu sur C tel que g{w,x) pour
tout (w, x) e L X C

(if) g(w,.) est convexe propre semi cofp'inue znfeneurement sur ¢ pour tout
w e

Alors il existe une suite croissante d’intégrandes A @ B(C) ~mesurables,
9. )i>p de QX C dans R telte que :

1) Yo, 2)e 2 X C, lim 1 g, (0 2) = g(w, x)

>
@AV wel, ¥k>1, g (»,.) est convexe continue sur C.

Démonstration. Il est classiquement connu qu’il exisie dans " une snite

(2’ ) séparant les points de F. Pour tout = ¢ C, posons
B

| <>

plx)y= § 277

n=1

1+ sup<e:1,y>
yeC

Alors ¢ est une applicatication de € dans R telle que ¢(x) = 0 si et seule-
ment si x=0 et (x) >0 pour tout x g C\ {0}. Il est facile de vérifier que ¢ est
sous additive, convexe et continue sur €. Pour tout entier k > 1, tout w € Q et
tout x € €, posons

g (%) ymf [ (-—-f’~)+g(m, y)]

Alorson a
Vhk>1,Vweld, ¥xel, 0g (0, )< < Gppq (00 2) < glo, ).
D’ott sup g, (0, x) < g(w, ) pour toul (w,x) e Q2 X €. Montrons 1'inégalité inverse.

Soit {w, x) fixéd dans Q X €. Soitr € R tel que g(w, &) > r. Montrons qu’il existe un
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* entier k, tel que g, (o, T) =1 Comme g(w, .) est semi continue inférieurément
0 ‘ . ,

sur C, il existe ui voisinage ouvert V(z) de  tel que g{w, y) > r pour toul

y e V(x)n C, ce qui implique '

k(p( ‘;‘-Y )+g(w,g>>r-'

pour tout entier &, tout y € Viz) n C. Or g est minoré par lintégrande « qui
est continu sur €, il suffit de montrer quil existe un entier k tel que

ko ( = "2— J )::» r — min e(w, y) pour tout y& CN\ V(). En raison de la contiguité
X — ¥

2

de pet de l'application y — de-C dans C et do fait yue reC\V{(z), ona

. x—Yy
m = min ¢ ( ) > 0
ye O\ V(z) 2
Il sulfit alors de choisir k, tel que k,m = r — min.  « (w,Y)
geC\V(x)

D'onl .
g(w,x)= lim { g .(0,%) » Y (o, r)e 2 X G,
. fi—r o0

Pour tout entier k, on a, grace ala sous-additivité de ¢,

| g (0 ,x) — g fo, ) < ko ( __T’c_’,)

pour tout {w,x,y) eQx CxC.Dotla continuité de gk(w,.) sur C pour toat
we Q. Pour tout x fixé dans C et tout entier k., 9, @) est (A, D (R)) —mesu-
rable en appliquant un théoréme de projection ({91, th, III ,23) comme dans
Castaing ([ 67). Enfin, chacun des g, esl (A@B(),BR) — mesurable en vertw

de ([9],lemme TIL.14) car C estun compact métrisable. Reste a vérifier que
chacun des g, est convexe sur C. Pour tout entier k et tout w lixé dans Q, soit

(@, xz,?x) eC x C x [0,1]. Vérifions que
g (0, A&yt (1= 1) 2y) < A g (0s2y) & (1= 1)9(0:75),

Soit ¢ > 0. Il résulte de la détinition de g, qu’il existe (y, Y 9 ye £ x C tel que

T, Yy

gjf(w,xi)—l—s}f{_cp( )_{“g(“”yj)
Ty Uy
9

)+g(w,y2)

gk(w,12)+5>k@(
D’ou ' ,
' ' ' x, -y . x,—Yy
Agk(m,x1)+(1-1)gk(m,x2)+s_>k{mp( ! - 1)‘—{—(1—?\)(4)( 22 ’?ﬂ
+rg(o,y,) + (1 —=23g(w,yy)
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Comme C est convexe ct les fonclions g (w,.) et ¢ sont convexes syr (i, ona

: T, —y
lgk(m,arl)+(1—7x)gk(m,a:2)-}—a;-.kcp [?L(—{—Q—f-)-i_

,+(1—A)(x2;y2)]+g(w,;\y1+u—x)y2)

En raison de définition de 7p(wshx, +(f—1)a,), on obtient Agp (w2 ) 4
+(]-K)_gk(m,x2)+e>gk(m,?;:€1+(1—?\)1’2)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, 9, (w,.) est convexe sur (, ce qui termine la

démonstration.

Remarque.Il y aura peut élre des démonstrations plus élégantes que celle présen-
tée dans le théoréme précédent. En particulier, M. Valadier nous a lait remar-

quer (ue la convexité de g, peut résuller de la propriéié d’inf-convolution- de

deux forctions convexes, taryp peul étre prolongée a 1'espace E entier et- g, peut

- étre défini comme l'inf-convolution de k petg (o g{e,. ) est g (w,.) prolongée

Par 4-ee en dehors de C). Mais la démonstration du théoréme 1 est élémentaire
et permet d'obtenir anme variante dang laquelle C est une multi-application
de Q 4 valeurs convexes compactes équilibrées de F, scalairement mesnrable
(I9)s cest a dire, pour tout 2’ €f’, la fonction d'appui &* (x', C()) est
~A-mesurable sur Q, : b

Voici une variante du théoréme | et son corollaire.

THEOREME 2. Soient T un espace {opologique séparé de type K_ (i.e. réunion
dénombrable de compacts), F un espace localemeni convexe souslinien de type

'KO U, une multi-applicaiion semi-confinue supérieurement de T ¢ valeurs con-

. vexes compacles équilibrées de Fef g:T x Fs]—w,4e]un inlégrande semy

continu inférieurement sur T X F, tel que:

(9} il existe un intégrande « : T x F — R, conlinu sur Ftel que g (t, ) >« (t, x)
pour tout (t,x)eT X F,

(ii) g(1,,) est convexe sur F pour fout t et 9,/Tt). et + o

Alors il existe une suile croissante d’ intégrandes (9, i >1 de T X F dans
[— ooy + oo ] vérifiant :
(DY k>1,%reR,[(l,x)eT % Flg, (La)<r) est de type K, ,
(?) Vaeel (1), VteT, g(lx)=1lim % g, (L)

oo

(I)¥Ek>1,¥teT, g;. (4..) est convexe continue sur I'ct).

Démonstration. Comme [ est semi continue supérieurement, il egt classi-

quement connu que sa fonction d'appui &+ (@', 1" (.)) est semi continue supéri-
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eurement sur T, pour tout 2’ € F'. F étant souslinien il existe une suite (e}u dans
F’ séparant les points de F. Comme dans la démonstration précédente, posons

oo | < e, x> | )
D L R —— S N (
PNED i vy v e R
| - o= | Sil‘&[ﬂ(f_)
1

Comme la fonction i— est strictement ositive et semi-
L+ &% (e, T (+ 3
~ n

continue inférieurement sur T la fonction ¢ est semi continue inférieur-ement
sur T x F car T' est de graphe fermé. Pour lout entier k >»1 posons

inf [k((t,w—g)Jr t, )1 stael (!
A L G IS 0
- oo vsf g F(t)

En repétant les arguments utilisés dans la démonstration du Théoréme 1
on voit trés facilement gue la suite (g, Ye 77 vérifie les propriétés (2) et (3)de

gk (t,.]:) ==

I' énoncé, tandis que la propriété (1) résulte de la semi-continuité des fonctions
¢ el g et du tait que T est de graphe fermé. En cllet, soit &(., I'(t)) la fonction
indicatrice de I' (1),
0siyel’(t)
Sy, T(t)) = } :
(y, T (1)) + oo si gdT (i)

alors, pour tout entier k >>1, la fonction
r—1
(b &)~ v, Gy = ke (6757) +9 LN HGTO)
est semi continue inférieurement sur T« Fxl. L’ensemble [(t, k)e TxF|
g, (bx)<rjest un K, car égal a l'interscclion du graphe de [, avec la pro-
jeciion de l’ensemble fermé (donc du type Ky ) ' o '
[(t,z,g)eTXFXF 14 (LT,H)S rj

sur T X F puisque l'inf. dans la formule délinissant g, est atteint.

COROLLAIRE. F ¢étant comme précédemment, sofent (I', W) un espace.
compacl mnni d'une mesure de Radon positive g, g: T X F — ]— o=+ oo] un
intégrande tel que '

(i) il existe un intégrande : T x F — R continu sur F tet que g(t, x) > «t, X)
pour tout (t,x) e T X F, : _
(ii) g est approximativement semi conltinnu inf érieurement ef convexe sur F,

Soit T une mulfi-application scalairement W-mesurable de T avaleurs convexes
compuctes équilibrées de F iclle que 94/r(t) 'soif == | oo. Alors il existe une suile

croissante d’intégrandes, (9,.) > b de T X F dans| — oo, + oo Jvérifiant
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L, T T T e e

g SRR R Ty T

.

&

(D ve =0, vk =1, il eviste ur compact T, T tel qile U (T/TE) Lee
tel que [(t, x) ¢ T, X F g, (L, x)-<r] soil de lype KU pour toul r ¢ R,

@M te T, ¥xel' (1) gt, x): Hm? g (& x),

@ ¥k>1L,¥tel, 9r (t,.) est convexe conlinue sur I (1).

La démonstration est laissée au lecteur. Il suffit de remarquer quon a
zel(e<e 2> de I, ¥5,¥n>1

et d’appliquer le théoréme de Lusin & la sunite des fonctions jLl-mesurabies
(" (e’ » T (.)),~ 1» de sorte qu'on se raméne au théoréme précédent, compte

tenu de I'hypolhése portant sur g.

Remarques, 1) La propriété 1) du corvollaire précédent monire que les

intégrandes g g, sont approximativement boréliens selon la terminologie intro-

duite, en particulier, siT est compact métrisable, les polaires des 8e g;t,'.

gp(ba)y=sup|<u,x>—g, ¢ D 2)el X P
reF .
sont aussi approximativement boréliens si F’ est muni d’une topologie localement
convexe souslinienne compatible avec la dunahié ([3)], de sorte qu’on puisse
appliquer le théoréme de dualité des fonctionnelles intégrales convexes sur le
couple (L. , L ,) (9], th. VIL 7). '

2) Le théoréme 1 a I'avantage de s’appliquer au cas o1 (Q, -4, ) est un espace
mesuré sous réserve que G soit un convexe {ixe, en coniraste avee.le théoréme
2 ou I'(f) est un convexe dépendant du paraméire / € 7" sous réserve que T soit
un espace topologique séparé dutype K . Nous ignorons s’il est possible de

démeontrer la validité du théoréme 1 dans le cas of C dépend du paramétre w.

3)Sig: T X-F - [0,% o] ot T est un espace compact muni d’une mesure
de Radon 4, F un espace polonais, est @, ® B (F) mesurable et semi continu

inférieurement sur F, alors g est approximativement semicontinn inférienrement -
(cf. Castaing[6]). En’' [ait Castaing ([6]) a établi le résultat d’approximalion
d’intégrandes normaux positifs soivant, 8i g: Q X F — [0, + o] est un inté-
grande(A®B(F))-mesurable, F étant polonais, g est1'enveloppe supérieure d’une
suite croissante d’intégrandes, (8, )k>1’ separement ~4-mesurable sur Q et

séparément lipschitzien sur F.’

Dans le cas ou F est un espace Banach séparable, on a le résultat d’appro-
ximation suivant qui peut avoirson intérét pratique et est remarqné par Olech
dans sa démonstration d’ nn théoréme de semi continuité inférieure ([15]).
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THEGREME 3. Soient F un espace de Banach séparable,

g:Q X F > [ — oo 4 oo | un intégrunde (A QB (F)) — mesurable tel que,
Yasl, g(u, ) soit convexe propre semi conlinue inférieurement sur F. On suppose
qwil existe une applicalion h: Q x F .-» R vérifiant la condition de Lipschitz
suivante:

[a(wz)-h(op) < Mie—ylp :
pour- fout (w,x, y) € @ X F X F, A élant une constante > 0, ef telle que
h(w, 2) < glwx) pour toul (w,x) €2 X F.

Alors il -existe suite croissante d’ intégrandes (g, D1

df’flnls sur 2 X F a valeurs réelles telle que _
(1) ¥ weQ ¥k>1, g, (»,.) est convexe sur F, ef lipschilzienne sur F de

rapport k,
() ¥ (w;x)e Q X F,limtyg, ¢ox) = g(w,x)

k—oo
(3) ¥ (0,x)e 2 X F, G, (wx) r> h(w.,:v)‘pour tou entier k > A,

Démonstratien, Pour tout w € Q, toul x € I et tout entier k > 1 on pose

gk (wxy =inf [k g § — 7+ glo,y)]
yeF

A partir de cette formule, on voit facilement que g, (»,.) vérifie la propriété
(1). De facon evldenie, onapourtout we 2, ¥xsF, toutk >1

gk(w! CC) gk+1(ws -T) = g(w,x)
D’ ol sup 9, <8 I’inégalité inverse se démontre classiquement. Pour la
kOO

commodité du lecteur, la démonstration de cette inégalité est reproduite ici.
Soit (ws X) lixé dans @ X F. Soit r tel que g(w, x) = r. Par semi continuité
inférieure de g(w,.), il existe d > 0 tel que g (v, y) > r pour tout y € F vérifiant
ly — a) < d. Pour tout & > 1, tout {yeF aveey — [[zf < d, ona
k|z—y+g(w g) >r. Il suffit de prouver qu’il existe un entier ko tel que

k, Ix—yy +g{wy)>r pour yeF vérifiant fjy — x| >d. Or on a pour

tout y € F, g (w,y) > h(w,y) > h(wx) —A ||z —y). D’ ol

kllz—yll +g(op) >h(@a}+ (k-1 lze—yll, ¥k>1,¥yeF

Alors pour- tout entier k> A tel que k> A et pour tout yeF tel que
ly—=zjl d> ona

klz—yll +9(y) > h(wx) + (k—2)d
I suffit de prendre k& N* tel que k, > A et (k, — &) d + k (0,3} > r.

" Ceci prouve la propriété (3). La propriété (3) est évidente car, pour tout entier
keN¥*telquek > A, ona(k —~4) [x—y| >0 pour tout y € F. 1> ou, pour
k>hona
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inf {Efa =gl + glog)] > hlwz)
[

¢’ est & dire, g, (0,2) > h(w.x).

Enlin g, (-.x) est of — mesurable en verta d’un théoréme de projection
([9], Th. IIL 23).

 Le lemme suivant est crucial dans P'étude de la semi continuité. I} est in-
spiré des argnments utilisés par Olech ([16]) dans sa démonstration de la {condi-
tion sulfisante de semi coumtinuité inférieure. Mais ici on se place dans an
cadre plus général, ce qui demande des démonstrations plus détailiées, Par
ailleurs, ce lemme est directement lié¢ aux théorémses 1 et 2. Signalons dés main-
fenant anx lecteurs que la semi continuité inférieure des fonctionnelles présen-
tées ici résulte des théorémes précédents, du lemme suivant et du théoréme de
dualité des fonctionnelles intégrales convexes ([9], th. VII. 7).

LEMME 1. Soienf F un espace souslinien, I' une multi-application @ valeurs
compactes non vides de F lelle que son graphe appartienne a A @ B(F), E un
espace topologique séparé, (v, ) -, , une suile d’applicalions (A, B(E))—mesu-
rables de Q dans E convergeant simplement vers une- application (A, B(E))—
mesurable v, £ — E.

Soit f: QX F 3 E — [—oe, 4] un intégrande (A ® B(F) @ B(E),
BB ))—mesurable tel que f(w,..) soil semi-continue inférieurement sur F X E
pour fout w & Q ef tel que f(w,., vw)) soit finie ef continue sur I'(w) pour touwt

OJGQ-

Alars, pour tout = > 0, ona

fim W [we Q| mf [f(w, X, v, (m)) f(w, x, v(a))] < ] = {}

>0 I el (w)

Ddémonstration, Pour tout o fixé dans © et tout entier n, la fonction
x> f(w, x, v,(})—[(w, £, 0(w)) est définie et semi continue inférieurement

sur ['(w) & canse des hypothéses sur f, donc atteint son minimum sur ['(w).

Par suite, il existe o (v} € I'(w) lel que

inf [f(w, 2, v, (0))—F(0, &, 0a(0)] = F(ws, (), 0 ()= (w50 (w), vi(w))

x&l'(w
Remarquons que la fonction

r oo mf [f(w, % U (v) — fi (w, , Uu(‘”))]

n
1EUJ

est .4—mesurable sur Q en vertun d’'un résultat de projection mesurable ([9],
lemme I11.39), Ceci étant, montrons d’abord

W oeQ, Iiminf r (@) >0

n
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Fizxons w ¢ O, Il existe une suite extraite de (r, {w)),, telle que lim F(P(n)('”) =
o

lim inf r_ (o). Comme ['(w) est compact, il existe une sous suite (o(w))
o’ Po@la)ln) 24
extraite de (55,3 ()4 telle que nh__}moe S e () (w) = M(w) € 1(w). .

Do lim (5y,q(4) () Pygtn) () = () o))

Puisque f(»,.,.) est semi continue inférieurement. sur F X E et f(w,., v(®))
est finie et continue sur I'(w), on a

lim inf [f(w, S (p() (w) » v'tPa(p(n) “(w)) — f(w,o w0 pn) (w), Yy (w))| = 0
Oron a-

lfmninf d (w)wu(P(n) = nl-l;I)Hw d 1quCP(n)(m) = lm To(n) () = Itn inf Tn ()

a—roo

Dot lim inf r (w) > 0 pour tout w € Q, Par suite

n k]
Q =[weQ | lim inf 1 (@) >0] = N v oA [we@r («)> ]
A - _ g >0 ne€ N* m>n
_Ceci implique que, pour tout ¢ > 0,
BioA v [eefin@<—dl=0
ne N* m>>n

Comme H est finie, on a .
¥ a>0,lim RV [meﬁirm(m)sg-—-s]]-——_ﬂ
n—roe m_n _
et a foriori, .
Moe>0, Iz'm[l[coeﬂlrn(w)g——e]=0

n—»oco

Remarques. 1) La mesurabilité des fonctions rI'! a besoin d'étre justifiée. Le reste

de la démonstration est standard mais nécessite des vérifications.

2)jLe lemme 1 ost valable dans cas ou (&,04,1) est I’espace compact métrisable,
( T,%u.l-l) avéc I positive, de Radon, E es séparé, F est localement convexe sous-

linienf: T X F X E—~[—ce ¥ o] unintégrande apﬁroxiniatiuement borélienetl’
une multi-application scalairement it-mesurasle de T 4 valeurs convexes compac-
tes non vides de F, les applications v, (n > 0) sont;H-mesurables sur T. En

effet, comme il a été dit & la remarque 1), seule la mesurabilité des r, (n > 1)

@ besoin d'étre vérifiée. En eflet, soits>>0.llexisteun compactT, T

telque WTNT.) << ¢ et tel que 7o soit borélien, I' | . soit de
que M(T\T;) < e fi7, wpx B | 7

L S i

graphe fermé,vn‘T soit continue pour tout r> 0. Denc chacune des

€
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¢, T (ha) = DL, (1)) — _f(t,.v,uo () est borélicnne sur T X F. Soitr € R,

Alors l'ensemble |( € T, ]int’ro 1, (@) < 1] appartient & Gy car égal & pro-
x € I'(t '
© jectionsur 7, de l'intersection du graphe de I’ | T, ¢t de l'ensemble borélien
€

[(ha)ye T, X I | ('pn'(t,a:) < r]. Donc chacune des r,, est M-mesurable,

Pour la commodité du lecteur, nous présentons .un lemme -portant sur la
mesurabilité et un lemme portant sur la semi continuité inférieure. Ces lemmes
interviennenl dans la démonsiration de semi continuité inféricure des
fonctionnelles intégrales. :

LEMME 2. Soienl (Q, A), (X, Xy ), (Xj, %A, ) trois espaces mesu}'ables,
T (i= 1, 2) une multi-application de Q a valeurs non vides de X, , dont le graphe
appariieni a °'4®6Ei , hi (i==1,2,3)uneapplication( A ®'9j1 &, B ﬁ\_)— mesu-
rable de @ X X, X X, dans "R- Alors Papplicationf: Q x X; X X, = R
définie par
hl. {1, x,, 352) st (.:CI, x, ) EX1 X Fg(u.))
f o 2, &)=)hy(v,2,,%,) si(x;,2))eT, (n) X (X, N\ Ty(w))

, h3 (w,xj, :r:?)s{ (:ci , x2)e(X1 1"1 N\ (@))% (X2\ I‘2 (w)}

est (.:4@5(1_@ HorB Ry — mesurable -

Démonstration. Soit A € B. L’ ensemble
[(m,&‘:] ) €A X X X X, f(w, Ty Ty ) KA
est 1a réunion des ensembles suivants :

A, == graphe X, x I‘g)n[(m,':ci,xg)eﬂ X X, X }}'2 | b, @’ X, ,ﬁémg)gh]

A

A, = graphe(T, x (¥, \ o) Nnilo, 2, 2,)e QX X, X X, | by (o, 2y 2,) <)
Ag=graphe ((x, ,/FI)X(XQ/FQ)) Al(w%,,%, )€ QX X <Y, | Aglox, ,xz)g}.] :

Or les graphes de X, X oo Ty X BN T (X, N T )X X, Ty
appartiennent a A4 @ X, ® X, ([9} lemme 1V, 10). Compte tenu de la mesurabilité
des h; (i = 1,2,3), il est évident que les ensembles
Ai ‘(i =1, 2,2) appartiennent a -4 ® 4 ® Ry

LEMME 3. Soienl F et Edeux espaces ltopologiques séparés, h,: ¥ —]— oo, oo]

une fonclion semi continue inférieuremend et
hy: B X E—s]— 00,4 =] une fonclion semi-continue inférieurement, On suppose
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qu'tl  existe e, P tel que hy(2) < hy(w, e,) pour toul x € E. Alors la fonction
h:F xXE —>]--oa,—|—c>o] defmze par

h, (a:)pourteFete_eo

K = o ) € 6y

est semi continue inférieuremehi sur F % E.
Démenstragion, Smt r € R. Alors ’ensemble

[(x,e)e F X E| h(x, e)< r]
est réunion des ensembles suivants

=[reF|h () <1] X {e)}
= [@¢) €F X F 1 hy (.9 <TINnEXE \ {e}

Comme h, est semi continue inférieurement sur FE, .i; est fermé dans
F » E, de méme la semi continuité de h, sur F X E impligue que
Ay =[(x, e) & F X E{hy (x,6) < rlest fermé. Or ky(x) < fp (%, ) pour tout
x € E. Dou

=[x e F| ho(x,e0) < T] X {eo} C 44
On en déduit que . .
ATV Ay = A1V 44
car A, = A; v A, Donc 4y U 4, est fermé.
Voici maintenant un résultat technique permettant de ramener 1’étude de la
semi continuité inférieure des fonctionnelles intégrales au cas ou ces fonclionnelles

proviennent d’ 1ntegrandes positifs. Ceci a é1é remarqué par Ioffé ([12]). Nous
reprodmsons ici ce résultat dans un cadre abstrait sous la forme d’'un lemme.

LEMME 4. Soient (Q, 4, 1) un espace mesuré avec Y positive finie, (X, 75) un
espace mesurable, (u )n >0 une suite d- applzcai:ons (oA, X)) — mesurables de Q

dans X, Soil  un ensemble d'intégrandes -4, @ % — mesurables de Q X X dans
[—o0, --o0] possédant les propriétés suivantes :

(i) Pour fouir ¢ R ettoul f e 7, sup(f,r) & 7
(if) Tout intégrande f € 7 minoré par une constante vérifie

1m mf ff(m,u (w)M(dw))ffw,u (w)) !»l(dm)

Alors, fout intégrande h & J pour lequel. it existe une sulte um]qrmement intégrable
(8, a1 dans L;}(“’ oA, W) telle que
' h(w, u_(w)) > B,(v), Yo & Q, ¥n > 1
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vérifie

Hmninf £ h (0, u ()M (dw) > [{ h (w, u, (0P (dw)

Démonstration. Quitte a extraire une sous siite, on peut sans nuire 4 la
généralité, supposer que

lim f k (m, u (m)} !J.(dw) aeR

n—>oe

11 s’agit de vérifier qu'on a [ h (v, u (w)) I (dw) < a. Pour tout p € N* et tont
[+ .

» € 2 et tout x € X, posons
h (w, x) = max (—p, h (v, %))

On a h € g pour tout p draprés (i), En vertu de (ii), on a ¥ p € N »
lim mf fh (w1 (m)) },L(dw) fh (cu, u, (@) M(dw)

Pour tout (. p) e N* X N*, posons
Q, ,=lewe®|h u, )< —p]

-

—pu@, ) =>Jla , h{ew, un (w)) X (dw).

pour tout (n, p) € N* X N Posons
Rk’ = inf(0, h) et Bp = inf(0, B ¥n>1

Alors on a

Alors ona

_:-p [J.(Qn’ p) > fQﬂ,p h(ew, un(cu)) R(dw)> th’(m, un(co))pj(dw) > fQ B’n(m)P-(dw)

Comme B, ) > est bornée dansL («, Q, WY, (Br)n > Uest anssi.
Donec il enste « e R T tel que fQ g’ (w) U(dw)» —a. D'on

R
pour tout (n, p) € N* X N". Done

lim [sup M(Q, )]= 0
p*—&DO HEN* - .

k &
wp <

Compte tenn des définitions de h_ et Q on a
: b s p

Yo hp(m, g, (@) H(dw) < fﬂ\nn,ph(w, u, (0)) H(dw}
pour tout (n, p) € N* X N*. Soit ¢ > 0. 11 existe un entier
N, > 0 tel que

RN, = [ hlw, u_(w) Hde) < a+ 32_
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D’on, pour tout n = NE ct tout p e N', on a

(P (o Bo) () < T p B B0D BOE)

\ _
<a+ - SQ"’ 5 By (93 H(do)

Comme (Bn)n>1 est uniformément intégrable et comme M, s p) tend vers 0
unilormément par rapport a ne w*, lorsque p — oo, il existe un entier
P, > 0 tel que '

p =L, - — fep, p B, (w) H{dw) < -% pour tout n &€ N*
D’ou, pour i > Ny et p 2= P, ona ’
S b (s U4 () Wdw) < @ + ¢
o

Com.pte tenu de (ii), pour tout p > p., O &

| be (@, to(w)) Mdw) < lim inl | b (@, ,(0)) H(dw) < a +3
Q n Q

* Droi, finalement, fo b(w, # () Mdw) < a+ e
Comme ¢ est arbitrairement petit, on fqo Alw, u_(w)) H(dw) < @, ce qui
achéve la démonstration. '

Pour terminer ce paragrap he nous allons présenter deux lemmes techniques
qui interviennent dans I'dtude de Ja semi continunité inférieure de certaines
fonctionnelles intégrales particuliéres.

LEMME 5. Soien (T, 1) un espace compact métrisable muni dune mesure de

Radon positive I, (Y, d) un espace polonais, (1) 4 el (vn)n> ; deu suites

d’applications (@W B () — mesurables de T dans Y, f:TxY > R un

intégrande de Caralhéodory. On suppose que les c'om'!ffiops suivanies sont vérifiées:
(i) Pour tout & > 0,1l existe un compact K, dans'Y tel que

pite Tl (e, O, O) K X K1<e

pour fout n, :

(i) la suite (d (2, (»o, G)R >1 converge vers (0 enmesure,
Alors la suit? (F(., t p{)) — fG, vﬁ"))n >1 converge vers 0 en mesure sur T,

Démonstration. Soit ¢ = 0. Appliéluons les notations de Dénoncé: En
vertu du théoréme de Dragoni — Scorza (ct. Castaing 2], th.1, il existe.
un compact T, C T tel que W (T|T,y <= et tel que la restriction de fa
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A

'I‘s X KE' soit continue, donc uniformément continue. Par suite, il suffit de
vérificy que la suite ‘.
(f(, @ (N —=F v (M,
comverge vers 0 en mcsure sur T . Soit g > 0. Il existe & > 0tel que, pour
(xy yy e K, %4 K, ,avec d(x, y) < §, on ait,
[ 2y - fty) | << pour tout f e T,

'SoitTI1 =[fe T, |du (), v (1)) > 8], ¥ n > L Il existe un entier N, > 0 tel

que, pour 1t 2= N_, on ait it (Tn) < &. Done, pour n > ¥, et pour t e[l € TE]
(u, v (D)ek, XK ] \T ,ona
| | F6a, @) -—~F v )] <B
D’oi1, poar n > N,
BT v, () — ft, v (i)! Bl <

Remarque pratzque Le lemme cst valable si lon suppose que { est Gy
’B(‘l)——mesulable et .y est de Carathéodory.

LEMME 6. Soil (T, L) an espace compact métrisable muni d’une mesure de
Radon positive W, (1 un espace de Banach séparable, (u Yet (v) ‘deaa: suiles

dapplications (%> EB((“)) — mesurables de T dans G, f: T >< G- R un
intégrande CE;“_ ® B () — mesurable. On suppose que les conditions suipantes
sont vérifiées. :

(f) Pour tout e >0, il exisie un convexe a(G,G') compacl équilibré K, )dans G

tel que
p_[t eT | (a (), v, (Ne¢ K, X K] ¢
pour tout n >>1 et tel que f(t,.)lsoit o(G, G°) continue sur K,
(ify-Pour tout poisinage o(G, G*) ouvert convexe de Uorigine dans G, V, on a

lim p[tel |u () —v () ¢ V] =0

n-—reo

Alors la suite (f(., u ())— f.,v (.)))n>1 converge vers 0 en mesure sur T,
Démonstrat:on. Il existe dans G’ une suite (¢’ ) . séparant les points de G.

Soxt ¢ > 0. Appliquons les notations de lenonce Comme K, estconveze o(G'G)
compact équilibré, on introduit comme dans la demonstratmn du théoréme 1,.
la fonction réelle continue et convexe ¢ définie sur K, en posant

| oo | <C;c , > | _

px) = X 274 — » YrxekK,.

=1 1496 (e K)
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On pose d(x, y):cp( m_;y),V(;v,y)eKE X Kg+

Alors d est une distanee sur K, etla topologie induite par cette distance est
moins fine que la topologie faible o(G, G’). Comme K,5 est s(G, G") compact, ces
topologies coincident sur K, . C'est un argument classique, mais ici on a besoin

de la formule explicite de la distance d’introduite. Ceci nous permet de procéder
comme dans le lemme 5. Tout d’abord, on peut appliquer le théoréme de
Dragoni-Scorza a f lr % Ke ? K. étant muni de la distance d, en vertu de (i) et du

fait que (K., d) est un espace compact métrique. Seit T'_ un compact de T tel
que w (TN\T,) <¢c et EIT YK soit continue. Il suffit de vérifier que la ‘suite
£ £

(I¢,u () — (.o v, ( V) g COMYETGE Vers 0 en mesure sur T . Soit p> 0.
Il existe & >0 tel que pour (&, Pek, X K ,avee d(x, 1)< 8, on ait
} ftt, &) — f(4, yy | < g pour tout LTy
Vu la continunité de ¢ sur Kz , il existe un voisinage o(G, G’) ouvert convexe

de V'origine 0, V, tel que
ue K, nV =0 <&

eV,ona

Done pour tout {z, y) € K. X K tel que z ;'y

3

(p(m — y):d(m, y) < 5.S0it T, = [te Tyl u @) —v, ()¢ 2V}, ¥ n>1.
: En vertu de (ii), il existe un entier N, tel que, pour n > Ng
on ait W) <& Donc pour n > N, et pour
. telteT, | (u,(O), v, M) &K X K INT,,ona
U u )~ (L o,0) | < B
Drou '
W[teT, I Do f(tu, (1)—F Lo, (D)) >BI<2

N +
~ Avant d’aborder la semi continuité inférieure des fonctionnelles intégrales,
indiquons les deux remarques suivantes. ' :

Remarque 1. En vertu de la définition des espaces décomposables en dualité
(L oL »)s S1 (An) est une suite dans -4 telle que lim 1 (An Y=0et si (ul1 ) est

n-—-Foo
une suite ¢ /L, ,Lg s) coqvergente, la suite (X Anu“) converge vers 0 pour
6 (Lg Lp »)e
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Ce fait se démontre en utilisant un résulta général dd & Castaing ([8], prop.

)3 8i(v, ) est une suitc bornée dans L;", (2, A, /LF) convergeant . vers 0 cn
. ° H

mesure, alors (v )  converge vers 0 uniformément sur toute partic uniformé-

ment intégrable de Lé (Q, A4, M), G étant un cspace de Banach séparable, et

Tespace (Q, o#, 1) n'étant pas nécessairement B — fini. Bien entendu, dans le

cas des espaces (L ,, Ly,), le fait précédent peut étre démontré directement,

en remarguant que toute suite faiblement convergente dansLlR (Q, 4, M) est

uniformément intégrable.

Remarque 2. En -vertu du lemme 4, I"étude 1a semi-continuité des
fonctionnelles intégrales se raméne a celle oa ces fonctionnelles proviennent
d’intégrandes positifs.

§ 2, THEROREMES DE SEMI — CONTINUITE INFERIEURE DES FONCTIONNELLES
INTEGRALES.

THEOREME 4. Soient (T, W) un espace compact métrisable murd d’une mesure
de Radon positive, F un espace localement convexe souslinien du type K,
tel qu'il existe sur son dual une topologie localement convexre souslinienne com-
patible avec la dualiié. Soil T une mulli- application scalairement W-mesurable
de T & valeurs convexes compactes équilibrées non vides de I, Soient E un espace
 souslinien et f + T X F X E—[ 0,40 ]| un iniégrande approximativement semi-
continu inférieurement tel que [ (1,.,e) soil convexe sur .F pour foul (t,e)eT X E
et f (t,.,.) soil semi-conlinue inférieurement sur F X E pour tout ie T. Soieni
une suite dans LF telle que u (Nel () pour tout i €T ef tout

( “n )n>i
=
n>1s et (v, ), une suite d’applications t-mesurables de T dans E,
Ed

On suppose que les conditions suivanies sont vérifiées:
(i) (u, ) converge vers U, € Ly pour la topologies (Lp», Ly ),
(ii) (v, ) converge simplement sur T vers une application W-mesurable v,
de T dans E, .
jiiVil evisteme L., tel que u(t) e T({) ¥ te T ef tel que I'application
(iii) F pp
1—f (t,u (), v, (1)) soit R-intégrable sur T. Alors on a

tim inff f (bu, (v, OVH (dty > /5 f (g (0, v, () B (dD

155



B T TRSET MR S et o

Démonus ration. Le prin ipe de la démonstration_consisle dans une premierc
élape a particulariser f en supposant que pour tout t e T, 1a fonction ]‘({,.,vo(l))
soii finle et conlinue suv I'(t) et en wutilisant un théoréme de dualité des
fonctionnelles intégrales convexes sur le couple (LF’ LF,): On passe 39511ite

dans la deuxziéme étape au cas général en utilisant le corollaire du théoréme
9. En dimension finie, la sitnationeest plus simple. Ainsi Olech'([15])aprocédé de

la sorte pour le cas ol 1e couple (L., Lg,)est 1} ., Lon)ensupposant d*abord
pletbp =p R "R

que f (i,.,¢) soit lipschitzicnne sur R" et en passant directementat cas général par

un résultat d’approximation classique pour les intégrandes COMVEXES pormaux
en utilisant une formule analegue a celle présentée par Castaing ([6]) {voir
aussi le théoréme 3). ' -

Signalons que certains points de la démonstration dans l'article de Olech
([15]) méritent d'étre exp licités. Mais il n'est guere possible de procéder exac-

~tement comme Olech dans le cas considéré ici car F est un espace localement

convexe et le couple (Lg» Ly ,) est un couple d’espaces décomposables en dua-

lité, Par ailleurs, méme dans lc cas pariiculier ol ¢ couple (L Tp) €8t le cou-

ple (L:,(T,[.L), Lf; (T, 1) oit G est un espace de’Banach séparable et G°  son dual
S

faible, le théoréme précédent ne résulte pas de modilications des démonstra-
tions classiques traditionnellement utilisées en dimension finie dans la littérature.
Ces commenlaires €lant faits. Nous allons passer 4 ia démonmnsiration propre-
ment dite du théoréme de semi continuité.

Premiére étape. Dans cette étape on suppose (ue la condition (}) suivante

est satisfaite. '
(j) Pour tout £ & T, f(tse v, (D) est finie et continue sur I'(1).

Comme il a été dit au début de la démonsiration du lemme 4, on peut

s;upposer que lm S f(t, u, D, v, HH ) = a R U sagit de promaver

o " T

Vinégalité | f(t, ug (), ¥ (HE @A) < a.
; T i3 0

Pour lout (b, €) € N*X Ri, posons
r g.: {fg_T\inf |f (¢, x, vﬂ(f))—-f(t,:r; vo(t)]ge}
i zel'() :

H, g = Yop S,Em}- KT u,

)1} s €
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Draprésle lemme 7, on a lim w(t', ;)= U pour tout ¢ ¢ R*
»~ ' +
n—roc

Done, d"apreés la remarque préli ninaire (un’ e un)neNz converge
5 P - i # Feryd M
vers 0 e LF pour o(Ly, Lg,) par saite (un’ E)REN' convergevers u, € L, _ pour

(Lis Lg,) pour tout ¢ & Ri . Nous allons prbuver que, pour tout ¢ >0, on a
lim  sup fT foa, (0, v, (YU < a+ 2+ ()

Fizxonse¢ = 0. On a

[of Gitae @0 @ = FE a2, ) F @)+

e

o, , 00 O 0, O 1 @)

D aprés (iii): il existe un entier N, e N tel qﬁe, pour n >» NE, on ait

fr f Ly ¢ (), RORNCOREES Sr/r f (t,u o uoq))' H(dt)

Ity=>

Done, pour n > N_, on a, puisque f est posilif,

[ @0 O)r @Y <et( I G, 00, O) = Flhr, O
1 e a T/ Tn,‘i .

v, (O} W () + ST f(tu, (o, ()1 @)
<ol (T) 4 STf(f,un(t), v (D) (dl)

Il exisie un entier N > N, tel que, poﬁr n > NY, on ait

Sz'f Glpe D0, H ) < 2+ e (T) +a
Et par suite, limnsup S fu, v, YK () < 2t M(l) + a.
A partir de cette inégalité, nous allons établir I’ inégalité

S f, u, (D, v, ()1 () < 4, grace 4 un résultat de dualité des tonctlonnelles

intégrales convexes ([9], th. VII. 7). Posons
‘ f(tasp (1) st ve T (D)
+ oo six g T ()
Alors Pintégrande g est approximativement semi continu inférieurement.
Soit g7 la fonction duale de g,

(Ist)msup[<a:,m> g{ta), ]l eT x B
XeF '

g(tx) = ;

157



{omme " est souslinien, il résulte de ([3], prop. 2) que g* est approximativement
borélienne. Comme g{l,x) est 2> 0 pour tout (Lx)e T X F,onag" {t0) < 0.
D' otf, g (Lo M (df) = 4 o= .
Posons * \ ’
’ Tg ()= fp gitu() * @) ue L,
I, ()= Ip g @) R (d), we Lp
Enreprenant la démonstration du théoréme de dualité ([9], th. VIL.7) eten uiilisant
les propriétés de g et g* évoquées plus haut, on.-vérifie lacilement que Ig et Ig*
sont duales l'une de lautre. En particulier, Ig est semi-continue inférieu-
rement sur Ly pour la topologie o (Lp» L) Comme (”n,s)neN* converge versu
pour ceite topologie, on a
Ig(uo) gim;lmf I, (un,s)
¢’ est a dire, _
fp flhu @0, ) K (d) < Ifmainf Jp T, . ), v, )W EH
. Compte tenu de V inégalité, -
tim sup [ F (ot (O v ) (@) < 2+ b @) + a,

on obtient .

- Ir f(tu, v, O ®(dh) < 2 + ek (T)+ a
pour tout ¢ > 0. D ou

g Flbu, @O0, O)H (df < a

Avant de passer a la deuxiéme étape, il est bon de noter ici que le résultat

obtenu dans cette étape reste valable lorsqu’on suppose f approximativement.

borélien au lieu de « approximativement semi-continu inférienrement ». Mais
cette derniére hypothése est nécessaire pour la suite de la démonsiration.

Deuxiéme étape. Dans cette étape on supprime la condition (j)
(j) Pour tout te T, f(Eges Uo(1)) st finic et continue sur I(f).

On va se ramener 4 la situation envisagée dans’la fin de la premiére étape,
signalée plus bhaut, en appliquant le corollaire du théoréme 2. Avec les noia-
tions infroduites dans la fin de la démonstration de la premiere étape
l'intégrande
ft, =, v (1)) sl x€ I'(t)

—oo si x4 V()

gatisfait aux conditions d-application du corollaire du théoréme 2.

gt, ©) = §
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Ceci est évident en vertu des propriétés de mesurabilité de v, et I' et de

semi-continuite inférieure de f. Il existe alors une suite croissante d ‘intégrandes
positifs, (g, ), .nf » délinis sur T X F vérifiant

(D ¥ e >0, ke N, il existe un compact T, C T tel que MIN\T. ) < s
et[(hbx)eT, X F | g, (t.x) < r] est de type K_ pour toul reRg,

() 9(t, x)y= lim tg, (, x) pour z s T(t), LT

fe—>0a

@) ¥ ke N, VieT, g, (l,.) est convexe continue sur ['(t)

Posons
Fit, =, 6 = ; f(tt,x,¢)  pour ecE et xel(h)
s Ty i oo pour ecE e a¢ (1)
f (f x e)_ 3 gk (t’ J’.‘) pour -E$ Ug(i)
k ’ f'(f, .1:, B) pour e Uo(t)

Alors on 4
" ¥, x,e)e T X F XE, fthx, &= lmtf, (42, e

h— oo

f, (t, ., v(D)) = g, (L, ) pour z e ()
Froltoa, 0 0, () <Pl a0 v () = (L u_ (). v, (1)

De plus la restriction de ,fk (155 Us(1)) & T(1) est finie et continue car égale
A& la restriction de ¢, (,.) a T(). lLa convexité de f]_ ({,., €) sur F pour tout
(t, ) € T X K est évidente. La semi-continuité de f(t,.,.) sur F x 7 résulte du
lemme 3 car g,.(1,.) est semi~continue inférieurement sar F, f(t,.,.) est semi-
continue inférieurement sur F X E et gA (f, z,) <f'(t, z, v (1)) pour tout x ¢ F,

Comme’ u()yeT'(Y) on a pour lout f¢7 et tour entier k- 0 < < 9, (4 u(l)) <
g(t, u(t)) = (¢, u(t), v,(0)) pour tout entier k.
Vérifions que fk est approximativement borélienne. Par construction,

on a
g9, (bz) st (ze)e F x{v, (B}
fA. (t,z,8) = filxe) si (x.e)e I'(H) x E\{uo )
T st (me)e(FNT))XEN{v, (1)}

La mesurabilité de v, etD'et le corollaire 2 du théoréme 2permectient d’affirmer
que pour toute > 0, il existe un compact T_=Tave C H(T\T ) < e tel q‘ue
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v, l T, soil continue, [ T

g soit de graphe ferme, gj‘.} T, XE soit borélien:

Ve et f |7, ><F><E’S°it borélien. Appliquons le lemme 2 en ‘prenant

r

r,m= {uo(l)}, I ()= ['(f) pour tout 1 € T, et em posant, pour tout (f, x,¢€)
e, X E X E

g g, (La) si (v,eye F X Tyh)
fk (tz,e) = f (1) si (@e)e T (DX Ta ()°
' 4 oo si (re)e I',(O° X INNG)

Alors I, = est porélienne sur T_ X F x L. donc approximativement borélienne.

Enlin, pour tout teT el tout entier n & W et toul entier ke y,ofn a

fa @0, ) < F (G, @, 0, @) = F, O 2, 0)
D’ou ) .
‘lim iGf ST F, (b, 0, () 1 (@) < a ¥ keN

n

Comme ;10 () e @) Lp.p. et
iim 1 f E(t,uﬂ'(z), vy () = Ly (), vy O vy (D) Hep-pe
k——?m “

on en déduit que ST F(tatny (D0, (D)D) < a

Remarque. La condition c &, (t) € F(t) pour tout te T et tout n» esl restrictive
dans notre énonceé, en comparaisoh avec les conditions exigées dans le cas des
espaces de dimension lini (1], [10, [11], [12], [15]). Dans le cas ol F est un espace
de Banach séparable, les conditions introduites dans le théoréme précédent
peuvent étre affaiblies. Ceci provient du fait que les espaces considéré ici sont
trés généraux d’une part, et pour le cas d’espaces de RBanach séparables F,
il est possible, d’autre part,d’approximer un intégrande convexe normal positif,
g, par une suite croissante (g, ) d’intégrandes positifs, convexes, lipschitziens,
sur F entier. En effet, soit g: @ X F - [0,+ o] un intégrande convexe normal.

Posons, pour tout entier k. > 0, et tout (v,@) € @ X F,

g, (0 2) = inf (ki z=yll + gl )]
yeF

Alors le théoréme 3 monire.que fa suite (g, ) posséde les propriéiés requises.
Cette approximétion globale perment d’affaiblir hypothése portant sur la
suite t‘aiblement convergenie (U4 ). Bref, il est possible d’obtenir des variantes
d’énoncés en utilisant les résultats préliminaires et les théorémes d’approxi-
mation présentés dans le paragraphe 1. Signalons maintenant ces variantes
dont les démonstrations sont parfois plus simples que celle du théoréme 4.
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THEOREME 5. Soit F un espace localement converxe souslinien tel quwil exisie
sur son dual une topologie localement convexe souslinienine compatille avee la
duaiité, K un convexe compac! céquilibré de F, I! un espace topologique séparé,
f:Q o K x IE— [0, oo un intégrande (4 @ B(K) @ B(E), B(R))-mesurable
tel que f(w,.,.) soit semi-conlinue inférieurement sur K ¥ E pour fout wefl el
fw,u, e) soit convere sur K pour loul (w, €) e x E. Soif (un )n>1 une suite

I

dans L. lelle que u_(w)e K pour toul n>> 1, et (v, )n>1 une suile d’applications
(o4, B(EY)-mesurable de ) dans E. :

On suppose que les condiltions suivanies sont vérifiées:

(i) (u, )n}>1 converge vers u, € LF pour la topologie -c(LF, Lp)

(@) (v, )n>1 converge simplement sur Q vers une application (A, B(E))-me-
surable v, de & dans E,

(fif) il existe u e Ly avec u(w) € K pour fout w ¢ Q tel que o — f.(w, ONZO))

soit p-intégrable sur €1,

Alors on a

L inf Sf(m, 2 (o), v, (@) (dw) > S (o, uy(w)s ()M (dw)

[.a démonstration est laissée au lecteur. Dans la premiére étape on suppose
gue f(w,., D(w)) est linie et continue sur K pour tout w & Q. Cette étape se dé-
montre comme dans celle du théoréme 4,

La deusieme étape est plus simple. On utilise ici le théoréme 1 qui est
valable pour l'espace mesuré (Q, of, H).

Voici un cas particulier de la situation envisagée dans la variante précé-
dente, Sofent X un espace compact métrisable, E un espace souslinien méirisable,
F est Pespace de Banach séparable €(X) des fonctions réelles continues sur X mu-

ni de la convergence uniforme, //‘li(X) Uensemble des mesures de probabilité de
Radon sur X (ﬁé;(X) est un convere compact méjrisable de Fg). Soienl (An) une

suife d’applications dans L;, (Q, o4, W)y avee M (w) & //‘{i(X) pour tout we Q ef louf

n > 1, convergeanl pour c(LF, (R A W), L (Q A, W) vers ?t“eL (Q, A, 1)

el (v, ) une suite d’ applzcaz‘lons (o4, B(E))-mesurables de Q dans F convergeant

simplement vers une application (A, B(E)-mesurable v,: Q~» E. Soit h:QXXXE—
[0, +o] un intégrande (A4 @ B(X) @ H(E), B (R))-mesurable tel que h(w,.,.) soil
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semi continue inférieurement sur X x E On suppose quil exisle N & L(Q, oA, ©)

?

' avee Mw) & MI(X), Yo eQlel que

{ [\ 2, (o) hu(d)] P(de) < o=
2 X
Alors on a

lim inf [ [f k(@ 2, 0 () M ()] H (do) > [ ] [5G0 (@) A (do)

La démonstration consiste 4 se ramener au cas ot h (w.,.) est lipschitzienne
_sur 'espace métrique (X X E, d) pour tout o € Q, avec un rapport de lipschitz

indépendant de w, En el fet on a h(w, x, € = sup b, (w, z, ¢) ou pour tout

keEN
(k,u},x,e)GNXQXXXE,

h, (w, a,e)=  inf [ kd{(x.e)Ly,2)) + I(w,y,7)] et ilest facile de vérifier que si le
' (ys2) EX X E

résultat annoncé est vrai pour chaque hk" il est vrai pour Ah. Pour un intégrande
h tel que hiw,.,.) soit lipschitzienne sur X X E avecun rapport de lipschitz
indépendant de © € &, Iintégrande f de Q X _ﬂ{i(X) X E dans [0, + =o] associé
a hpar f (v, &)= fgfe, %, ¢) v(dx) est convexe sur ﬁti (X), continu sur

LK) X B, oA — mesurable sur @, done A @B (M (X)) @D (E) — mesurable.

Alors avec cet intégrande f on est ramené aux conditions de la lére étape dela
démonstration du théoréme 4, étape dans laguelle il n’est pas nécessaire de
gupposer que les compacts soient équilibrés et on obtientle résultat annoncé en
procédant comme dans cette élape. - '

. THEOREME 6. Soieni F et I des espaces de Banach séparables,f: QX F X E—
— [0, + ] un intégrande (A& BF)® B (E), B (R)) — mesurable tel que
f (w,.,-) soit convere propre semi-continule inférieurement sur F x E pour tout
w e Q. Soienl (un) une suite dans LF convergeant vers u, & L, pour la topologie

o (Lp» LF‘) et (0”) une suite d’applications (A, B(E)) — mesurables de Q dans E
convergeant en mesure versuite application (A, H (Ej)— mesurable v, Q> E. On
suppose qu'il existe u € L tel que w—f (o, u(w), v, (w)) soit W — intégrable sur Q.
Alors on a '

tim inf (o F (0 2,000 2 () B (de) > o Flen 1y (0,0 (@) 1 (d)

Démonstration. On  peut supposer que lim S f{w, u_ (w) vn(m)) H (dw)==12a
' nN—»co :

avec < = R- ' ~
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Premiére élape. On suppose que [ (w,,.) est lipschizienne sur le produit
F o E, ¢'est adire, [ vérifie la condition :
D1 (o xp5 ) —F (0, 295 ) < K (2,5 0,) —(Tgs &) lpx g
oufl (@ &) ip p=Uxlp+ el ¥ (x ¢) € F X E et kest une constante > 0,
Comme (v ) ~ 7 converge vers vy em mesure, la condition (j) implique que
la suite

oy On 0= Ftt (D0 2y C ),y g

converge vers 0 en mesure. Posons, pour tout (ng) € N* X R+
= {0 & Q1| f o (), v, () — [ (wr W 2@ 1> <}
Alors ona lim W (Q - ) = 0 pour tout ¢ > 0.

ne> >

Posons, pour tout (n, £} € N* X R},

uns € = xﬂn, £ ! + XQ\QH, £ un

Alors, pour tout ¢ > 0, on vérifie comme dans le théoréme 4 que

im sup fQ (f (v, u . c(wp v 0 (w)) B (dw) < 2 4 U () + a

et en utlhsant la dualité des fonctionnelles intégrales convexes, on obtient

Ja f @y @), @)1 do) < 25+ M (©) +a

-

pour tout ¢ > 0. Drou [ f (0, 1y(w) v, (w) K (d_m) <a
Deuxiéme étape. On supprime la ‘condition ().

On passe an cas général en utilisant le théoréme d'approximation di a
Castalng ([6], lemme). Pour tout (w, z, €) € QX F X E et tout entier £ > 0,

posons

fr (o, @, €) = inf [kl (x, &) ~—(y, 7) ll + [ {w, ¥, 2))
(y, )EFXE

Alors fk vérifie les conditions d’application de la premiére é}ape, ¥ k. Ceci
permet de terminer la démonstration,

Remarqgue. La convexité de f (w,...)sur F X E est exlgeante dans cet énoncé.
Mais les conditions portant sur la suite (u ) et la suite (v ) sont trés faibles.
Le point crucial de la démonstration est I’ utilisation de la COnvergence en me-

sure de la suite

F Gy (o, =T, (0 vy (My>q
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dans la premiéce élape. Cus considéralions permetient d’énoncer la varianie
suivante dont la démonstration est basée sur le lemme 5.

PEGOREME 7. Sofent (T, W) un espace: compact méirisable muni d'une
mesure de Radon positive w, F et E deux espaces de Banach séparables, f:
Tx FxE—-0 4 wo] un intégrandetel quef (t.,.)soil continue sur F X E pour toul
te T .7 (f.,.'e,) soit convexe sur F pour toul (i, e) e T X E), fG.z, ©

soit W — mesurable sur T pour tout (v, ¢) e I’ X E. Soient (u, )une suitfe dans
Ly convergeani vers U, € Ly pour oLy » L) et (v,) une suite d'applications
oA, B (E)) — mesurables de @ dans E convergeant en mesure vers une d pplication

(4, B (E)) — mesurable vy : Q -» E. On suppose, en oulre, que les condilions sui-
vantes sont salisfaites:

(i) Pour tout = > 0, i existe un compacl L, dans F el un compact K, dans
E tels que ‘ '
}__k[teT lu, (D& Lg 1<e, ¥nz=0

r

et .
M[ieT ] vn(t)ﬁl(3 ]ga’v‘n}().

(ii)- Il existen & L tel quet —~ f (t,_[zr‘(t), v, (1) soit g intégrable.

-Alors on a

tim iaf o F (0 g @ v, ) B @) > I £ g (0 0y YWD
n .
Demonstraiion, On suppose lim fT fa, u (v Hpdi)y=ae R
[i—w oo It n . ’
et on proécede comme dans la premiére étabe dela démonstration da théoréme 6.
Soit ¢ > 0. Avec les hotations de ’énoncé, posons w, = Lg x K et considérons
les suites (&, v, )nio et(u V) Jp<p Alors las nite ((u_, v) — (U, Uy ))=p |

converge vers ( en mesure dans F x Epuisque (vn) converge vers v, €n mesure

dans E. De plus, on a’

e T, (0, ) (1, (1, 0,()) & we X W] <4

pour tout n = 0 grace a la condition (i). On en‘d.éduit que la suite

o, (o ()= F o, O vg DNy
clonverge vers 0 en mesure en appliquant le lemme 5, En procédant comme dans
Jes théorémes précédents, on obtient ST f(f, ug (1) vy M (dt) <a.
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Remarques:1) L'idée d utiliser le lemme 5 alin de montrer la convergence enmesure
de la suite (f (., u_ (o €)= F (ou, () v, (M5, remonte & Bekowitz
({1]) en dimension finic. Cependant 'utilisation du lemme 5 est.restrictive car on
exige que T soit compaet métrisable (au lieu d’étre un cspace abstrait) et f de
Carathéodory (au lieu d’¢tre semi continu inféricurement sur le produit F x E),
et ceci, méme dans le cas ol F et E sont de dimension finie. Ainsi, I'énoned du
théoréme de semi continuité inférieure précédent plus faible que le résultat de
semi continuité inférieure énoncé par Olech ([15]) car Olech suppose T
abstrait. Cependant les énoncés donnés par Olech exigeraient (?) que T soit
compact métrique (pour la condition nécessaire de semi continuité inférieure)
et que I soit majoré ou de fagon générale, la suite (f (., u_(), », ())), soit
uniformément intégrable (pour la condition suffisante de semi continuité
inféricure); la mesurabilité de Q ([15], p. 140) et les formules 7 et 8 dans ([15],
p. 136) n'étant pas complétement explicitées.

2) La remarque 1 s’applique aussi au lemme 6 qui permét de démontrer la
semi continuité inférieure lorsque I'intégrande f est de « Carathéodory» et
convexe sur le denxi¢me espace F. De facon précise, on a 1’énoncé suivant (qui
csl un cas particulier du théoréme d4) dont la démonstration utilise le lemme 6,
Dans ce cas particulier, il est possible d'éviter le théoréme 2 qui est trés

technique.

©

THEOREME. Soieni (T, ) un espace compact mélrisable muni d’une mesure de
Radon positive L, F el Edeux espaces de Banachséparable, F_ Et I Fel respec-

tivement mus.i dela topologie faible o(F,F"), o(E, E) Soitf : T x F X E—[0, 4-o0]
un intégrande (J6,; & B (F) ® B(E), BR)) mesurable, tel que pouriouif e T
£(£,...) soi{ cogtz'nue sur tout compact de F_. X EG , f(1,.,) soit convexe sur F,
pour tout (te) € T X E.

Soient (u, ), une suile dans Ly, , convergeant versu, €Ly = pour o(Ly, ,Ly.),
e (v, )n>0 une suite d’applications scalairement W —mesurables de T dans E,

felle que pour lout voisinage o(E,E") ouvert convexe de Porigine, V, on ait .

Clim B {teT] (v, () — v, ®)¢ V=0

On suppose, en ouire que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour tout ¢ > 0, il existe un convexe équilibré s (F, ¥ cbmpact,Ls,
et un convexe équilibré o (E,E/) compact, K., lels que T
M{te T @, (1) v,() ¢ L, XK }<e, ¥ ne N,
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(ii) {I existe n e Lp , tel que L— (T (D), v, (E) soit

W — intégrable sur T

Alors on a:

tim inf fy (it 2, )R (@0 3 [ F (bt O 0 @) ()
Démonstration. On suppos_e Ai_rl’lmf T I, 1), v, (1)) 1 (df) = avec
aeR. Comme il a été remarqué plus haut, tout revient 4 montrer gue la suite
(Flot () vy () fou (v (), = ComVerge vers 0 en mesure sur T.

Considérons les suites (U, ) >0 et (U, » v,) 2> 0 On a

g

(u,, v, y—(u, v ) = 0,7, — D, CONVerge en mesuve pour o (E, E7) vers
zéro, on a pour Loal voisinage o(F, F7) ouvert convexe de P'origine de F, W, et

tout voisinage o (E, E’) ouvert conveze de lorigine de E, ¥

lim Wt eT | (@, (s v, D) — (e (1) 0,y () € W X Vi=10
d'on la convergence en mesure de la suite ((u,, v, ) - (w, v ))n>0 vers
zéro pour o(F X E,(F X Ey). 1) auire part, fixons ¢ >0 etposons W, =Lg X K..
Comme L, et K; sont des convexes ¢quilibrés res peclivement o (F,I") et (E,E)
compact, W, est un convexe équilibré o(F X E, (I . E)) compact pour lequel
on a, en raisonde (i) pirel | {u, (), v, O) 1, (1), v, () ¢ W X WS} <3:=
pour tout >0, Aiors puisque f(t,.,.)esl o (F X E,(Fx E)’) continue sur W, »le
lemme 6 s’applique et permet de conclure que lasuiie

(FCr 2, (2, ) — FGo 2, (s 0y Gy o-comverge vers z6ro en mesure sur
7. Ensuite en précédant comrme dans la premiére étape du théoréme & on
obtient l’inégalité [, fit, U . v, (O (di) Cace quiachéve ia démonstration.

Pour terminer ce paragraphe signalons la variante suivante.

THELOREME 9. Soient F un _espace de Banach séparable, ¥ son doal muni
d'une topologie localement convexe souslinienne compatible avec la dualité, E un
espace topologigue séparé. Soit f: 0 X F X E — [0, -+ o] ur intégrande
AR B(F DD E), ® (R ) — mesurable tel que £ (w,.,.) soit semi-continue inférieu-
rement surE X E pourtoul w & Q el e f (w,.,€) soit convexre propre sur F pour tout
(w,€)€ QX E. Sotent (u_ ) n > 1 W€ suite dans L conwergeani pour o(L ,LF,)

vers u, et (v, Yn>1 URe suite d’applications (o4, B (E))— mesurables de  dans
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£ convergeant simplemeni vers une applicafion (A4, B (E)) mesurable iro de Q dans

E. On suppose que les condilidns suivantes sont verifiees:

() Pour fout & > 0, il existe une mulil_application -4 — mesurable Ty de
Q @ valeurs compactes non vides de ¥, telle que W{m ¢ Q | u, ()¢ I'g (0)} <3,
pour tout nz> 1.

(i) La saite IC, u, (), \f (')))n > est uniformément intégrable dans L;{
(2, o4, ).

Alors on a:

lim inf [ {w, u {(w)o (u))H (do) > f f (o, 1, (@), vy (W) H (dw)
" Q Q

Démonstration, On suppose a = {im [ ; (m: u {w) v, (w) K (do) e R,

. oo g
Premiéf'e étape. () On suppose que f(w,., ¥, () est continue et finie sur
tout compact de F, ¥w € Q. Soit - > 0. Il existe § > 0 tel que.
AccA () <E =T, o, (v),n, (oI (do)< & v m> 1.
D‘apré§ I'hypothése, il existe une multi-application I'y -# — mesurable &

valeurs compacies F telle que
WoeQ|u, ()¢ Ty @] <8 ¥n

Posons
Aaan;—:. [m e 0 | Hn (rz))e Fa (m)], ¥ n -3 1.

Alors on a, pour tout n > 1,
[F (0t @05 @) W (@) S ok [y f (002, @), () 1 (do)

Posons )
- ry, p (@) = ;ﬂef Iy (@ [f (0, 2, v, (@) — flo, 2, 0, (@)
'Bﬁ,n,s=[weglr6,n(m)<_‘51 . -

En verin du lemme 1, on a lim WBg, ,, ¢) == 0. Donc il existe un entier
. n-_>°° >

N, >0 tel que

nz N = IA6’ n a B&, e f(9 u, (w), UO (iﬂ)) M (dw) <8
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. Fini . 3
Compte tenu des définit ons de A5 n et ho, 6, e OO a

[f {w, 11, (), v, (0)) — T{w, u, (w), v, (o)) 1 (dw) -5 2 | ')

]
48, n ABE), ny €
D’ ou, pour tout nx» N, , ona

sf) f('u,‘ a, (w, v, () B (do) < 2 4 e}t (£2) +_(“{ (f (v, u, (w), v, (w)) (dw)

. Texisie un entier N¢ > N_ tel que pour n >» Ny , onait:

fflf(m, u, (wh v, (w)) ¥ (dw) < 3 + s{w) -+ a

Dron

lim sup g{ flo, u, (w), vy (@)1 (dw) < a

Par dualilé des fonctionnelles intégrales convexes, on €n déduit que

a = lim-nl'nf ng (o, U, () vy {w)) B (dw) > _{1 flw, 1, (w), 0, (w)y 1 (dm)'

+ ce qui termine la démonstration de la premicre étape.

Deuxiéme étape. On supprime la condition (j) el’ on va se ramener ala
situation de la premiére élape en utilisant le résnitat d’approximation global
déja signalé (cI. [6] ou th. 3). L’intégrande ¢ (v, )= f(w, x, v, (@) est convexe
normal et posilil. II existe une suite croissante dintégrandes positifs, (g, ), »
délinis sur © x F vérifiant: '

1) g, (w,) est convexe, lipschitzienne sur F pou‘r tout o € & et g, (. x)

est o4 — mesurable sur Q pour tout x fixé dans F.
@) lim tg, (v, 2) = g(w, x) pour (w, ) € & X F
k=vroo .
Posons -
: g, (v, ) si e =1, (w)
. fk (UJ, Xy e): f(“)’ &, e) Sl e # DO ((ﬂ)

Alorsona f (», x,e)= lim 1 fk (0, Ls €)% (@5 @5 €) 6.52 ><' FxF
o0

et de plus on a, pour tout k ettout n > 1et tout we Q
fo (ws u, (@),0, (@) < F (w5 1, (W) v, ()
fl; (s u, (), U (w)) = 95 (s u, (w)) < Fos tn (w), v, (o))
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Donc la suite (f (.,u () v o (), est uniformément intégrable pour tout

E tixé. I est facile de vérifier maintenant que chacun des {, satisfait anx con-
ditions d'application de la premicre étape et la demonstratlon s’achéve comme
dans les théorémes précédents,

Received Angust 24, 1982
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