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INTRODUCTION

Le probléme des tours de Hanof est un probléme de gestion de piles qui.
se pose ainsi: on dispose de trois plateaux dont deux sont vides et le troisiéme
constitué d'un empilage de disques de diamétres décroissants, le plus petit
étant au sommet de la pile.

Et cela en respectant les deux régles suivantes P
— a@. On ne pent déplacer qu’un seul disque a la [ois.

— b. On ne peut mettre qu'un petit disque surun grand, jamais le contraire
;(un plateau vide acceptant n’importe quel disque).

Il s*agit en respectant ces reégles, de {ransiérer la pile de disques sur I'un

-des plateaux vides.

Nous allons es;sayer de donner quelques régles de gestion de ces piles, les
plus simples possibles, sans pour cela utiliser Paigorithme récursif bien connu.

1. LE DEPLACEMENT D’UN DISQUE ET D'UNE PILE \

I — 1 Pour la premiére fois :
~ Le disque 7 est déplacéla pr emiére fois au coup 20,
» > 2 » » » » » 2!

. + . . . . * . N v a = . s ] . . . . .

Le disque n — 1 est déplacé pour la premiére fois au coup 27~ 2
Lorsque le disque n — 7 a été déplacé, la configuration esl la suivante :
— I sur un plateau (appelons le A) on a la pile n, n 4~ 1, n 4 2,...
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— 2 sur un platean (appelons le B) on a le disque n — 7 seul

— 3 sur un platean (appelons le C) on a lapile 1, 2., n — 2.

Pour déplacer le disque n, il {aut rempiler toute la pile 1, 2..,n — 2 sur le
disque n — 1 qui est sur le platean B, libérant ainsi le plateau C.

Pour ce faire, il faut amener le disque n— 2 en B, soit 2 % coups ;

POUF . . . . « « + « + « . +n—3en B,soit?2 r~% coups;
pour ., . . . . + +« . « .+ . .2enB,soit 2! coups;

pour . , + .+ « + « « . . . .71enB,soit2? coup.

Or

i=p . _
24 3 9t 9p71
i=1
done, pour rempiler toute la pile 7, 2,...,, n — 2 sur B, il aura lallu 27—2 — 1
coups laissant ainsi le platean C hbre '

_Le disque n sera donc déplacé au coup 20— 2 + 9n=2 1 41 =29771,
D ou:

LEMME 1:
Le disque n est déplacé pour la premiére fois au coup 271

1. 2 Déplacement d'une pile:

Le lemme 7 indique qu'il faut 22~ Tcoups pour amener n en B;

27~ 2coups pour amener n—1 en B;

i

27~ 3¢oups pour amener n — 2 en B;

. . . . ) . . . - L . . . . .

27 coups pour amener 2 en B;

2% coup .pour amener 1 en B,
D’pil :

LEMME 2: Il faut 2771 coups pour transférér une pile de n disques dun
plateau sur un auire, en conservant la relation d’ordre.

1. 3 Déplacement général d’'un disque _
Lorsque l'on a' déplacé pour la premiére fois le disque n, on a la 4
configuration suivante pour les plateaux;

en Apilen + 1, n 4 2,...
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en B le disque n,

‘en € pile 1,2, 3, vy 1 — 1.

1 faut 2277 — 1 coups (en application du lemme 2) I_)dur déplacerla pile 1,
2y vyt — 1 de G en B. ’

La configuration est alors:

endApilent+1,n+4 2, ...

en B pile 7, 2, ..., n

en £ pile vide. ) i

On déplace alors le n -}- 7 iéme disque sur Ia pile € (on joue le coup
numéro 27 ), puis pour redéplacer la pile, 1, 2, ..., n — 1 du plateau B4 1'un des

plateaux A ou €, il faut de nouvean 27~ 1— 1 coups; d'oli:

THEOREME 1: Le disque n est déplacé pour la premiére fois au coup 2771
ef lous les 2" coups suivanis.

il. RAPPORT ENTRE LE NUMERO D'UN COUP ET LE DISQUE JOUE

Au coup n’ — k, un disque d lel que 2% — k a été joué exactement

[ f; ] + 7 fois(] ] signifiant partie entiére par défaut).
2 .

Considérons maintenant le coup k= 271 4 272 + ... -}~2p‘l oitl'on a:
Py >py > e py avec p; o
Ona donc: k mod 277 = 0, et plus précisément :

k—eo.2"e

avec

o2t Py 4 20

donc =z mod 2 = 1
et («— 1) mod p=0.
o — 1

Soit p=

En verta du Théoréme 1, on peut affirmer quele disqneq + 1,-a été déplacé

—1 -+ 1 fois, ef comme :

exactement

lkmod(BJ‘-l)_—_O;
le dernier disque déplacé est le disque g -+ 1, d'ou le théoréme,
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THEOREME 2: Au coup de numéro k, le dernier dz"sque joué est celui doni le
numéro est tel qu'il soil égal a la valeur, augmeniée de 1> dela plus petite puissance
de 9 dans la décomposition binaire.de k.

‘Par exemple, au coup de auméro 6368, le disque qui vient detre déplacé
est le disque numéro 6; en effet: '

6368 = 912 1 211 L 97 4 26 4 2P

COROLLAIRE: A tout coup de numéro impair, on déplace le disque numéro 1.

[II. RAPPORT ENTRE NOMERO D'UN COUP, PILE DE DEPART, PILE D’ ARRIVEE

[If — 1. Chiffre d'un coup.

Sion numérote les plateaux (pues) par 1, 2, 3; on appellera chiffre d'un
coup la somme arithmélique des numéros des plateaux mis en jeu & ce coup.
Ainsi, & un coup de chiffre? ' '

9

3 correspond un transfert de disque dn platean 1 vers le’ plateau 2 (ou
vice versa) ' -
&> » » » - » 3 » 1 » » » 3

5 » B y - » » ¥ » 2 » 3 » 3

Examinons donc ce qui se passe lors du dérouiement du jeu:

Coup 1 transfert du sommet de pile 1 (disque 1} a-pife 2 le coup est de
chiffre 3 :

Coup 9 transfert du sommet de pile 1 (disque 2) a pile 3 le coup est de
chiffre 4 .

Coup 3 transfert du sommet de pile 2 (disque 1) a pile 3 le coup est de N
chifire 5 o

Le plateau 1 est ‘alors occupé par la pile 3, 4, ... n et le plateau 3 par la
pile 1,2, le platean 2 étant vide. :

Le coup suivant va done consister en le transfert du disque 3 (platean 1)
sur le plateau 2. | i ,
Coup 4 (2°-7) transfert du sommet de pile 1 (disque 3) & pile 2 chiffre 3

La série de coups suivants, va consister 2 déplacer la pile qui est sur le
plateau 3 pour la ramener sur le platean 2 afin d’avoir la pile 1-3-3, et un
plateau (le 3) libre pour pouvoir déplacer le disque 4. :

A la veille de cette série de coups, rénumérotons les plateanx comme suit: (
' 1 2 8«2 3 I, \f
ce qui donne, pour les chiffres des coups:

§ o> B3 4 4= 3*3 5 2 47
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Comme nous Pavons vu, le déplacement de la pile 1—2 sc fait par une -
séquence de coups de chiffres 3—4—5 pour passer du plateau 1 au plateau 3,
donc ici le passage du plateau 1* au plateau 3* se [ait par une séquence de
chiffres 3*—4*—5*, soit en fait, une séquence de chiffres 4 — 5 —3.

Donc le déplacement de Ia pile des disques 1 4 3 du plateau 1 au platean 2
s'est opéré par une séquence de coups de chiffres 3—4—-5—3—4—5—3 cie
longueur 22—1 (Théoréme 1).

Supposons donc que le transfert de la pile de disques 1 4 n—1 se soit [ait
par une séquence de chiffres (3-—4—3...3—%...5) de longuneur 2r 1 1et
supposons qu’a la suite de ce transfert, la pile de disques 1 4 n—1 soit sur le
plateau 3, Le plateau 2 est donc libre, on peat y lransférer le disquen, le coup
est alors de chiffre 3.

En rénumérotant les plateaux comme ci-dessus 123 «—— 2*3* 1% on
transférera la pile (1—2 ... n—1) duplatean [*(resp. 3) au plateau 3* (resp. 2)
par une série de coups de chiffres (3*—4*—5* ... 3*—4*— ... 3%), c'est a dire en
tait de chiffres (4—3—3...4—5...3), et comme le déplacement du disque n
était de chiffre 3, la concaténation des séquences de coups donne: (3—4—o ...
oo —3—b— L 5=3—1—=0=3 .. 45 . )

Le raisonnement serait le méme si on avait supposé que la pile 1 a4 n—1

avait ¢€té transiérée du plateau 1 au plateau 2.

Dot : \ S oa

LEMME 3. Le chiffre du coup numéro k est :
(k mod 3) + 2.

‘Le *<1 2" est justifié par le rapport existant enire le chiffre du k iéme ~
coup et I'indice du k itme élément de la séquence (3—4—3...). -

Remarque : Nous avons suppose (qu' au coup numéro 1, on transtérait du pla-
tean 1 au plateau 2, on aurait aussi bien pu {ransférer du ‘plateau 3, auquel cas la
séquence est de type: (3 5 4 ... ), mais alors on ne peut pas établir de formule
simple, it faut donc rénuméroter les plateaux 2 et 3 en 3 et 2.

Du lemme 3, et du mécanisme de chiffrage d'un coup, on déduit:

LEMME 4. Au Loup 9n—1 e disque n est déplacé du plateau 1 au plaieau de
numéro:

I

(2"~ Tmod 3) + 1.

Et plus généralement, on a comme corollaire:

. LEMME 5. du k uzme coup, on déplacele disque p (voir Th. 2) du plateau

a (a =1 ou 2 ou 3) au plaleau:
(IL mod 3)+2 —'a.
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III — 2. Pile de départ d'un coup:

Lorsqu'on joue le disque p au coup k, d’aprés le théoréme 1, on sait combien
de fois ce disque a 6té joné, il l'a été [k/2P] 4 I fois.

Donc, par application réitérée des lemmes 4 et 5, on sait que:

La premiére fois qu'on a déplacé le dlsque n, ¢’est au coup 2M7 et en

appliquant le lemme 5, on sait que le disqne n va, au coup 9rn—1 gyr le plateau:

a, = [2r—1 mod 3]+ 2 — {=[2""1mod 3] +1 ;

La deuxiéme fois, au coup 2" -+ 2“_1,- n va sur le plateau a, —
= ([2" + 2“_1] mod 3) + 2 — a, (2”m0d H+1; La troisieme fois, an

coup 2% 42" + on—-1 pvasur le platean:

gy = (2 4 20+ 20 ymod 3) + 2~ a5 = (@ F 9n=1ymod 3) + 1

la 2p ieme fois qu'on deplace le disque n, ¢'est pour 'amener sur le plateau:

ay, (p2F)mod 3 4 1

la 2p +'1 i¢me fois, n va sur le plateau:

= (2p .27 + 2% ymod 3 + 2 a,, (Lemme 5)

= ((p.2"+ 2"~ Hymod 3) + 1
la 2p + 2iéme fois, n va sur le plateau: '

Ay, = (2P 1).27 + 22"y mod3) + 2 — a

2p+1
,=p+ 1). 2"y mod 3) + 1

Dou:

THEOR EME 3. Au coup mumeéro k, le disque n est déplacé pourlaaiéme fois, et ’

& = [ gﬂ ] + 1 el suivant que:
Ca)e=2p+ 1,1 disquen est déplacé du plateau (p.2%)mod 3) + 1 au
plateau ruméro ((p . 2" +28~T)y mod 3) +1. |

by « = 2p, le disque n est déplacé du plateau (( p— N2 4" NYmod3)+ 1
au plateau numéro ((p. 2"ymod 3) + 1.
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CONCLUSION

-

On déduit de cette étude deux facons nouvelles d’aborder le probiéme ;

A — Onétablit un algorithme trés simple, non récursif pour ¢« dérouler» les
tours de Hanoi, comme suit (4 partir de I’étude dun Paragraphe III-1):

1. Numéroter /, 2 et 3 les piles en prenant pour i)ile 1 Ia pile qui contient
tous les disques. :

2. Comparer les disques sommets des pil-es ! et 2, transférer le plus petit
des deux sur le plus grand.

3. Comparer les disques sommets des piles 1 et 3 ; transférer le plus petit
des deux sur le plus grand.

4. Comparer les disques sommets des piles 2 et 3; transférer e plus petit
des deux sur le plus grand,

— retourner en 2,
Lrarrét de la procédure se fait lorsque deux piles sont simultanément vides.

B — On sait par le théoréme 3, quelle action effectuer a tout coup dont on
.connait le numéro, sans avoir 4 considérer les étapes inlermédiaires.
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