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L4 .
On se propose dans cet article de représenter toute catégorie de Picard
restreinte par un complexe de chaines ct en déduire que la classification des .

catégories de Picard preépinglécs de type (M, N) qui sont restreintes est triviale.
‘ , : i

1. CATEGORIES DE PICARD RESTREINTES

DEFINITION 1.1. Unc catégorie de Picard est une Gr-catégorie munie d’ une
contrainte de commutativité compatible avec sa contrainte d’associativité. Une
catégorie de Picard P est dite resireinte si sa contrainte de commutativité

d vérifie
C = identité pour tout x € ob P (1]

]

2. COHROMLOGIE DE GROGUPES ABELIENS LIBRES

2.1, Soit 7t un groupe et A un q-module. Considérons la B-re solution
B (Z(m)) [3]
. —}Bn—aan_l—»....-—:vBl.—rBu—-)-O
ott B, est le m-module libre de générateurs ‘|[x; | ... | Xxa] avec xl%l..., Xa=1
appartenant 4 gt et les homomorphismes de m-module o sont définis pour

n >0 par
) n—1
Axi e %] = 51 {xa o 1 Xa] + = (=1 [x0f e | XiXier | oeeXal +

i=1 .
(=" [xt | - ! Xn_j].
La B-résolution avec ’homomorphisme
e; By —> Z
[1i—=1
oft Z est considéré comme un s-module trivial est une résolution libre du
st-module trivial Z, et on a par définition '

Ext] (Z, &) = H" (x, ) (3]
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Nous nous proposons de donmer ici une aulre résolution -libre du
q-module Lrivial Z au cas ol & est un groupe abélien libre de base {ti]‘el
: 1

29, Soit & un groupe abélien libre de base [[i}‘el ot I est muni d'un
1
bon ordre. Considérons les m-modules libres X, (n >> 0) de générateurs
uy ®...0u, avec i,enin el et i <C.. <y et Ies homomorphismes de
n

n-modules a:

' n ) ) ’
(2'2'1) a :Xn — Xn—l ul @ wae @ L15 |— 2 (_l)k—l (tii _1) uil ®“.®uik @ . ® ui'
r=1 ) : "
on le A désigne I'omission. -

PROPOSITION 2.3, -

? 7]
@30y Xy o Xy —r e Xy > g s Z > 0

.

est une résolution libre du m — module ‘triuiq{ Z.

Démonstration. Le cas ot I est fini est démontré dans [3]. Considérons le cas
ol I est infini. Soit :
¢ = 2131 52 £ u ® ug w. € X
it ittt jm i ® - @Yy, n
ou
uj! .
tel que 3¢ = 0. Soit I’ C L la partie de I contenant les indices qui se figureut
dans les coefficients
et les générateurs uj; @ v @ . O Uj, expriment . Nous avons un groupe

abélien libre de base (t);eyp et puisque I' est fini, une résolution libre du

t?zz t;"’ sont des éléments du groupe abélien libre de base {ti}iel’ ot

7’ — module triyial Z
' & o & .
-—>X;l~—>X;l_1'-+...—->- r;'—" Xb""'z — 0

ol les ' — modules libres X’n (m>> 0) et les homomorphismes ' sont définis

comme dans 2.2. Le cycle ¢ &€ X’n par cons¢quent un bord, ¢ =¥z, & € X’n_{_1 »
b

ou ¢ = &% en considérant x comme un ¢lément de X+t
2.4. La cohomologie d'un groupe abelien libre & a coefficients dans un

@t — module A peut étre calculée par la résolution (2.3.1) par la formule
H" (ot A) ~ Eail: (7, A)

Une n — cochaine f : X, — A, comme un homomorphisme de module, est deter-
minée par les éléments arbitraires f(u;; @ v;, ® .- @ u; Y& A, et

) 1]+1 ki ) . ' —~
of (uj, ®.Qu )= > (-1 7 (5, = 1) f(u, ® vy B .. B Uyy)
. k=1 *

\
.
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En particulier, si A ¢st un groupe abélien regardé eoinne un % — module trivial
(ti = a pour toul i), alors &f est tonjours nul, et ainsi [®(x, Ay~ @& A; on
. i€l
J = {0 i) | i, <...<Cig} est une partie de I" et A; = A pour tout i < I
2.5. m étant toujours un groupe abélien iibre de base { ti}icr considérons
I’homomorphisme de = — module :
by : Xy — B,
iy & e @ U ——— F s¢ [ta ) |~ sg,]
&, .
ou o, est le groupe symélrique, sy la signature de la permutation .
Il est clair que nous avons un diagramme commutatif

. a i &
—>4‘{n_"Xn-1-—>... - X=X, ~Z—0
hy j by | “hy | I Il

¥ al . \lr G
— B, = By_1 — ... -—>Bl—>B0—>Z—>0

que nous donne un isomorphisme

(2.5.1) H'h): 1® (Hom,, (B, A)) = H" (Hom,, (X, A)).

pour tout n 2= 0 et tout w—module A.

2.6. Nous supposons toujours que = est un groupe abélien libre de base [li}iel,
noté additivement. Introduisons le complexe de groupes abéliens suivant:

‘ L(r): Lo(or) B Lot 2 Liger) LLory 5 0
ol
L, () = Z{=x]
Ly (%) = Z[7 X x]
Lo (m) = Z[x X ot X ] + Z[w X ot :
Li@ =7[wxXwXnXa)+ Z{xxXwxa] + Z[w X w] + Z[xn]
z(x) = x
di[x, y1 = [¥] — [x - y] + [x]
dp [x, ¥] = [x, 31 — [¥, x]
dg[x, ¥, 2] = [y, 2] — [x + 3, 2] 4 [ y + 2] — [x, ¥] |
Glxy ztl=[y.2t - [x+y,20+[Xy+2t—[%5z+1]+ixyz]
dGi[xy. 2] =[xy 2] =[x 2yl + [z % y] = [y, 2] + [x 4 y. 2] - [x, 7]
ds [x, y] = [% 5] + [y. x] ‘
d [x] = [x, x], )
les 7 [w] étant les groupes abéliens libres engendrés par [x“ s X 1% X, &€ B

et différents de 0. (i=1, 2, 3, 4). et on pose [X1,...%;] =0 si un de ces x est
nul. Puisque L; est libre, un homomorphisme du groupe L-—dans un groupe
abélien A esl uniquement déterminé par ses valeurs sur les générateurs. D’on
le complexe Hom (L(gx),” A) est identifié au complexe suivant

Hom (L(m), A):0 - Homz (%, A) — Hom (%, A) 2 Hom (= > =, A) iﬁ.

é-iHom(:n: X3 X 5, A) X Hom(m X =, 4) é—i Hom{m X m 3/ X o, A) X
X Hom(w ¥ @ x %, A) — Hom(zw X m, A) — Hom (x, A) :
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PRODPOSITION 2.6.1. Le complexe L(w) est une « rsolulion ironquée» de =,
en d’autres termes la suile Ly — Ly — Ly —.5t — 0 esl exacle.

Démonstration. Les L; élant libres, Dexaclitude de I(m) est équivalente a
I'exactitute des complexes Hom (I.(w), A) pour A un groupe abélien arbitraire.
Démonstrons que Hom (L(®), A) est -exacl. Il est clair qu’il est exacl en
Hom (m, A) et Hom (st, A). Montrons quil est exact en Hom (m =, A). Soit
f:or X ® — A une application de m X & dans A verifiant la condition de

normahsauon f(x, y) = 0 si x ou y est nul, et telle que.
(2.6.1.1) ° [0y, 7) — £y 2) -+ £, ¥ 4 2) — % 1) = 0
fx, y) — £y, x) =0 .

pour tous x, v, z € =. Il est clair que f est un 2 — cocycle Isymétrique de
Hom (B, A) ou A est considéré comme un 7 — module trivial (2,1). En vertu
de la symétrie de f et de I'isomorphisme’(2.5.1) nous obtenons

: f = 6g, avee g: ™ — A,
et par conséquent
(2.6.1.2) f(x, ) = 8(y) — g+ + g0

pour tous x, v € ®. D’ ou l'exactitude en Hom (w X, A). Enfin monirons que
Hom (L {x), A) est exact en Hom (® X 1t X «, A) X Hom (x ¥ 3, A) Soient

fxHom{mmxmxx, A) et g & Hom (X, A) deux applications vérifiant les
conditions de normalisation et telles que

f(y, z, t)y — f(x+y, z, t) + f(x, y42z, 1) — fx, y,z+t) +f(x,y,2) = 0
(2.61_3) f(X, Y’Z) - f(x, z, y) + f(zs Xy Y) - g(y, Z) + g(x'}'Ya Z) - g(xs Z) =0

g, M+ e, x)=20

gix, x)=20 .

i.e. (f, g est um cocycle de Hom (L(w), A). Définissons une application k:
x X 7 — A par la relation

g(x, y) = k(x, y) — k(y, %)

pour tous X, y € =, i.e. g = ani k, et considérons le cocyele
(f;:f—ék, g-—-—antk:O)

Donef: XX — A vérifie les conditions-de normalisation et telle que

@6y § 050 = L@ty 2 0 4 iy b - fl(x,} 4t 4 fix, y, 2) =0
fix, y,2) — 1(%, 2, y) + (2, x,y) =0

Donc f est un 3—cocycle de Hom (B, A), et en verlu de la derniére relation

de (2.6.1.4), 'isomorphisme (2.5.1) nous donne
{4.6.1.5) { = 6u, avec u: ; X @ — A,

Remarquons que anf u est une application bilinéaire en vertu de (2.6.1.5) e
de 1a derniére relation de (2.6.1.4). Proposons nous de définir un 2—cocycle v
de Hom_ (B, A) tel que

ant v = ant u. Pour celd prenons une application bilinéaire
v: o X % — A définie de la facon suivante:
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Il est clair que v est un 2-cocycle et an! v =anfu puisque aniu cst
bilincaire ecomme nous avons remarqué ci-dessus, Par

conséquent nonsobte-
noas un nouveau cocyele de Hom (L{w), A):

(f = 6u, 0) &+ (0 = 6v, anfu = anf v) = (su, anl ud.
On en déduit que (f'_g) et (I, o) sont des cobords. Or le fait que (I, U) est un
cobord montre qu'il existe une application symelrique gi: @ A @ — A telle que
(2616 (xy2=8{2) —gE+y2 +a%5y+20 — g y)
pour tous Xx, ¥y, z € ®, ¢ce qui nous perment de conclure que

(2.6.1.7) Wl (. A) = Z§ (. A),/acg (w, A) = 0

ou Z (x, A) (resh. c: (x, A)) cst le groupe des 3-cocyeles (1e5p -cocycles)
(au sens de la- cohomologle des groupes) symétnqucs ie. gqui vérifient la
relation

fx.y,2) —[(x,2,5) +1(zxy) = 0 (resp. g(x,y) = &y, ).

3. REPRESENTATION D'UNE CATEGORIE DE PICARD RESTREINTE
. PAR UN'COMPLEXE DE CHAINES

3.1. On se propose ici de chercher 4 représenter une catégorié de Picard
restreinte par un complexe de groupes abéliens en appliquant les 1csultats
de [2] et de (2.6.1).

DEFINITION 3.2. Soit

d
O — L1 _— Lo —3
un complexe de groupes abéliens, La catégorie de Picard stricte P (i.c. ses
contraintes d’associalivite de commutativité et du noté sont des identités)
définie de la maniére suivante:
ObP = L,

Homp (x, y) = J (x, ) X d7' (¥ — x), ; y € L
et pour ((X1, ¥ f]) T X —> y1, (Xz, }T ) fg) THy— ¥o
X1 & X = Xy -+ Xo
((x1, Y1) ) @ ((x20 ¥2)s [2) = ((x¢ = X2 y1 + Yo)o [14+12)

est appelée calégorie de Picard stricte definie par un complexe de groupes
abéliens. Représenler une categoric de Pieard restreinte par un complexe de
groupes abéliens, ¢’ est monlrer que la catégorie est ¢quivalente & unc cate-
gorie ce Picard stricte définie par un complexe de groupes abéliens.

PROPOSITION 3.3. Toufe calégorie de Picard restrinte peut élre representée
par un complexe de groupes abéliens.

Demonstration Soit P une categorle de Picard resireinte dont la catedorle
réduite est S(M, N, «, o) [1], Ou-a est un 3 — cocycle symétrique de

Homy (B(Z(M)), N), N étant considéré comme un M—module trivial. Soit L le
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groupe abélien libre engendré par les élements M—foj etu: L, =M1 homomor-
phrsme canonique En vertu de (2.6.1.6), 11 existe une apphcatlon symétrique
: Lo X L,—N telle que

a(u{x), u(y), w(z)) = (v, z2) —f(w+y, z) f(@, y+2) —f(x, 3) 7
pour tous x, v, z < L,. Remargquons que f[KeruXKeru est un 2 — cocycle. Or Q
étanl un sous —groupe d'un groupe abélien libre Ker u est aussi un groupe
abélien libre, et par conséquent en vertu de (2 61.) il existe g: Keru — N
telle que '

. fx, y) = g(y) — at@ + y) + g(x)
pour tous ., y Ker u. Définissons g: L, — N de la maniére suivante
gx) = glx), = &€ Keru .
g'(x) arbitraire pour x ¢& Ker u
et f: L, X L, — N par: '
Pz, y) = g(y)—g(a+\)+6(a¢)
Il est clair que &' = 0 et {*

|[KeruxXeru — .IKeru}‘(Kcru el par conséquent en
posant i
=f-r
nous obhtenons
(3.3.1) u(w) = bu, 0 symétrique
et
(3.3.2) ulKer uXKeru 0

En appliquant les résultats de [2] et compte tenu de (3.3.1) (3.3.2), nous avons
P équivalente a la catégorie de Picard stricte définir par
le comptexe

d

~-L:0—-L;—L,—0 i
ou L; = Keru X N et :

d:L1=Keru><N—>Lc : |

(V! m) l—> x. )

Remarquons que nous avons

CH(L) = w,(P) = M

H(L) = =, (P) = N

i.e. les groupes homologiques du complexe sont les invariants de P.

CORLLAIRE 3. 3. La classification des catecorles de Picard pr préépingléés de
type (M, N) qui sont restreintes est tr1v1a1e .
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