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’ INTRODUCTION

Dans un récent travail ([21]), jai démontré l'existence des solutions
continues 4 droite d’une équation (llffEI‘t,n'tleHC multivoque avec conlrainte sur
I'état dans les espaces de Banach ct les conséquences du résultat obteiu, en
particulier, Pexistence des solutions confinues 4 droile d’un probleme d’evo-
Iution ¢tudié par MOREAU ([3)]) ' ,

"Le but de ee travail est de démontrer Uexistence des solutions continues
a droite d'un probléme i’évolution du type '

u(t) € I'(t)

) —Au(t)) € of(t, u(t)
ol f est un intégrande convexe normal ([5]) délini sur [0,1] X C(X), ou C(X)
désigne D'espacc de Banach séparable des fonctions réelles cofitinues sur un
compact méirisable X muni de la convergenee uniforme, 9f, le sous différentiel
de la fonction convexe fi, A; un opérateur linéaire continu dépendant du temps
t € [0,1], de C(X) dans un espace L' (X,v) considéré comme sous espace fermé
de dual Q(X)’ de C(X). Moyennant des conditions de régularité sur la contrainte
T, Popérateur A, ot Pintégrande [, on démontre l'existence d’au moins une so-
lution continue & droite, u: [0,1] - G(X) du-probléme d'évolution precédent.
La relation +A(u(t)) € sf (uct)) sera précisée dans I’énoncé du théoréme d’exis-
tence ainsi que la relation entre u et u. Pour le lecteur, qui ne s’intéresse
qu'aux solutions absolument continues, une application u: [0,1]— C(X) est s0-
lutions de équation d’évolution
3 —Au()) € of (L, u(t)) -

u() € T

¢

[

si
"t

u(t) = a +f () ds, a € r(o), t € {0,1],



ou u est une application ds—intégrable de [0,1] dans C(X) (ds ¢lant la mesure
Lebesgue), el si u vérifie .

u(t) € I'(h) , vi e 0,11
— Aty € df(tu(ly) dt—presque partout.

Signalons tout de suite aux lecteurs que ce lype d’équation d’évolution
n'a jamais été, étudié daus Pespace C(X) car le second membre est ici un sous—
différentiel afy qui prend ses valeurs dans l'eSpacg des mesures de Radon m(X)*
d’ou Pintroduction de 1'opérateur A, dans cette formulation qui nous semble
nouvelle et suggére d'autres varianles de ce probléme d’évolution. Bien en-
tendu, un sous différentiel d'une fonction convexe, propre, ‘semi—continue
inférieurement sur un espace localement convexe séparé F existe, et I'on est
en droit de se demender s’il est possible d’envisager I"équation d’évolution

— Au(t)) € af(t, u(t)) |
dans Ie cas ou f est un intégrande convexe normal sur [0,1] x F. La réponse
est affirmative, cependant le choix d’espace d’état F qui est égal a C(X) dans
notre étude est dicté par le fait que C(X) posséde des propriétés spéciales
lesquelles propriétés ne sont pas VLI‘IereS par tous les esPaees localement
convexes.
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Notations : C(X) désigne l'espace de Banach séparable des fonctions réelles
continues définies sur un compact .métrisable X, le dual C(X)' de C(X) est
I'espate m(X) des mesures des Radon sur X. Soit v une mesure de Radon po-
* sitive sur X et u une mesure de Radon posmvo sur [0,1]. On pose v(t)y=p({0,t])
pour toul f & [0,1]. Alors v est une forclion croissante continue a droite sur
[0,1]. .Rappelons que R muni de la topologie droite %, est un espace paracom-
pact 4 base dénombrable d'ouverts dont la Iribu borélienne est identique a la
ribu borélienne B(R) de la droite muni de sa distance nalurelle (of, [2]).

Pour tout espace de Banach F, Fy désigne I'espace vertoriel F muni de
la topologie affaiblic o(F,F*). Enfin, le sous differentiel a & prés d’une fonction
convexe propre seml—-contmue infiérieurement [* définie sur un espace de
Banach F au point x € F, est- noté

gc f(x) = {1: < F | f(:c)—[—f“‘(a:’) > < <l
Rappels. Nous allons rappeler quelques résultats qui seront ulilisgs dans les

demonstrations. Signalons d*abord le résultat suivant du 4 l'auteur (4], prop.
) et ses conséquences. Soit (Q, G, @) un e&,pace mesuré, E un cspace de

Banach séparable, E son dual faible. Soit LE (@, G, w lespace de Banach
“des classes des. foncttons Bochuaer p.—~1ntegrab1es de Q dans E et soit

E (Q G, p) 'espace des classes d’ apphc'lllon‘s scalaircment G - mesurablcs et

essentiellement bornées de Q dans L L L et LE , sont en dualité sépa-
o
rante par lIa forme bilinéaire '

<uv>= [ <o) v >udo).u €Ll v e LY
Q
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Un ensemble H ¢ L;(Q, G, ) est uniformément intégrable si pour. toul > 9,
il existe g € Ly, (2, G, w) telle que

f [Flde <., VI eH
L1f1>g]
PROPOSITION 1. Soif ()i tine suile généralisée bornée duns L;(Q, G, p) conver-
geanl vers'O en mesure, c'est-a-dire, la suile (||l i1 converge vers ) en
mesure. Alors (;)ic; converge vers {0 uniformément sur touie partie uniformé-
mént intégrable de LIIE(Q’ G, p).

Voici quelques conséquences de celte proposilion

Corollaire 1. Soit C un borné dans LCE’Q el H un ensemble uniformément intég-

rable dans L}E. Soit (vo) (resp. uy) une suite dans C (resp. H) convergeant en
mesure vers v, & € (resp. vers v, € H pour G'(L}‘: . L;:). Alors on a

lim TUp, V> = U, Vo>

n—roe ‘

Démeonstration. Immédiate en appliquant la proposition 1. Soit ¢ > 0. II cxisle
un entier Ng tel que

' SUp | vp—vy, u> | = ¢
n = Ne = uCH

. [ <up—u, Vo> | < ¢
- Do, | <Vay Un>> — <V, UpD>, | = 2 pour n = Ne.
Le lecteur qui ne s'intéresse quaux problémes d’évolution peut omeltre
la leclure du résultat suivant.

Soit Cp(X) Despace de Banach des applications continues definies sur un
compact X 4 valeur dans un espace de Banach réflexif séparable I, muni de
la convergence uniforme sur X. Soit A une application linéaire continue de
Cr(X) dans un espace de Banach G. Alors on a le résultat suivant qui est
corollaire immédiat de la proposition 1.

~CGI{0LLAIRE 2. Si la transposée A* transforme la boule unité B de G' en parlie

uniformément intégrable d’un espace LII“ (X, v), alors Airansforme les suiles
bornées dans Cr(X) qui convergent sunplement sur X dans F, en suiles forfement
convergentes dans G.

+

Démonstration. C'est mlmedl‘lt moyennaunt le fait ql.e LF’ (X, v) est contenu

dans le dual de CF(X) Par suite, pour- toute suite bornée (u,) dans Cp(X)
convergeant simplement vers @ dans F, on a

lim sup <Tun A¥y)> = lim sup < Au, V> =
n—oe v &R n—co y’EB’
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car unc teile suite converge ¢n mesure. D'ou le résullat grace a la proposition 1.
Le résullal suivant peut av 01/1 son intérét pratique et est lié au problcme
 considéré ici

"PROPOSITION 2. Soit R muni de la topologie droite, ef son? (E d) un espace mé-
frique séparable el complel. Soit [: R x E—10, o} lelle que i) f(,) soil semi-
conlinue infirieurement sur E pour tout t ficé dans R, ii) f(., x) soil semi-~ continue
supérieurement sur R muni de la fopologie droile, pour loni x fizé dans E. :

© Alors fest lenveloppe supérieure d’une suile croissante d' mlegr andes (fn)
telle que fy soit globalemeni semi—coniinue superieurement sur R % E et telle que
fu(l,.) soit lipschiizienne de rapporl n pour tout it & R et lout n, Donc [ est
globalement borélienne sur R X E. }

Démonstration. On utilise la formule déji utilisée dans ({1]). On pose
' fo(t, x) = inf[nd(x, y) + f(t, ], (¢, x) € R X E.
yEE
En répétant l’aigument utlllse dans ([1}), on vérifie facﬂemenl quc (fn) posséde
les propriétés requises. : .
Remarque, lci, il n’est pas possible d’utiliser le theoréme de projeciion comme

dans ({I]). La scmi—continuité supérieure de f(.,v) permet de montrer que f
est borélienne sur R X B car la tribu borélienne de R cmnclde avee le inbu

borélienne de R muni de la topologle droite.
Un résuliay de seml—conllnulte

Le résultat de semi—continuité inférieure suivant intervient directement
dans les démonstrations des théorémes d'existence des solutions du probléme

d'évolution considéré ici. Pour la commodité du lecteur, nous seproduisons ici
un énoncé extrait de ([6]) qui s’adaple direclement aux situations envisagées

dans ce travail.
Notons Rd la droite R munie de la topologie droite.

THEOBEME i. Soit K,un convexe équilibré faiblemen! compaci d’ un espace de
Banach séparable I el soif f: [0,1] X K X Rg — ]—o0, +o0] un intégrande 7o ®
®3(K) ® B(R) — mesurable tel que f(1,..) soit semi — continu inférieurement sur
K % Ry pour toul t fixé dans [0,1] el lel que f(I..,y) soil convexe sur K pour toul
(, ) fixé dans [0,1) X Ra. Soit (8,) une suite décroissante d’applications borélien-
nes de [0,1) dans R convergeant simplement sur [0, 1] vers une application boré-

lienne 8, : [0,1]=» R ef (ta) une suite dans Sg = fu GL ([0,1), wyu(l) €K p.p}.

convergeant pour o (LE, LE. } vers uL,eSK. On suppose que les condifions sui-.

vantes sont verifiées:

(i) 1l existe u & Sx tel que t Sf(l, u(l), 8, (1)) soil p—integrable sur [0,1].

(iiy It existe une sutle (By) uniformement intégrahle dan L;{([O,;{ 1, w) telle que
Nt €[0,1], Va1, f, ual), 0a(t)) = Bull) |
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(iit) Il existes < LR([ 1], w)lelle quc:,

V 1 €[00}, Yae K, fil, z,0,(0) > »0)
Alors en a lim inf[[,] (. un(®), 8NR(AD) > [, 17 (L ua(®), 8,(1)u(dl)
Démonstratiqn.hra) Premifre élape On suppose que j verilie la condilion srup_
plémentaire suivante.

Pour tout t € [0,11. [ (L., 6,(8)) esi finic et continue sur K pour la topolo-
gie o(E, E”).

Quitte 4 extraire une sous suile, on peut supposer

lm f(t, un(t), 0ty pdt) = a € R

n—>»oca {“’1]

Soit ¢ > 0 arbitrairement petit. Posons

Tn= {t €10, 1]]inf [F(t, @, e(t))—f(t @, Bo(h)] < — e}

’U\.._K
Alors T, est u — mesurable ct V'on a
lm (T, =0
n—rce

([6], leme 1). Posons

() = () pour t & T,
' ug (t) pour t € [0, I\T,

ou ;e Sk tel que f(t, u (t), 8,(t)) soit p,'— intégrable. Comme Ia suite(%T u,)
. n

converge vers 0 pour a(L}i, Lpio'). On en déduit, que la suite Ffl,,-—-un) converge

[+]

1 , O
vers U pour o‘(LE. LEZ). et par conséquent, la suite j(u,) eonverge vers u

pour G(I‘-‘IIE' LE:’,). Soit Tl': le complémentaire de Tn' On a

_ch (L, un (), g,(1) (dt)gep. [0,1] —!—f o T(h an (b, 8:(1) p (db)

n . *1

—f | T 0. 00 (0) (00 + e [0.1)

_‘f {l(tl Uy (t)! 6n (t)) P’(dt)
Tn

Vu I'hypothése de minoration (ii) portant sur {, il existe Ne tel que, pour

o> Ne’ on ait,

— [ o, 00 @y <e
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Done, pour H>Ne’ on a

f{ox

+

| £ ua(), 0, p(d) < e + e [0.1] + f{o (g FCb 0 8 () (At o

+ f MO NOPACD
On en déduil que o
lim, sup J.[O,l]wf(l,ﬁd‘n(t), Bo(1) w(db) < a + 3e + =p[0.1]
Comme (:l;) converge faiblement vers u,, il exi-éle une suile de combinaisons

convexes des (uy), (Wy), qui converge gw—p.p. vers U, Soit

Wn = = acnj
J&€I(m)

ou J(m) est un ensemble fini d’entiers = m, et les a;n appartiennent a [0,1]

‘tels que D La convexité de fit,.... 8, (1) p'erme'l d’éerire

i€ltm) ! b _
fit, Wa(D)), 6(1) < = ol f(t ugl), (1)
: . i€imy 1
Den limg,sup f[o 1] f(t, wm(l), 0,(1) p(dt) < a 4 3& + ep [0.1]

Or (wg) converge p— p.p. vers u,. Donc, par semi--continuité inférieure de
f(t,..., 8,(t)), on a : :

,  limginf £t wa(D, 8,(1) = f(t, u(t), 8,(tN w p.p-
I résulte alors du lemme de Fatou gu’on a*

f[u,,] (1, ug(t), 8,(1)) p(dt) = limyinf J'[m] £Q1, wm(l), 6(1) p(dl)

- ' ’ = limnsupf[o_lj fl, wi(l), 0o(t) p(dt)
. = a 4+ 38 +&u[0,1].
. Deuziéme étape. On supprime la condition- .

Pour tout t.& [0,1], f(t,..., 8,(1)) es! fini el conlinu -
sur K pour la lopologic a(E, ).
On va se ramener a la situalion envisagée dans la. premiére élape en ulilisant
w -~ 3 y - . !
un résultat d'approximation du & CASTAING — CLAUZURE ([6], théoréeme 1)
qui affirme que toul intégrande g: {0.1] XK — 1 — oo, + o], #. ® B(K) —
mesurable, convexe semi—continun inféricurement! sur K pour tout 1 fixé dans
{0,1], et minoré par un intégrande de Caralhéodory sur {0,1] X K, est limile
d’une suite croissante d'intégrandes gy :[0,1] X K~ R tel que
VE, Vt < [0.1], ge(t..) est convexe continu sur K pour c(E, E)
Yk, Vx € K, gu(.,x) esl #u — mesurable sur [0,1].
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Rappelons ici la formule explicite permettant de construire les gp ([61),
théoréme 1] ‘ !

gx(t, ) = inf [k(p (:c_;}) —+ at, ")J,, (t, zy € [01] XK

_ . yEX
oll -
oy = = en LS P21 g
n=1 1 -t 6ﬂ(em I\)

el (&,) esi une suite dans le dual d¢ 17, séparant les points de . Ceei étant.
posons g(t. ©) = f(t, x, 0,(1)) pour (i, =) € [0,1] X K. En vertu de la condition
(iii), on peut appliquer le résultat d’approximation cité. It existe une suite
croissante d’intéqmndes (gx) possédant les propriétés signaices telle que

lim gt T) = git. @), Y, 1) € [0,1] X K.

k—oe
Poscns
' gl @y siy = 8,(1)
It x, y) siy == 8,(1)
Alors chacune des fy satisfait aux conditions de la premlere c,tapo (voir [6]
pour les délails de vérification), Comme on a

vk wn, Vi, ki, un(t), 02(1)) = L(t, ua(l), 8a(1))
ViV ¥y lim fitzy) = f(Lay) -

k—> oo

fk(t' €, Y)" =

» on en déduit qu;a
¥ k, lim, infj' fk(t un(t), B5(t)) pidt) <a.

D’aprés le résuliat de la premiére etape, on a
Y b, J.{O ] fr(bus(t), 0,(0) p(d) < a.
lI .

Do, finalement __
S oo Eug®, 8,(1) wdh <a.
[0.1] : .

Remarque: Certains arguments utilisés iei ont déja été exploités par
OLECH en dimension finie({10]). Mais les démonstrations de cet auteur ne
- s’appliquent pas directement dans la situation considérée ici. En fait, il y a
de nombrenses variantes de résultat de semi—continuité inférieure analogues,
4 celui de énoncé du théoréme 1. Je renvoie le lecteur a l'exposé CASTAING-—
CLAGZURE ([6]) pour des variantes possibles. Slonalons que le lhememe
pILLLdCﬂl resie valable si I’on remplace Ry par [0 1[](l

Dans ce qui suit B désigne la boule unité de C(X)y et o(((X), Lt (}s v
est V'espace des applicalions continues de C(X) dans I (X,v) muni de -la norme
habituelle. 4

’

’ﬁésultats d existence, .

THE@EEME 2. Soit f: [0,] X C(X) — [0, 4 o) un inlégrande séparément
semi—contimu supérienrement sur [001]5, et séparément semi—coniinu inférieu-
rement et convexe sur G(X). % le polaire de f, A : [0.1] — 8(C(X), LUX, v)) une
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application continue de (0.2[y, dans &(C(X), LY(X, ) K un convexe équilibré
o(C(X), C(X)) compact conlenu dans B el T une multi~application de [0,1] 4
valeurs non vides de C(X), de graphe sequentiellement fermé dans [0,1] 74 XG(X)o.
On suppose que les condilions suivantes sont verifiées.

@) Pour tout € [0,7]. AuB) est contenu dans un convexe équilibré o(LY(X,v)
L™(X,v)) compact L de L\(X,v)

(ti) f s’annulle sur le graphe G de T.
(iii) f* est minorée par une constante o sur (0,11 x L.
(iv) Il existe une applicalion w.— mesurable i de [0,1] dans L tel que-

f[ﬂ I]f*(t,ﬂt)) W) < + oo | '

Pour tout ¢ > o, toui (t,x) dans le graphe G de 'I’,l fout v dans [0,1) véri-
fiant 0 < 7 < ¢, il exisle y & T'(z) tel que
y=x & @t —uvd)K
—41y — 2) € W) ~ v(r)) o, f(z, y)-

E Ators, pour foul a € T(0), il existe z - [0.1] - C(X) de la forme u() =
=a+ 'flo . u(s) u(ds) oft 1 esi une applicalion p.~mesurable de [0,1] dans K Ielle
qne ’ uy €', vi 0.1, ) '
; —Au(l)) € of (Lu(t)) u — p.p.
Une telle application u esi appelée solulion du probléme d’évolution
u) € I()
f — Auu(b) € oft, uty).

Démonstration: Observons d’abord deux faits classiquement connus sui-
vants, L’espace LY([0,11, p): LYX,v)) s'identifie & LY[0,1] X X, p@ v) et le
dual de LY[0,1] X X, u @ v) est L™([0,11 X X, p ® ¥). Pour tout t & [0,1}, soit
A¥ la transposée de A,. Alors pour tout v & L=([0,1] X X, n ® v). I'application .
t — A# v est scalairement p—mesurable et bornée de [0,1] dans C(X) en vertu
de la condition (i). Il est facile de vérifier, grace 4 14 continuité de t — A, de
[0.1] dans §(C(X), LY(X, v)), que pour tout y fixé dans C(X), I'application t— AP
¥ est continue de {U,IIJd dans C(X) fort. Ceci étant, nous allons adopter la
méthode de discrétisation et Ia compacité déja utilisée dans [2] afin de mon-
trer d’abord I'existence d’au moins une application u : [0,1] = C(X) de ta forme

B =2t G R, Y LE [00)
avee ,

U €Sk = [v € Liy(01] w | v()) € K p—pop.]

et tel que u(t) € I'(t) pour tout t € [0,1]. Soit (P,) une suite de subdivisions
de [0,1], -

a__.no n '
OSt0<t1 Lty =1
avee ! - t]il_

; (=2 1=12, ..v(n) i
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D} aples ia condition (v), il existe une suile (y ya=10,1..., v(n)) associée & P,

telle que
Y =ae& F(O)

Ii

2

r(t?), 1<ix< v
Vieg € (VD —v(!'_ )N K

=4, (y — ¥imp) € (V) = V(e o,

)—Il V y )

Pour t € [t?_l. th, 1 =i =< v(n), posons

1
V() = v(b) v - V()
Yoo+ - }’ si v(t )—V(t )> 0
T vl -
i i—4

() = { Y=V

n

yi si v(t )—v(t I)=-0

Enfin on pose uy(1)=y., . On déduit de la condition (v) et de la cons-

“%{n)’
truction précédente que u, est de la forme
up(t) = a-[—]. 0] uy(s) wds), yi < [0,1]

ol 1, est une application y“ — mesurable de [0 1] dans K. Soit S Ie quotient

\

pour”=p —p.p.” de Sx=|u g SC(X)([OJ}. plut) € Kp—p. pj.
1

Alobr S; est convexe o (Lﬂ(‘)({{),ll, i), L;Y)»([UJ], 1)) compact d'aprés ([5];

Corollaire V4). Soit ji(t) Ja valeur de i (I < i < »(m) tel que t € [t (t) - 1,

m (t) [posons Bn(L) ey t (t) pour t € J0,1f, 8,(0) =0, 6,(1) = 1. Alors, p0u1 fout

t &€ [0,1], on-a 3
lim 8,(1) =1t
a(Ba(D)) € T(8,)(1) .
[ =2, (1) (D) € bynf(BulD), Ua(Ba()

En appliquant le théoréme d’Eberlein — Smulian 4 Sg; on peut supposer que

,) converge vers u &€ Sg pour la topologie G(LC(‘() (10, 1] p), L L(A)' (0,1, y,))

Jomme Jim 0,(t) =t et Ta suite (un(ﬂn(t))) converge vers uit) pour o (C(X}),
n—»oo .

C(X)y avec
u(t) = a + [[g,1Ja(s) p(ds).
m a u(t) € T'¢). Expllmtons m‘tmten'mt la relation

"-Ag (t) (Hn(t)) < 62~n £(8a(t), wa(Balt)))

[
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Cette relation s’écrit en vertu de la définition du sous différentiel a § pres.
£¥(B(t), — Ag_ (1) (n(1)) + < un(0a(D)), Aen(l)(}:in(t))> 90

compte tenu du fait que f s'annulic sur le graphe de T,
Soil en intégrant . B

M | 1.0y (a0 —A0,(0E0) p(dy +
+ j[ ]<pn)enct)>. Ag (D(0a(t) > w(dD) < 27p(2.1])
0,1
Examinons séparément chacun des termes du premier membre.-
On a, pour tout t fixé dans §0.1],
lim sup << ua(@,(t)—u(t), Ag (Dx>= lim sup<A* (1) un(8,(1)) —

n—oe XEB >3 x<B

-—A‘g:(t)u(t), x> =10

d’ aprés le résultat signalé dans la psoposition 1 (en rappel) car (N N(3))
converge faiblement vers u(t) dans C(X), done (u 8(1))) conv erge vers u(t) simp-
lement sur X, et I'ensemble A(B) est, pour tout £ € [0,1], ¢ontenu dans I'en-
semble faiblement compact L de L'(X: v). Donc la suite ( AG (1) un(B,()H

converge vers A u(t) dans C(X)so. Or la suile (0,) est relativementi faiblement

compact et uniformément intégrable dans LC(\)([O,I‘], w]. Par suite, le corol-
laire 1 de la proposition 1 citée en rappel nous permet d’affirmer que

lind [ < ua(Ba(1)), Ag (1) Un(t) > pr(dt)
[0,1] B

’

= lim{ (o] < A;"n(, Un(8:)1), tta(t) > p(dt) =I[ﬂ N < Afu®), at) > pdt)

3

Done le second terme du premier membre tend vers

) j[0 1 AL U0, B0 u@0=[[01] <u(t), A ) > udn
lorsque n tend vers --oo. )

La formule définissant le polaire {* montre que f* est semicontinu 1nfe-
rieurement sur [0, 1[J X LY(X. v) et convexe sur LYX, v

En vertu de conditions (iii) et (iv), {* satisfait aux condilions d'application du
théoréme 1, Nous allons vérifier que la suile (A9 (.) 0,3(.)) converge vers A(.)
° n

() pour la topologie o(L'(0.1] X X p ® v), L*([0,1] X X, © & v). En effet,
soit v € L*({0,1] x X, & ® v). Pour t fix¢ dans [0,1], ona

nin; f i <), A (1) veS [.;’_(dt) = f 0] <A, AP v > pdb)

car t—->lAt*vt € Ly, (011, w g't que
- Lm A§ (0 n~Afw
n—r co
dans C(X)or 4 cause dc la continuité de t — A; de [0,1];, dans
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L(C(X), LY (X, v)). Appliquons encore le corollaire 1 de la propriété 1, compte tenu
du fait que la suite (0,) est relativement faiblement compaet et uniformément
intégrable et du fait que la suite t — Agn (1) v, de [0,1] dans LCO?X), [6,1 n) est
uniformément bornée. On a alors

” Hm . _
n—-oco [0,1] (1) Un(t), vie>>u(dt)

_f[ ]<Alu(t) vt>p(dt)
0,1
potr toutveL([O XX, p@v).

Or les applications t —» Ag (1) 1a(b) et t - Ay a(t) appartiennnent a

LY01] x X, u@ ). Oh en déduit que la suite (Aﬁu () U () converge  vers

A(.) 4(.) pour la topologie faible de LY[0,1] X X, p ® v). Donc on peut appli-
quer le théoréme de semi-continuité inférieure (Théoréme 2) au premiicr
terme dupremier membre de (1). Ona . _

(2) lim, inf[ ]f*(eu(t), —Ag (1) (b)) w(dty
> f f(t — A a)) wdo).

Tenant compte de (1) et (2) et de la convergence du second terme de (1), on
obtlient

3 f’u't, _At dt t,A\i dt 0.
3) f[ﬂ.l] (t, —A()u( )+[[M]<u() () > w(dt) <

Grice 4 la dualité des fonctionnelles intégrales convexes, ([5], Théoréme VILT7),
la relation (3) équivaut a

—AQ) € o I(u) & — A u(t) € ef(t, ut)) w — PP

avec . Iy(u) —"J.[O 1]f(t u(ty) p,(d[), v u E LC(X) ([0,17], w, ce qui termme Ia

démonslration.

Reniarques.

1) Si I'on suppose de plus que I' est une multi—applicalion semi — con-
tinue inférieurement de [0,1[Jd 4 valeurs convexes fermées non vides de (C(X),

de graphe Z séquentiellement fermé dans [0, 1y, X C(X), et vérifiant la condi-

tion: pour tout ¢>0, tout (t, x) € G, tout = dans {0, 1] vérifiant 0 {7z — t e
il existe y € I'(1) tel que y—x & v(z)—v(1))K, alors l'intégrande

hi (t. x)~>d(x, T(t), (t, x) €[0,1] X C(X)
est sé¢parément S.C.S. sur [0, 1[J et séparément convexe S.C.L sur CX), et h
s'annulle sur le graphe de G deT.
La fonction polaire h¥® deh vérifié les conditions (iii) el (iv). En effet on a
h(t, x*) = pg’(x7) +D'*(X’; T, h x) & 10,1] X C‘(X)', '
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ou B* est la boule unité dans C(X) ps' la fonction indicatrice de B’ et s%(x’
I'(t)) la fonction d’apupi de TI'(1). Donc he(t. 0)=0, pour tout t € [0,}]. D-apré:
la construction donnée dans la démonssiration du théoréme 2, il existe u
[0,117—=C(X) de la forme

u(t) = a+j[0t]m(s) w(ds), t € [0,1], a & T(0),

ct tel que u(t) € T'(t) pour lont t & [0,1] avec u € Sg.
- Dol h¥(t, x) > 8%(x’ T > < u(t), x’ >
pour tout (t, x7) &€ [0,1]X C(X). En particulicr, h* vérifié la condition dc
- minoration (iii) sur [0,1] X L. Car la fonction réelle brorélienne (t, x)—=u(tyx
est bornée sur [0,1] X C(X) d’apprés Ia proposition 2 (ceci peut étre vérifiée
directement). Par conséquent, il est posbible d’ obtenir un énoncé analogue, a
celui du théoréme 2 avec I'intégrande h. :
2) Si A ne dépend pas de t la condition (i) est vérifiée car il est classique-
menl connu que toul opérateur lindaire coutinu de (C(X) dans un espace L!
est faiblewen compact et, dans ce cas. I'ensemble A(K) est convexe el fortement
compact dans LY(X, v) grace au corollaire’™2 de la proposition 1. Bien évidem-
menl, cc cas esl plus simple a.traiter & cause de Ia compacité forte de AK)
- parce qu'on peut utiliser aussi un résultat de semi—continuité inférieure ana-
logue 2 celui du théoréme 1 dans le cas fortement compact” dont la
démonstration esl plus simple ([6]). Mais I’énoncé du {héoréme 1 a I'avantage
de s'appliquer aussi dans ce cas particulier présenté ici. '
3) Le cas le plus simple dans I’énoncé du théoréme 2 est celui ot A est
I'injection C(X)— LYX, wv). '
Voiei une variante du théoréme 2 ou C(X) est remplacé par un espace
hilbertien séparable H et A est I'identité de H dans H.

THEOREME 3. Soit [ une muiti—applicalion de [0,1] ¢ valeurs non vides de
HT de graphe séquentiellement fermé dans [0.1 [y, X Hy. Soit f:[0,1] x H—
— [(),‘ +eo] un intégrande séparément semi— continu supérieurement sur EOJ].L;
et séparémen! semi — conlinu inférieurement cf convexe sur i, [* la polaire de
f et B la boule unité de H. On suppose que les condilions suivanies sont vérifiées.

(1) f sannulle sur le graphe G de T

(i) f* esl minorée par une conslanie ¢ sur [0,1] x B5. .

(tit) Il exisle une applicalion y — mesurable u de [0.1] dans B tel que

f F(6 T (1) (Al < + oo
{0,1] :

(iv) Pour tout 8 >0, touf (t, x) € G, loul © dans [0,1] vérifiant 0 < ¢—t < g
ioexizte y € I'(w) tel que ' : '
(T—y) &€ (v(z)— v(t) B
: T —-y) &€ (v(t) — v(7) OE‘fr(y)'
‘Alors pour tout-a € T'(0), il existe u : [0,1} — H de la forme-

T ut) = a + f[ | u(s) u(ds), t € [0,1]
) 0, .

.
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oil u est une application p—mesurable [0,1] dans B el u vérifie

wh) €T, vt e[o1]-
— u(h) € of(t, u(t)) p — p.p.
De plus, une lelle solulion u est unigue.

Démenstration. Méme principe de démonstralion que le théoréme 2 en
prenant H au lieu de C(X) et S au licu de Sk. Avec les,notations du
théoréme 1, tout revient a passer «a la limite lorsque n— + oo » la relation

—u(l) € a,%-n T(0a(t), un(8,(t))

qui s'éerit

(1) P20a(), — 4a()) + < tha(t), @a(Ba() > < 270

D’ow, en intégrant :

@) TG, — () <D, ua) > ] iy
. [0,1]

< f o < (1) — Ua(Ba(t)), UCE) > w(dt) 125" u([0,1])
0,1

Comme || ﬁn(t_) <1, Yt €[0,1], le second membre tend vers o lorsque n—s4 oo
le résultat de semi — continuité inférieure dans le théoréme 1 appliqué a la
fonctionnelle intégrale

I

Ipn (= 0y = [ £50,1), — (1)) w(dt)
_ [0,1]
implique : ‘
3 liminf Le(— Ty, 8,) 3> J' £2(t, 1 (1)) p(dt)
‘ , [0,1]

tandis que le fonctionnelle convexe (ef. MOREAU [9)) _
AW = [ <y, vo > o

[0,1] .

+

avee vty =a + J‘ v(s) w(dsy, t € [0,17,

| ‘ -~ o] |
etiivisyn <1 ¥ — p.p., est semi — continu inférieurement pour la topologie
normée de L;I {[0,1], p) sur la boule unité de L: ({0,1], ) (qui est convexe
‘et faiblement compacte dans Li{ '([0,1‘], w. D’od, comnie (u,) converge vers a
poul- g (L'1 ] LIOI‘:)’ )
4) A ‘ lim iaf q(fln) > g

: n

11 résulte de (1), (2), (3), (4), quw'on a

[ e —u + <o, u®>] w @t
0.1} -

< lim inf J' £ (@u(t), — 2 (1)) + << Ua(t), un(t), > pedt) < 0
[0.1] :

3



Cecl termine la démoanslration du théoréme, L'unicité se démontre comme dans

MOREAU ([9). S

Remarque. Il semble difficile de génréraliser le théorémie 2 au cas oa 'on
remprage G(X) par Cy(X): H élant un ¢spare hilbertien séparable, méme dans
le cas particulier ott A ne dépend pas de L. Bien entendu, e théoréme 2 reslevalable
sil'onremplage C(X) par Cu(X) ot I est de dimesion finie. Ausujel du théoréme 3,
un résullil crueial utitisé dans ce théoréme est Ll convexitd du e 4 MORE.A

([9]) et'la semi-con tinuilé inférieure pour o (L £ ) sur la boule unité de Ly

de la fonectionnelle q. T est alors évident que le thememe 3 peul s’énoncer
avec un opérateur A au lieu de l'identité si I’on monire que la fonctionnelle.

ﬂﬂ=f[j<VaLAWD>u@U
= 101 :

avec v =2+ f[ | v(s) w(ds), t € (0,11 |v(s)] < 1, p-p
0,1t

est semi-conlinue inférieurement pour ¢ (LH, L) sur la boule unilé de

[=a]
LH {0,1] ). car le théoréme de semi-continuilé inférieure (théoréme 1) a g’app-

ligue encore dans le cas considéré (A au lieu de I'ideniité). Bien entendu,
~dans ce cas, il nwest plus possible drutiliser la monotonie du sous différentiel.

* Recived June 9, 1981
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