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1, INTRODUCTION. \

Supposons que G est une algébre de Lie réelle résoluble de dimension 2n
et que G est le gl:oupe de Lie simplement connexe correspondant. ¢ opére sur -
@ par la représentation Ad(g). Alors G opére sur I’ espacel dual §* de ¢ par la
formule suivante:

K: G— Aut G*
(K(9) E, X) = (F, Ad(g-") X)
oll FeG*Xe§G geat.

c est la K-représentation du groupe G dans lespace dual G* de l’algébre

G (Cf. 11/, §15).

DEFINITION.

On dit que l’algébre de Lie § satisfait a la condition 7D (supermaximal
dimension) si toute K-orbite dans' G* est de dimension zéro ou 2n (dim §).

Le but de cet article est de donner une classification des algébres de Lie
réelles- résolubles satisfaisant a la condition MD.

C’est une classe intéressante des algébres de Lie parce que les C*-algébres
des groupes correspondants peuvent étre étudiées & Paide de la K-théorie
homologique (Cf. le théoréme de cet arlicle et /2/, /3], /4/).

a

1. CLASSIFICATION DES ALGEBRES DE LIE REELLES RESOLUBLES
SATISFAISANT A LA CONDITION MD.

’

On fixe une base orthonormale dans I’algébre .
Soit F ¢ §. Nous désignons par Qg la K-orbite contenant F, par Gp le sta-
bilisaleur de F et par Gplalgébre Lie de G, ‘
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LEMME 1. (Cf. exere. 6 pp. 253 /1/).
Lralgébre g coincide avecle noyau de la forme bilindaire B, sur G définie
par la formule: ' |

B (X.Y) = (F, [X,Y]).

1

PROPOSITION 1,
Soit G =0{¢,¢g]

Si @' =0 alors G est commutative
S G <= 0 alors

" 1. Pour tout élément non nul F de (§)*, dim Qp =2n
2. G' est une sous-algbére de Lie commuiative.

Preuve

1. Soient F e (GH)* et F = 0
Si dim QF += 2n, alors -

dim Q; =0
dim G = dim G — dim Q. =2n ;
Donc ¢, = ¢

Draprés le lemme 1, G= G = Ker By
Cest-a-dire  (F,[6,€] )= 0
(F,¢) =0
Ce qui est imppossible puisque 0 + F ¢ (G,
2. Soit @ =[g, G ' .
Remarquons d’abord que G2 est unidéal de Palgébre G etque dim G << dim

G'par définition d’une algébre résoluble. 1l existe donc un élément f <0, contenu
dans le complément orthogonal de §® dans €1,

Pour F=f*on a

dim 2, = 2n (par partie 1) |
| dim GF = .dim_ G — dim nF == .0
Donc G, =0 .

Or G? est contenue dans 61,' parce que % ¢l C € et alors E,
(F, 6% &])=.0 , | |

C’est pourquoi G* = 0, et G est une sous-algebre de Lie commutative,
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Dans Iax suife nous considérons seulement le cas ot §' == 0, .car si G2 =0
¢’est-a-dire G cst commulative alors toute K-orbite est de dimension zéro, donc

évidemment G satisfait a la condition M D).

LEMME 2. (Critere W/D.)

Pour que l’algébre G satisfasse & la condition M D it faut ct il suffit que

pour tout élément non nul XYXeg X6 =6G.

Preuve.

Supposons d’abord que & satislait & MD. Alors d*aprés la proposition 1,
pour tout élément non nul F € (G)* , Jdim Qp = 2n, d'ot G, = 0, ce qui

d’aprés le lemme 1, signifie que Ker 5 ;: 0.

Supposons maintenant quil cxiste un ¢!ément non nul Xde G tel que
[XG] == G' . Alors il existe un élémenl f + 0 contenu dans le complément
orthogonal de |X,G] dans ',

Pour F = f* on «a:

L INGD =0
. Ce q!ui est impossible puisque Ker BF == (.

Réciproquement, supposons que [X,Gj= G ¥ X e G X == 0. Nous monire-
rons que toute K-orbite est de dimension zéro ou 2n.

Remarquons d’abord que pour touf éiément F contenn dans le comple- -
ment orthogonal de (§')* dans & on a: !

(F. 159) =0

Donc Ker BF =G

Alors (’,F = G, d’oit dim GF = 2n et dim Q5= 0.1} suffit done de montrer

que pour tout élément non nul F de (51", dim, QF = 2n,

1l est clair que si |[X,G] = §* ¥ X == 0 alors

Ker B,=0(0 +F e (GO '

Don¢ G = 0, dim G, = 0 d’ott d.im Q=

Désignons par adl} (Y e §) la restriction de l'opérateur ady sur g .

Gest-a-dire



LEMME 3.

Si lalgébre G satisfait 4 la condition M1, les opérateurs adi} ' commutent
I'un avec Fautre. '

Preuve. .

Prenons arbitraircment Y et Y’ dans G.
On a

[Y ¥ XJ] 1" [X 7Y 4 [X [¥ 7] = 0
Si Xeeg, [X[¥Y]=o0

Dron Y [ X)) = [V’ [Y X} ¥Yeaqg
Coest-a-dire ,ad;, ad)‘,, = ad;,‘ aa‘;. . S
THEOREME,

Toute algébre de Lie réelle résoluble satisfaisant & la coendiiion MD est iso-
morphe & une des algébres suivantes:

1. I’algébre de Lie commutative.

2. L'algébre de Lie af fine réelle.

3. L'algébre de Lie affine complexe.

La démonstration de ce théoréme est assez longue, elle consiste 4 démontrer
que dim ¢! = 1 ou dim §G* = 2 et ensuite a étudier chaque cas,

1ére étape. - f

La dimension de G* est égalc & 1 ou2.

Preuve.
Supposoms que § = G @ L et que {Y, V,, ..., Y, | est unc base du sous.

éspace L,

Nous considérons mainlenant les opératcurs linéaires

ady : @'~ @ i=12,., L
i
Soit dim §' = m,

. o ) o
Remarquons que nous pouvons considérer ar]l, comme des opérateurs
- I

C-linéaires de I’espace complexe ™
(i-e., ad}_ 1 CM— C™),
I

aSoient A; € C une valeur propre de ad® et M le sous-espaée des vecteurs
* 1

propres correspondants & la valeur propre A,



Drapreés le lemme 4 les opéraleurs adl}, commutcent entre eux, donc on déduit
. i

que M, cst un espace invariant pour les opérateurs ad} .
. i

Considérons par la suite ad} comme des opérateurs de ’espace M,
4

1
Pour adY;, soient ks € € une valeur propre de arlls, et M, ¢ M, le sous-

a| M
=1
espacc des vecteurs propres dans M, correspondants 4 ia valeur propre .. Alors par
le méme raisomnement que celui utilisé ci-dessus pour My, M. est un espace

invariant pour les opérateurs aa”l.. Continuons le méme raisonneément pour les
I

opérateurs ady ,...,ady : pour ady ,soient’, € C une valeur propre de ady .
I I - £
3

et M, C M, . le sous-espace de vecteurs propres dans A, correspondants a Ia
—_ —1
valeur propre 7Li . Il est clair que JII. + 0 avec i=1, 2,... , k. Choisissons X non

nul dans JIJ_, on a
. ad]i X = ?\,i X i:]_,‘z ,.__,k.
I

Considérons maintenant les ?LI. comme des vecteurs réels C. Alors le nombre
maximal des ). linéairement indépendants est égal a 1 ou 2.

1 cas. Le nombre maximal des A, lindairement indépendants est égul a 1.

Sans ruine a la généralité nous pouvons supposcer que A; == 0, alors ¥i=
= 1,....k, ﬂvxi < R tel que '

v i i

~Onwpose V", = ¥, — &Y, avec 1=2,3,... k.

Il est clair que Y, Y;,... "Yl: forment une base de L. De plus, on vérifie

facilement guc
ad, X=0 i=2,3,...,k.
i

Remarquons que tout vecteur X de €™ admet la représentation
X=y+y-1Xxou i, X &€&

Ona . .
(_Idi., X, == ad]i.a X“ - 0 [’= 2, 3,..- » If.
i i

X’ et X> ne sont pas simultanémeni nuls puisque X est non nul. Soit X’ =0,
Alors en raison du critére /D (lemme 2) on a:
[V> §] = G | .
Or [X°, §¢']=10, de plus |X, Y}]= —ad’Y% X =0

Done [X’s RY]] = g‘)l’ don dim (31 = 1,

[+
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Remarque 1. F

In faut noter que s’il existe un vecteur non nul X € G'tel que adi,X = A,YX
{(*; €R) pour tout Y €L, on a dim ' = | '

2% cas.

Le nombre maximale des #; linéairemenl indépendants cst égal 4 2,

On démontre alors que dim §' = 2 d’une maniére tout a fait analogue a
celle du premier cas.

25 étape.

1. Si dim@ =1, G est I'algebre afline réelle R R! avec une base XY,
[V, X]=X. o
2. 51 dimGl'= 2, G est 'algébre de Lie R* R? avec une base X, X, ¥, Y,

(X1, X: € GD) telle que:

[Xl X]=0 ' [Yl Yg] =10
[Yt Xl] = X: . Y, "2] = X
[)-2 ‘Yll == Xg - [1?“2 X;)_] == _Xl

(Rappelons que cect correspond & I'algebre de Lie alfine {complexe),

Preuve,

Remarquons d’abord que si [Z, §'] = [7Z, G =0 (Z, Z, & @) alors
& 2l =0.

En effet _
(20 Z| T1 4+ (|2 TV A+ [T Z1 7] =0 T € G, [[Z, Z]T] = 0

0 - i
En raison du lemme 2 ona [Z; Z;] &= 0
Démontrons maintenant la 2% élape. Soit ¢ = G ¢ I,
1.dim G' = 1.
Soient X € §* et X &= (.. : .
Onaad,: g SUL RY (lemme 2).
Dot ady L84 RX. A
I existe ¥ non nul de L tel que [Y X] = X,
Alors L= RY ¢ L, o [L, X| - 0.
Draprés la remarque ci-dessus L, cst commutative.
Nous allons montrer que‘ L, =0.
si L0 il existe Yiel ,Y 0.
Onal|Y, Y]=2X



Alors
[Y;+AX,X] = [V, X] +[AX,X]=0
Y+ AX, V=1 V] +[AX,Y]=AX = AX =20 -
[¥34-AX, Ly] C V1, Ll [AX, L] =0 |

D’oa [¥y+ AX, G] = 0 ce qui est contraire au critétre MD. On en déduit
que dans ce cas & est I'algébre de Lie affine réeile avec une base X, V¥,

v, X] =

2. dim Gt = 2

Supposons que dim L >> 2, nous montrerons qu'il existe ¥ non nul de L
tel que [Y§'] = 0.

Supposons qu’il' r'en est pas ainsi,

Soient X & §* et X <0, alors pour ady : L— ¢ -
il existe Y 4= 0, ¥ e L tel que ady Y =0, : }
(parce-que dim L> dim §' = 2). C’est-a_due ad, X =0

Alors ’hypothése [ Y , G'] 5= 0 signifie que X est un vecteur propre un‘que

correspondant 4 la valeur propre zéro de ad ;, : G — G

Puisque. crd; commutent 'un avec l'antre, on déduit que R.X est un sous-
' espace invariant pour tous opérateurs adiy’. Crest-a-dire

, & R,

Cadl, X =A_, X ou
Y Y

D’aprés la remarque 1 on a dim §' =1 ce qui est contradictoire. Dot il
existe YL, ¥ £ 0,
Y,.51=0 v
Si 1a dimension du complément orthogonal de RY dans L est supérieure
encore a 9, il existe encore Z non nul dans ce complément tel que

[Z,G1=0
On conlinue tce processus jusqu’a ce que la dimension du coﬁ:p’lémenf
orthogonal de R Y @ R Z @ ... est égale justement a 2.
: Alors L a une représentation de la forme L = Ll @D Ly, ot dim L; = 2,
(L, G1= 0 '
_ D’aprés la remarque précédante L, est une sous-algébre commutative.
Nous allons maintenant montrer que v

Ly =0
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Si L, + 0, alora dim L, >2 puisciue chaque K-orbite est de dimension
paire,

Nous conslderons des operateurs

sur _
adY: G —> Gt (¥ & 0)
sur
adY: Q@ Ly, @ Ly —s &

SiYe@G @ Ly, [Y, G © Ly =0 ¢ est pourquoi

sur
ad Y L, —— @'

Mais dim I; = dim §''= 2 donc ad ¥ & ISO (L,GY)
Cest-a-dire ad: R4 — {0} — ISO (R%, R3)

De plus cette application est mjechve en raison du crxtére MD: 11 est aisé de,
voir que ceci est impossible. Done L, = 0.

Alors § = G ¢ L ot dun g1=d1mL—2

I

sur
Soit {X;X,} une base de GL D’ aprés le critére MD ady : L ——> @, il existe

Y; € Ltel que [ViXi] = X; L., ady, X; = X,

D’apreés la reniarqne 1, adYI ne peut Qas avoir seulement un vecteur propre
(a coefficient pres) correspondant i la valeur propre A = 1.
On en déduit que ady = Id c'est-d-dire
1
[YIXI] = Xl ’ [Y]_Xz] == X'
Considérons maintenant ady : G — @'\
On a: rdim Ker adYI = 2, d’ot il existe ¥, tel que {fI,Y’,,XI,X,} soit uxie
base de G et [V1V’,] =0

Rappelons que adY == Id, ¢’ est pourquoi adY ne peut pas avoir des vecteurs

propres en raison du critére MD.
En changeant la base de §! on a

| a-— b |
ddi7’=(b a)OflG,bﬁB,b:ﬁ:O.

En posant ¥, = -;— (Y3 —a¥y)ona

| 0 —1

oa
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On en déduit que X;, X,, Yy, ¥, forment une base de G avec les crochets
de Lie suivants: :

[X1 Xp] =0 [Y1Y]=0
[Y]_ XI = X1 ) [YI Xz] = Xz
[Yz X]=X, [Y2 Xp] = —X;

C’est I'algébre de Lie affine complexe.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance 4 M. P8 Ngoc Diép qui m’a proposé
ce théme et 4 M. Boan Qujynk qui abien voulu de lire le manuscrit de cet article.
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