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L INTRODUCTION

Le probieme d’optimisation (simultanée) de plusieurs fonctions est posé par
les besoins de I’économie.

S.Smale fut le premier & généraliser les conditions @’ optimuin du premier
et second ordre d’'une fonction (traitdes dans les cours de base en ‘analyse) a
Poptimum de Pareto {1]

Dans cet article, nous nous intéressons aux deux probléemes suivants:

a) quelles sont les applications pour lesquelles le probléme de savoir si un
point donné est un optimum de Pareto locatl équivaut tout-a-fait au méme
probiéme pour leurs développements de Taylor ¢ al

b) que peu-t on dire de ensemble des applications satisfaisant a a)?

Le probleme a) conduit 4 la notion de points d’optimum de Pareto Jocal
de détermination finie et infinie ainsi quw’a cerlaines conditions d’ordre supérieur
pour I'optimum de Pareto local.

2. NOTIONS ET RESULTATS

2. 1. DEFINITION. Soitf : R? —» RP , f == (Fi seens fp),f(ﬂ):(}le point 0sR”
est dit minimum de Pareto local (m.p.1) de f, s’il existe 6 > o tel que
(o <o f, @ <0 i= 1L p)=>(f, @) =0; i=1,..., p)

2. 2. DEFINITION. Soit f:(R?0) - (B70) un germe d'application r fois
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différentiable (r < oe). SUpposdns que 0 ¢ R? soit un m.p.l. de f. Le point0g R™?

est dit m.p.l. r-déterminé de f, si toute application g: R? — RP possédant un

développement dé Taylor d’ordre r an o< R" coincidant avec celui de Vf admet

aussi 0 e " comme m.p.L
Si 0eR” est un m.p.l. determiné & lordre r < oo (I == o) de f, nous dirons
que 0 ¢ R” est un m.p.l. de détermination finie (resp. infinie) de f.

2.3. REMARQUEL. En fait, la notion de m.p.l. déterminé 4 'ordre r appa-
rait pour la premiére fois dans [2]. On y trouve aussi une condition suffisante

(qui n’est pas nécessaire, comme l’on voit aisément) pour que 0¢R” -soit un
m.p.l. déterminé l'ordre r <C e de l'application f ([2], Th.8).

2.4. THEOREME. (critére pour quun m. p.l.¢ soit déterminé A D'ordre
r<Zoe). Soit f:(RI))—(RPO) un gemﬁe dapplication r fois d;'fférentz'abie, r<ca.
Alors, les eonditions suivantes sonl équivalénles ;

‘l)OeR"‘ est un m.p.l. r-défer;ziiné de f. _
2) Il existe ¢, 6 >0 tels que, pour fout ||z || s, il existe i _&(l,..., p) tel que
RO,

ol T’"fl. (x) est le polyndme de Taylor d’ordre r de f.
X

2.5. THEOREME (critére de m.p.l. eo-déterminé).

Soit f: R0)—(RPO) un germe d’application infiniment différentiable; Alors,
les deux conditions suivantes sont équivalentes

1) 0€ R% est un m.p.l. co-déterminé de f.

2) Il existe C, «, 8>>0 tels que, pour tout x, tel que || x || <O. il existe i, &€(1,...,p)

tel que . )
fo@=Cllzle -
x

2. 6. CONSEQUENCE. Soit f : (R]0) — (R,?0) un germe d’application infini-

menl différentiable. Alors, 0 & R" est un m pl. de détermination finie si, et seu-
lement si, il esl un m.p.l: infiniment déterminé de f.

2.7. REMARQUE. Ce n’est pas la le seul cas de coincidence entre les détermi.
nations finie et inlinie (cf. [3], (4] [B])
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2.8. CONSEQUENCE. Si 0 € R® esf un m.p.l. r-délerminé de lapplication
f () 0) -> I(Rf’ 0). Alors, il existe C, & = 0 tels que

P ) . i
ST (@F (i C=a )" rilel <8
{=1

2.9. CONSEQUENCE, 5i0 € R " est un m.p.l. infiniment délerminé de Uapplica-

tionf: (R, 0) — (RF 0). Alors, il existe C, 8, a > 0 lels que
: »
[ZE@]=Clzi*, ¥[zi<s.
i=1 .

2.10. CONSI?]QUENCE. (critére de minimum r-déterminé d'une fonction). Soit
f: (RY0)— (R, 0) un germe de fonction r fois différeniiable r < oo, Alors, les
deux conditions sufvanles soni équivalentes
1)‘ 0 R” est un minimum local r-déterminé de f.
2) Il existe C, & = 0 lels que
T'f(x) = Clzh’™ ¥la|<?
2.11. CONSEQUENCE (critére de minimum co-déterminé d'une fonction)' -

Soit f: (lli1 0) — (R, 0) un germe de fonction infiniment différenliable. Alors
les deux conditions suivantes son! équivalentes:

1) 0 € R® est un minimum local infiniment déterminé de f.

2) 11 existe C, «, 6 =0 lels que )

fe)=Clal®  ¥lzi<$

2.12. Réponse an probleme b) ) P _
Soit M I'ensemble de tous les ‘germes d'applications r fois différentiables

admettant 0 € R" comme m.p.l. r-déterminé (r = o). Notons 6 (n,p) l'espace

des germes en 0 C AT d’appli‘cationé r-fois différentiables et J© (n,p) l'espace
des jets d’ordre r. Soit =, l'application

W, 160 (n,p) ~ i (,p)
f— J7F (0)
Draprés le théoréme 2.4 on voit que la propriété pour un point m.p.l. de f
d’étre r-déterminé ne dépend que-de r. Par conséquent, pour décrire 'ensemble
M, il suffit de décrire ’ensemble .. (If ) dans I'espace J7 (n,p)(dont la dimen-

sion est = o). ' )

THEOREME. =t (M) C 3" (n,p) est un ensemble semi-algébrigque.
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3. DEMONSTRATION DES RESULTATS

3.1. Démonstration du Théoréme 2.4.

1) — 2). On fait une démonstration par 1’absurde. Supposons 2) faux. Alors

avec Ckxk—lz, il existe une suite ak——> 0 tels qﬁe
Trf(a) < 2 g ll’ Wk=12.5i=L..p

Comme | f, (x) —I7 fi (x)] €o(ljz| "), en remplacant par sous-suite, on
peut supposer quée’

1 o »
fil@)<zz la " k>l;i=1.,p

et {low Py=IUF, InJ =9;f,(a,) >0, Wiel

et ' filap <0 ¥jeJ

womme 0 € Krest un m.p.l. de f,onal :/:qﬁ Sans perte de generahte on
peut supposer que

I k+1”< fa, I, k>1
Prenons ¢: R" R une fonction C=, w(z) = 1 pour |z || %et p(x )=0

pour x| > %et posons

®Q {x)=2 f.(a T W) et
! )k:1‘ k)w.(llaicl.l)

Alors on pent démontrer que les fonctions @, sont r fas différentiables par
rapport 8 x et I7 @, (z) =0 Viel
Considérons Papplication

9= (Gors Gg s §_)

D
i
M2
gi:fi_q)i_e”:t“ - 30(,.]-6‘]'
g;i="F;  ¥jel !

Alors TTg=T"f .
Néanmoins g;(a, ) <o, g;(a, ) <o ¥(i,)eIXJ ce qui veut dire que

0< R, n'est pas.m.p.l. de g, en contradiction avec 1)

-
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2) — 1). D’abord, on démontire aisément que 3c,6>0 tels que
|zl << 8 — Jix € {1,..., p} tel que f.(x)=cla| o
X
Maintenant, démontrons 1). Par I'absurde, supposons qu_e' 3e=(p.,...0 )
P
T'qg =0 tel que 0 € R" ne soit pas un m.p.l. de g=f +¢
Alors, il existe une suife a, - 0 telle que
g(a, ) =rfla )+ofa)=0  ¥iel
Q'j(ak):fj(ak)‘l‘q’j(ak) < ¥ jel
oit. IuJ={l. pt; InJ=9¢

On voit en remplacant par une sous-suite, si nécessaire qu’il résnlte de (%)
qu’il existe s € {1,..., p} tel que

fla)>clla " ¥k=12.,
Mais 537 puisque { ¢, (a, )| € o(fa, || )etf;(a )+¢,(a,)=0

s3Jpuisque | ()| €0 | a, |7 )etf (@) +9,(a,)<0
la contradiction qui en résulte achéve la preuve du théoréme- 2.4.
3. 2. Démonstration du Théoréme 2.5.

On peut démontrer le théoréme 2.5 en modifiant un peu la démoﬁsti‘ation
du théoréme 2.4

3.3. Demonstration du théoreme 2.10.

D’aprés le théoréme 2.4:

:mr(';u) = {(=) = (o;;l,.,,, aP ) €J7(n, p)=J"(n, )5, xJ (0, 1)| 35,00
. p -—H_.—‘”-s’--.a_’
- p—fois

telsque ¥ || z || < o il existe i € {1,...,, p} tel que Z af,a:l =e|x|"}
i <r

D'on 'on déduit aisément :

x (M)={() =(al, P ) &I (n,p)Te>0 telquefz)<e

3 tel que 2 dddsefal’)
Mzl r

Considérons 1" ensemble

B={(a)=(ah a?) € )" wpf¥iyl<lgmitel queX ol g7> Jyl}
| <r
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Drabord, prouvons que B est un ensemble semi-algébrique: En effet, consi-
dérons l'ensemble semi-algébrique

B — {(wy) &) (np) X R [y 1<t Zal gl < g7 Fi=Lop}

Si w: J7(n,p) X Rn— J"(n, p) est la projection canonique, alors »

w(B)=JT(n,p)\B

" Comme ol E) est semi-algébrique (d’aprés le théoréme de Tarski- Seidenberg [61,
B 'est aunssi. '

13

Considérons l’ensemble

K = {( g.a0) €R X Ji(n,p) a&<B, g>0}
11 est aussi semi-algébrique

Soit 1’application polynomiale
. 1

S:R X J"(n,p)—=J7(n.p)
111 41 +1- |1
(el (e M el o727 gy
Par vérification dirccte on peut voir que

S ={(@ €I (upae>0 Fzi< e 3 sdh zl>e)al’}

Donc w (/) est un ensemble semi-algébrique, d’apres le théoréme de
Tarski-Seidenberg [6]. -

Le théoréme 2. 10 est démontré.

Rc;ceived on November 1980
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