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SUR LA STRUCTURE DES SOLUTIONS D'UNE CLASSE
DE SYSTEMES D'EQUATIONS DU TYPE ELLIPTIQUE
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LN. Vekua [1), [2] a établi entre les soluiions d'unme classe d’équations
lindaires du type elliptique & deux variables et les fonctions analytiques une
correspondance qui joue un réle priindrdiale dans l'étude des problémes aux
limites de ces équations. '

D. Colton [4], [5] a trouvé des résultats pareils pour le cas de trois variables
en consiruisant un opérateur intégral qui applique "I'ensemble des fonctions
analytiques 4 deux variables sur I’ensemble des solutions d'une classe d’équa-

tions du type elliptique 4 trois variables. ' RN

Dans ce travail, nous traitons quelques questions analogues pour le systéme
elliptique & plusieurs variables sous forme matricielle : A

n a .
au 4 E 6 @) 5 o+ dy @) u@) = 0
i=1 i

Nous établissons dans un domaine borné quelcongue une correspondance
entre un sous ensemble des vecteurs harmoniques et l'essemble des vecteurs
solutions du systéme. En s’appuyant sur la correspondance établic on trouvera
la structure des solutions du systéme. Des exemples illustrant des résultats
obtenus seront donnés 4 la fin du travail.

1. CORRESPONDANCE ENTRE LES SOLUTIONS DU SYSTEME
ELLIPTIQUE ET LES VECTEURS HARMONIQUES

Dans la suite, seront adaptées les notations suivantes :
a)E  — espace euclidien réel, x =X s T ) @Y= (Y enny Y,) — points
génériques dans EH et T oy = J -y | distance entre x et g,
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)O. — domaine borné, multiplement connexe de frontiere de Liapsnov

S= u S dont toutes les S, sont des surfaces fermées, disjointes et S contient
=0

toutes les S restantes dans son intérieur.

c)n—_E N(R 4+ S) — complément de Q 4 S par rapport 4 Despace

entier E n

.

d)S, — mesure superficielle de la‘sphére unite de E_ .

e)- ut(y) = lim u(x) u—(y) = lim u(x)
z—>y€S r—>p6&S
z€§ B rel

f) n;(ng) _ pormale intérieure (extérieure) de S au point y & §.

u) ' pim dulx) | ’ 35 Y — jim du(x)
(%) (5 ) T

an* T—>y&S on* an* z—>y€S ont -
¥ x€nt y x€n~ g
) . =y
( au(y) )+ — lim du(y) . ( au(u) ) _du(x)
- on— T—>rpes on- . ? — ES on-
2 TgE
¥ z€n” - y r&n y
)

2) CE(Q 4 8) (CH(Q=+ ), 0Kk <+ oo — ensemble des fonctions définies
dans & (§27) pour lesquelles existent toutes les dérivées d'ordre < k, contini-
ment prolongeables jusqu’ a S. ' B

Conventions : Le point infini n'est pas inclus dans Q- Les fonctlons de
C(Q—+ §) peuvent tendre vers I'infini lorsque x—ec

h) Wk (), 0< Jo <~ 4 oo —espaces de Sobolev, c.a.d espaces des fonctions

pour Iesquelleb toutes les dérivées généralisées d’ordre < k appartiennenta Lp(Qj.

i)Si u(x) est un vecteur, par u(x) c Lp ), W *’; (9),.... est entendun un vecteur
dont toutes les composantes appartiennent & Lp (), WE(Q),....
. P

DEFINITION 1. La classe _# est la classe des fonclions (ou des vecteurs) u(x),
définies dans le plan, harmoniques dans Q— qui sont, avec toutes ses dérivées
du premier ordre, continiiment prolongeables jusqu’ & la frontiére S, et admet-
tent le développement prés de I'infini.

u(z) = Alog R(2) + ¢(@). S
Ici, A est une constante, R(z) == V(@ — a)® + (X, — &P (a, a) € Q et g (z)
est une fonction (ou un vecteur) harmonique dans Q-, vérifiant I'égalité:
£ ' (=)= 0
28,
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DEFINITION -2, Une fonction u(x), harmomque dans Q-, est dlte réguliére
al ml ini si comme d’ habltude _
' u(oo) =0 pour n >3
lu(x) | < C 2] <o pour n==2

Nous considérons ci-aprés le

PROBLEME A.

Sait i'ééuat ion

ual

Au—l—Z a; (:L) L +ay(z)u(z)=20 / a.n

l

dont les coefficients a,(x) sont des malrices carées réelles ¢ mxm élémenis

mesurables el bornés,

Trouver les vectéurs u(x) 6 W;(Q), p>n vérifiant Péquation (1.1) et les

" conditions : 5
ut (y) = w=(y) (1.2)
(au(y))J“:_ . (au(g))—' yes (1.3)
au; any

oit w(z) est un vecieur harmonique dans Q—, non donné d'avance régulier a
Pinfini pour n>>3 ef appartenant a la classe M pour n= 2. On suppose que w (')

et toules ses dérivées du premier ordre soient conliniiment prolopgeables Jjusgqu'a S.

Soit maintenant que non seulement a, (x), majs, aussi toutes ses dérivées

généralisées du premier ordre sont des matrices carrées aux éléments meaura-
bles et bornés. Alors, 4 c6té du probléme A il est utile de proser le

3 2 i
PROBLEME A*®, Trouver les vecteurs ¢ (x) € Wp, (Q), g - i =1,
: P P
vérifiant I’égquation :,
. i @e @ |
By — X @@ =0
et les conditions: ) -

oF ) = o™ () yes (1.4)
+

(a“’—@) ~ % 4" (y)cos (n .y )cp+(y) -———(""" (9)) (1.5)

any il an
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od a; (x) est la matrice transposee de a; (z) et w (x) est un vecteur ayant les
mémes propriétés que celles du vecteur w(x) dans le probleme A.

LEMME 1. Soient f(x) un vecleur de m composanles de LP (Q), @ un domaine
borné de E_ et

‘ Az, ,
o(z) = {2522 fy) ay 1<A< R
G
ot A(x, y) == Aij || est une matrice de m X m éléments bornés et mesurables,
.saiisfaisant a la condition :
A. K 9 e . '3 i1 ' - 106
_rx’y]:lij(x.y)—Aij(:v ,y)l{_const[:c il . (1.6)
0 <<

uniformément par rapport d y & Q.

Alors; avec p B, le vecteur @(x) =@, | { =1.,n est continu

. pid — 2K + o t ' .

au sens de Holder dans. Q:
lo, () — ¢, (@)l < const® — sc2‘|p’dans lequel

n
n—2i
n
n—2i - e
el € — un nombre positif arbitrairement pelit

@ avec  p >

uz‘ o =B avec D=

d"n-—27~~—£vec'—-—3—-—~—< < d
o+ pa n—2k 4+« P n— 23

. Demonstration. Soient z, ., %, & Q . Nous avons:

- m A . Az, , A (x,,Y L
lo; () ~ 9, )| < _Z_J | tjil 9 ul 2 l fy @)1 dy=
: - J—lQ \ rl_ly ‘ I.'xgy

A : A '
’ Azj (xisy) rﬂlgy - A!J (3329 g) rwlyl . e
= ; — : | f;(y) 1 dy (1.7)

_ L A ' r. gy — r. y A
o= = —-(- 2 ) =t 1— 1—|—~—~2:*1
*1¥ T2¥ ¥ r:x.‘ly - *1¥ ‘ ' r:cly



On voit aisément lorsque r —7r — 0,
q 19 ”29‘ — 0, que

- ~ A rhl
iy -Tgy 5y

Ily - r:n:2 y
Par conséquent, en tenant compte que A > 1 et que Q) est borné:
A A '
lrazly - rxzy j < const ]r‘xlg — 1‘3:29 l < const |z — x|, yeQ (1.8)
On tire de (1.6) et (1.8):

A A A .
IAU-(CIS L] y)rxzy - Aij(xg’ _l]) rrly J grxzy J Aij(x ] y) - “1,"1'(32: .’-f’+

_+}Aij (wg’,y)]z ri;y ——-r?;lyl < const | T, — &y |+ const | T — T, | <

S const jay —a, |

Doti:

B i
_ | T. d
ERCHET N IR constia, —z,|%, 21 J T Ifj(y) bdy <
T

2 r y Tz
1 .
. ' o ' p
<c0n3tli€l'—'%|“ﬂfil '_""',"-d—y—-——‘--
Lp () A
S x‘ly X
| f T oof
. e =2 L@
et fi » {==1,,...m sont les composantes du vecteur f. Par hypothése
n ‘
———— , A — a > 0 nous avons p > et - par suite
B> n— 2%+ « p P par sl
1 1
Ap < n (-—— — =] )
P P

De Pinégalité

const pour 2Ap’ < n (ou D> 1 )

n—2h
_dy « ¢ const [log [z, — x, | + const | pour 2Ap’ ;n(ou == n )
A A < o n—2)
Y i ‘ : COHSE pour 2ip’ > n (ou p< 1 )
Q [xl__”_xglz?\.p -_—TI . \ ﬂ-—2}‘.
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on concluf:

const | & — 29 | pour  p > ——n

: o n—2x
7 : n

L, |E—E _
19, (x:) — ?, (mz),] < const | T — = | pour  p = ———
“fn— —oh— — n n
const |z, — @ p our — <p<
- d d ——2?L+oc P n—2h

Le lemme est démontré,
Conséquence. Le lemme est valable dans les cas suivants:

a) 4 (x.y) est une matrice dont les éléments sont continus par rapport i x au
sens de Holder, uniformément par rapport & y. ;

b) Aw.y) = A, () ou A(xy)=r, A (y) on A (Y) est une matrice aux

-éléments bornés et mesurables,

ar - er ' :
c) Awy)=— 4, (y)oud(z,y) = Y A, (y) ou A, (y) est une matrice
3 2 ’ ? 2. 2
: Vi g :
aux éléments bornés et mesurables.

Le lemme est évident dans les deux premiers cas. Il suffit, dans’le dernier,

de vérifier la condition (1.6). _ .
On a;
or Y — X
ayk - r
Alors .
- y—* - g~y ’
!A (@) — 4y (a:,y)]<1:\ AT S lA2ij (9‘)]<
Ty I‘x,y rx,,y ’
ros, (Y — @)y (g, —27)
Yy k . xr k )
< const ri\:,, k g & <
) .

r . )
ry g

< const I‘z:; I‘x,y ’(yk N ai:).— (-y“i:) + I Y, — -’I;: ' l Tyry — rm”y|.<

- Y
. - .]gk—k‘ r.., —r
< constl s k| -+ const —— I x'y x'y |§ const | a— " I
LEMME 2. Soit A(w,y) une matrice et \,a des nombres réels du Lemme 1,
F () un vecteur continu ou continu au sens de Holder dans Q 4 S. Alors, toute

solutionde I’équalion :

o @) = j “‘%’2’1 ¢ (y).dy + F(x) © @9
re._. . :
. L. n e B R -
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apparlenant d L (Q), p >1, est l(’S[JPCHI)PHlent continu ou continu au sens de
Holder dans Q 4 S ' '

re

— T} lidité 4
- 2iie a validité du lemme se

Démonstration. En effet, si p >

déduit dn Lemme 1.

I

—IT:%T Puisque () est borné, on peut supposer que

'Soit p <

p<< nx,c.a.d:lp‘>n.
Draprés la propriété bien connue de Ilintégrale du type de potentiélr [6}, on

conciut que (p_(a:) € L (Q) avec 1 -<_1_ _ n—A
pl P, P n

" Si Ap, <Tn, Pinégalité
R lo, (N}
lp;(x) | < Z J“ﬂ—l“‘“_‘wi(y)\dy'\ < conmst 2 | L dy
. :

i =
o fw S Ty

montre gue @(x) est un vecleur iorné et par suite appartient & Lq (Q) pour
tout g. En vertu du Lemme 1, le lemme est donc démontré dans ce cas.
Si Rp; = n, on peut diminuer p,, ou ce qui est éguivalent, majorer p, pour

mener an cas ol A Py M S ?-‘p1 > n, en conlinvant le raisonnement cité,

ol;trouve:
cP(:v)GL (Q),_<___ n—h 1 _,@—W
Py n p n
et ensuite
1 1 —_
p@yel , @ —<——k8ZR),
& Py P n

Pour /r assez grand, 4 savoir:

k> n [“1____11—2?&]
n—Ailp n
on a
- It
Py > ok

Encore du Lemme 1, on conclut que ¢ (z) est continu ou contmu au sena
de Holder dans Q + S si F () I'est. :
LEMME 3. Soient A, (x), i= 0, ..., ndes mairices aux éléments bornés et

mésumbles, F (&) un vecleur continiment différenfidble dans & + S, Alors toute
solution de I'égquation inlégrodifférentielle

3316 A ' ' . 33



m(x)=‘{ i [Ao(y)cp(y)+i§ Af(y)—ggg- dy + F (x) (1. 10)
r ,
o W

0<7\<n-—l

apparienant a WI { Q) p > 1, est continiment différentiable dans Q 4 S,

Démonstration. On pent dériver au sens de Soboley ie second membre
de Pégalité (1.10) [11]. Aprés dérivation, on obtient

1 ;
w(r)mj i, E@ v @) dy+6G (@), : (1. 11)
1.
avec )
{ () ) F(z)\
.89 o el
: 9z, o,
9 . : oF
ox : a
L) : ey
fragy) rd(y) ... rd (y) )
& y or N
—~ hAs(y) a; — My(y) "éi ..... — A, (y) ,gélj,
K(af) y) == . 1 I]_ ' : 24
ar ar i . L . * - ar ‘-
— AA — —AA(y)— ... .. e
oY) . (Y) o, . A (y) o, |

En tenant compte du conségquence du Lemme 1, on voit aisément que
l’éqﬁation (1.11) appartient & la classe de I'équation {1.9). Par suile, la continuité
dans © + S.du vecteur G () entraine celle du vecteur vy (x), et cela signifie
que @ () est contindment différentiable dans Q@ 4 8. On a le:

THEOREME. Soit donné le sgste‘me:

A"+Z ﬂ(ﬂc) +aﬁ(:c)~e—-0 - (1.1)'

i=1
oita, ( x) sont des malrices carrées aux. elements bornés et mesurables. Les vecleurs
inconnus u (x) sont cherchés dans W= (2) avec p > n > 3,

(1) — Les solutions de I'équation intégrodifférentielle :

' 1 1 n au ' : ‘ _
ufx)-— @__2) 5 f = [151 “f(y)a—yi + a9 (g)u (Q)] dy =0 (1.12),

1] ry

A



coincident avec celles du  probleme A, Lespace de  cog solutions est (e
dimension finie, soit

| & = {u(x), iy ()., u ()}
() — 4 cité de Léquation (1.12),, on considére Péquation t'ntégrodifférenfielle.

1 75 1 a, (1) N .
P@) — mﬁ[i—@f (r“—z “ (y)—p rt=2 Py =0 (113,
@ Xy Y .

ot a; (x)estla matrice lransposée (e @.(x). Le nombre fies solutions linédirement
indépendanies de Péquation "(1.13 Jo est exactement égal a celui de Uéquation
(1.12),. Soit & ={o(), o, (x}),...., ¢, ()} lespace des solutions de (1.18),. Lorsque
tous les éléﬁents des matrices a; () ont les déripées généralisées du premier ordre,

aussi bornées el mesurables, Pespuce & coincide avec celui dy probiéme A,

(3) — Soit Pespace des solutions dy systéme (1.1) et o~ l’én.gemble des solutions
de (1.1), orthogonales sur Q de & .. @ savoir ' '

U=U @5,

Désignons par ¥ Pensemble deg vecleurs harmoniques @ (z) & Cleats)
vérifiant les conditions - : .

f cpk(:v)[ao @) ® () & ‘%Iai(x) gg] dz =0 (119
k =1,.., h.

Alors, ils existent des matrices carrées Hy (xz, y), H (2, 5)i= ..., n telles

g’ il y a une. correspondance biunia‘oqae entre les éléments @ (z) & F et u(x) g
U, sexprimant par leg formules

4 @) = 0@) + ﬂ?j H@o) 2+ (@) °w)| dy

Q

Autrement dit, foute solution dy systéme (1.1) a une représentation intégrale ep
fonction de D(x) ¢F .
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[ I
u(z) = (%) +J[ 5 H, (x,y)-w Hez,y)e(y) | dy + 2 d u,(x) (116)
. i=1 ' 1 k=1
o u, (x), k=1,..,r sont les solutiens linéairemeni indépendantes du probléme

A etd, sont les conslantes arbifraires.

4 — Dans le cas du plan, ¢'est @ dire n= 2, les cenclasions cilées plus haut
du théoréme restent palables si P'on remplace

1 1 . par ..l.-[og .....L
(r—2)|S _;-252 * 2 T

Remargue. La formule (1.16) donne la structure des selutions du
systéeme (1.1). : '

Démonstration du théoreme. 1) Puisque les solutions de (1.1} appartiennent

& W2 (Q) p > n, d'aprés les théorémes d'immersion de Sobolev, u(a:) g
- CYQ +S) Par suite, on a la représentation intégrale: ‘

K2 —_12)1811 J [”‘(y) aj; ( ,.nl—2 )~ a:flz) ]ds_u B

S xy zy
_ 1 j A ufy) dy = u(x) pour r€Q _ (1"17)
(n—2) 5y P2 ¢ pour xeQ~
Q =

oft A est le laplacien au sens généralisé, Cette relation peut s'éerire, & Taide
de (1.1), sous la forme d'un systéme intégrodifférentielie : ..

{z(_a:} PR j nl_z [ S a {y) = 4 ao(y)u(y)] dy = @(x)
r . L4

(Il - 2) lsli =1 ay
Q . ‘ L .
ot o : o ' (1.18).
P E’ 5 1y 1 ou (y) s,
o(z) (n— 2)15] 4 {u(y) on’ ( r"—2) 2.5 ] _
. S y xy xy g

est un vecteur harmomique dans Q. @ (x) € C* (Q + S) puisque Dintégrale du
- premier membre de (1.18) étant un potentiel newtonien de densité. dans Lp (),

P> A, Eppartient aCyE.)

%



_Les solutions de (1.1} vérifient donc I’e'quation (1.18). En revanche, si
Péquation (1.18)est vésoluble, en appliquant sur ses deux membres 'opérateqr A
généralisé, on trouve (1.1). Les équations {1.1) et (1.18) sont done ¢quivalentes,

L’équation (1.18) peut s'écrire :

| a' _EO AT, =g (1.19)
ot 4. sont des opérateurs intégraux : ‘
. 1 a4, (y) -
T f o T
§2

‘ i=0,1,.,n
et T, sont des opérateurs différentiels :

Tou=u, Tiu = o+—,i=1,.,n
i
Comme il a été démontré dans [11] les produits r. A 7

o~

| 1 3 /1
T. s = o e o , L
4y " @=% Mj Py (r,,_g) @, (1) M(y) dy
\ : o5

sont complétement continus  de Lp (Q) dans Lp (€2). Par conséquent I’équation

(1.19) appartient a la classe des équations étudiées dans [11]. Par suite, I'équation
homogéne:

u(x) — 1 [

(n—2) 18,"

0

p-2

z af(y)—;}iJrao(y) u(y)]dy=0
SECRNS |

a un nombre fini des solutions linéairement indépendantes, 4 savoir ),
Us(X },..., u (). Ces solutions satisfont au systéme (1. 1) et pour eux on a

les égalités:

A . 1 3 1\ 1300 ] s w0
O (2)=——— [[u () 2 - AT s, =
k(%) (n—2) 8] f « on; ( H“g) % and v

Xy g

Ly}
(1. 20)

. YreQ, k=1,.,r
‘Comme il a &€& conna [11], les relatioms (1.20) équivalent 3 Uexistence des
vecteurs w, (), k == 1,..., r, harmoniques dans -Q—,'refguiiers & 'infini, qui sont
avec toutes ses dérivées du premier ordre, continfiment prolongeables Jjusgu’a

§, et tels que: ‘ '
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’ - u(y) w (4)

. YyeS 121
au, (y) \* L 3w, () \~ ye ( ).
any | any

k =S §1,2,..., r

Tes solutions de l'éguation (1.12), coincident done avec celles du pro-
bhieme A. La premiére partie du théoréme est done démontrée.

(2) Considérons les vecteurs vg(2), o(z), .., v (%) de m composantes et

le vecieur
( vo(2) \
v(x) !
V(a:) _ s
\ U”(x)i
qui vérifie I’équation de Riesz-Schauder : o
V+BV =0 (1.22)
Ici, B* est la matrice des opérateurs, définie par la formule:
.r %, 1 * 3 1 ) '
a(x) r" ao(:r) a—yl( _2]... a.(x) v [r“_2) vo(y)‘
:cy ) Ty xy ~
w, o 1 * ) 1 s, 0 1
2 2 v
ay(x) = ay(z) e | ai(®) 5~ || 1(Y)
. xy zy - zy dy
: P : .
B*V == . . . . P T . . . . - - . L s 4 . . . :
. 1 1 . 0 1 ’ ‘
on(®) n—2 an(x) -8:1;1— oo 21 aﬂ(x)sg; I_n——2 Dn(y)
p L xy Ty ' Ty }

Comme 1'on sait [11], les équations (1.12), et (1.22) ont un méme nnmbre
des solutions linéairement indépendantes, & savoir r. Soient {VUi(x), Ve )yunrs

v(r)(z )} les solutions indépendantes de (1.22).. :

L*équation (1.22) s'éerit expliéitement sous la forme:

‘ 1 i
rt r.'Jr:‘!_l; 2
Q

- i=0,1,.,0

a’ )

{ n—2)ls,|

o
Uo(g)+ 2 E—"

J=1 Yj

b, (@)~ ] v, (y)l dy =0 (1.23)



Par suite, il existe un vecteur p(x) tel, que:

V(@)= ay(x) ¢ (x), i = 0,...,n | (1.24)
Sil’ on’ désigne par ¥ (z) la solution générale du syteme
ai(z) p(x) = 0, i=10,.,n {1,25)

on voit aisément que le vecteur ¢ (z) dans {1.24) satisfait 2 Péquatlion:

_ ‘ .
) — e L oy & o [ 1 _
RO ) . ; dy = 1 (2) (126
?(x) (n—2)js,| ﬂrf@;ﬁ + :i o, ( 3 ]a[(y)Jcp(y) y q:@( )
Q

Ty

Grace 4 (1.25) on trouve facilement que le méme vecteur ¥ (z) est une
solution particuliere (1.26) de sorte que la solution générale de cetie dquation
prend la forme:

9 (@) = ¢ (x) +;-§1 %, () ' (1.27)

Iei, {(pk(.r)}, k =-,'1,..., p forment un systéme complet de;s solutions lindairement

indépendantes de I'éguation homogéne

1 —a:,(y) nog 1 ] . -
=) ﬂ PR ( | @}“y’ v=eoem

xy

lwe

Démonstrons que p = r. En effet, on fait correspondre aux solutions {9 (@h
k= 1,.., p de Péquation (1.26), les vecteurs:

| [189@) | (o) 0,
o @y | ar@) o ()
vk ) = , == , .
109 | lan@) o)
\ I /

=1, p
Il est ‘évident, que {v;‘k)(_r}} sont soluiions de (1.23). Les vecieurs {Vk(.r.)},

k = I,.., p ainsi construits sont linéairement indépendantes, car la relation :

E‘. c V (z) =9 .

entraine I’égalité
P . .
aj(x)y ffkq’k () =0,:=0,1,.,n {1.28)

¢
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En tenant compte de ce que}\glci‘cpk(x) est solution de (1.26), on tire des egamés

(1.26), et (1.28):

g e (a:)' ¢
(p =

k1 kvk

Dot ‘

Done , )
‘ p<r . (1.29)

Réciproquement, si 1'on fait correspondre-aux solutions -

[Vk (2) } k = 1., r de 'équation (1.22) (ou (1.23))

les vecteurs {_cpk (a:)} par la formule:

cpk.<w)=-———1ﬂ-—j[=71-2— o+ 22 (o5) e e .

(n—2) Isi] Pay i=1 y Tyy
()

3 I'aide de (1.23) on conclut que { ¢, (x) } sont solutions de (1.26)0_. Ces {CP}, (:r)]r -

sont linéairement indépendantes parce que 1'égalité

I'

2) =0
= k@k()

donne comme conségquence la su.w-ante :

20 'LA(:B)EO

k-1
Donc
¢, =0 k=1.,r !
et par suite ; ‘
, r<p RN ©(1.30)
(1.29) et (1.30) nous donnent
p=r ‘

Supposons maintenant que & ; () et toutes ses dérivées generahsees du premier

ordre sont des mafrices aux elements bornés et mesurables, Alors les solations
de (1.26), coincident avec celles du prohleme A* En effet, I’équation (1.26),
appartient a 14 classe des éqnations (1. 9) avec F(x) =0 .A=n—1, Par consé-.
quent, du Lemme 2 on voit que ¢(x) est un vecteur continu au sens de Holder

dans Q. [)’allleurs, des hypothéses unposees, on déduit que a, {x)e ‘ﬁ'l (Q)
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pour p > 0 arbitraire. Les thdorémes d* m:-e-sion [7] nous donnent alors 1a
continujté au sens de Holder dans © des matrices a, (x), i = 0, 1 n
i * £ LT XYY

Ecrivons (1.26), sous la forme:

1 1 n da:(y)
CP(.’I:) — - pry— ; ) — i _n s A —_
o (11.-2) 154 | j * [ ( %) Z ) o(y) z a; (y) oy, ]dg

I“_- . .
2 Ty i=1 ay: Q=1
! !
= - L { Z % (y) e(y)cos (—’;Jrs —y:)*“ni_g—" ds | : (1.31)
5

Le second membre de ‘cette égalité est le potentiel du - simple couche de
densité holdérienne (S est la surface de Liapounov). Par suite, il est continfiment
différentiable dans ¢ [8] et alors du Lemme 3 on dédnit que ¢ {x) est un vec-

teur continliment différentiable dans &3

Des résultats démontrés dans la premiére partie du théoréme, on tire I'équi-
valence de 1'égalité (1.31) et des suivantes: )

n o . . ' )
Ap — iil_ayi (ai () o (a:)) + as (x) :p_(a:) =0 | (.1
1 3 1
(n=2):s] J’ PO o ( ri -2 )—

5

' n — — - 1
_( X . _ % a(y) cos ( 7 ;) cp(y)) = 1dS =0
on,; i=1 ! ’ ¥ r:r:y ¥
i
Mure Q (1.32)
Comme l'on sait [12], légalité (1.32) équivaut & I’existence du vecteur w* (),
harmonique dans Q *, régulier 4 infini, continiment prolongeable jusqu’a S avec

toutes ses dérivées du premier ordre, tel que :

@Hy) = ' (y)

H ] —?’- . . l * _ yES
%) \" — I ¢ @eosCn, 3) prg)— (2@ (1.33)
an; i= ’ aﬂ;

Cela signifie que @(x) coincide avec la solution du probléme A*. La deuxiéme
partie du théoréme est démonirée, '
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. 3) — On a déja remarqué I'équation (1.1) éyunivaut & I’équation intégrediffeé-
rentielle (1.18). Mais Ia derniére est résoluble si et seulement si [11]:

J=1

j[q’(x)”o(x)-f" = aaiif‘“) pi(@) | do=0 - as

Q
ot vo(x). U (2)ses vn(a:) est une solution quelcongue de (1.23). Dans (1.34), com-
me dans la suite, l¢, preduit . P des deux vectenrs ¢ = (9; ,..., cpm),wz(q;l,...,xpm)
désigne la quantité : : '

) m
oY = T @

Utilisant (1.23), on peut donner (1.34) la forme:

3

J

j [«»(x)as(w)a— _f‘z_i 2. a;.(x)]cp(m)dxmq ' (1.35)

ol ¢ () est une solution qﬁelconque de l'équation non homogéne (1.26), On _
peut simplifier (1.35) sous la forme :

: ar.

n 5 o

j [db(x)as () 4+ Z ® a}(m)] ¢, (x)dz==0 - : (1.36)

. i=1 i .

K . e
‘ I{ _ 1,.--|r N

puisqu’on a les- égalités (1.27) et (1.25). Les conditions (1.36) ont Ia forme

équivalente : ’ ' ' '

.j'cpk(w)[ao(x)fb(x) +.ia,- (z) —Zj—] de =0 ’ " (1.14)
Q - . -
k= 1,.,r

Supposons maintenant que les con_ditioﬁs de résolubilité (1.14) deil‘ééuation
(1.18) soient satisfaites. Alors, ils existent des matrices résolvanies généralisées
T'o(@.y) Ti(@s)sen T (24) telles gue la solution générale de (1.18) (ou de (1.1))

peut s’écrire:
i n
dy —|—ji1‘c B () (1.37)

I

| n
w@)=0(z) + J trl,(x,y)«b(y) + 2 @9 %f_

@)
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On peut toujours considérer les solutions {aj ()}, j=1,.,r orthonormées dans
le sens: . . ‘

) J# @n (@) da=s,; , ij=1,..,r
o

H est facile de voir que parmi lqs solutions (1.37), i1 existe une seule solution
u'(x), orthogonale a tous les {u @ J=l..,r, s’exprimant par la formyle

(1.37) avec les coefficients suivants :
C,= - I'y(z.y)d 5 2y)dz] 20
=T @@+ | 2 @Endnow + 5 | [ wer, @22 ] 4,
S k=1 W |
Q Q ' Q.
- ) J=1,.,r
Par conséquent, la solution géndrale de (1.18) (ou de (1.1)) prend la forme

u(r) = u*(x) — 5 d, u, (x)
. . k=1 :

ou d x sont des constantes arbitraires et

[4

w(@) = o (z) + ﬁﬂo @ 0@+ 2 H (w.y) %}J dy
. ‘ il ;

Q2
avec

Hyz,y) = T, (x.y) - é u_ (x) [U () + Jll (@) Ty (z,p) dz] .
Joud J [ J 7
a .

¢

H@y)=T, @y — %a () ,Iu.(z) T.(2.y) dz
i i jot J l‘

QO
i =1,..,n
Il est dvident, qué @ (x) s’exprime en fonction de u*(x) par la formule :

— 1 - 5 i) -1 ' ) 1 Bll*(y) .
‘D T T —_——— e L
@ (n—2) }81) j[ ‘ (y) a;ﬁ( rh-2 ] rn-2 an-l- ] dSy

L} xy - Ty L}
S

Soient ¥ 'ensemble des vecieurs harmoniques ®(x) € G (2 - 5) vérifiant les
conditions (1.14) et %* 1'ensemble des solutions du systeme (L.I), orthogonales
aur £} i I'espace g’r. Les raisonnements citds plus haut montrent I'existence d une
correspondance biunivoque entre ¥ ef U, définie par les formules (1.15).

La troisiéme partie du théoréme est donc démontrée,
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(4) — Par un schéma tout & fait analoctue on démontre la quatriéme partie
da théoréme. Il suffit de remarquer quon utilise aun lien de (1.20) l'égalité.

1 X 1 LA '
CD(x):E: j u, (y) ﬁ(log P——ﬁ} log — - ‘dsy =0 (1.20)

y = Tz On

a

ce gui équivant al existence d'un vecieur w, (x). harmomque dans O-, appartenant

& la classe _f{, continfiment prolongeable avec toutes ses dérivées dn premier

ordre jusqua I[' et satisfaisant aux conditions |12]:

up () = o (¥)

{Mr’ _ _{MT yeT
an’. an_
¥ y '

) k = 1,.,r

Le théoréme est parfaitement demontree

REMARQUE. (1) — Si la domaine Q est assez petit, I’équation (1.20) admet
seulement Ja solution triviale [11]. Alors, il existe une correspondance biunivoque
entre les vecteurs harmoniques de C* (Q -+ S) et les solutions du systeme (1.13;

u(x)=9o @)+ Ji[‘o (z.) P (g) + Zn Ff (z.7) —%% &y

_ | gl i
1 s 1.) 1 ou
*@= =g TP e | T |
: ! on_| r 7% an v
S 79 xy g )

(2) -~ La méthode presentee plus haut pour mener-la solutlon du systéme
elliplique & celle de Iéquation intégrodifférentielle correspondante peut étre
atilisée dans I’étude des systémes d’équations encore plus generaux, par
exemple, ‘dans celle du systéme snivant:

. [ qeeegd
AP+ T, ) I
Eij\<\2p_1 1 _ axil ...Bsc:ln

9. EXEMPLES. Pour illustrér les résultats obtenus, nous donnons dans ce

paragraphe la solution de I'équation métaharmonique :
Au 4 Au =0 ' @10 .
dans la spheére Q de centre O et de rayon R. : -
- Distingnons deux cas:n >3 et n =2,
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P

Premier cas: n >3, ,
L’équation (2.1) est équivalente a I'équation intégrale:
w@)— =2V L) dy = o) 2
(n=2)i8) | ;-2 / (2.2)
O oy

olt @ (z) est une fonction harmonique dans C! (Q 4 §).

La solution u(x) admet le. développement en série uniformément et
absolument convergente dans la sphére r <y < R[3]:

u(e ) =2 P, O Y, (8/n) ©(23)

ou ¢ =n__;._ s 8= (8,, ... 8 1) est le point générique sur la sphére unité,

Y (B/H} sont les fonctions sphenques d’ordre p dans Pespace euclidien E ,et

Jp + q(:c) sont les fonctions de Bessel d’ordre p L ¢.

Comme {'on sait [3], pour p << p;,0n a:

L 1 — = 3 P (cosy(n) (-"—)" (24)
o2 . — piﬂ p=0 P P1

Y (92 + Py — 2991 COS'Y)

ol
= -;—n .
: k F(P-f-q—n’f) -2

P (cosy|n)= X (=1 2 7

plosvim=" = k1 (p 2k T(g) Beos?”

p = Ollyzl-v-:
sont les fonclions de Légendre généralisées d’ordre p dans Pespace

euclidien F_

La série (2.4) converge uniformément et absolument dans Ie domaine
p<< py- Désignons par Q' (respect. 97) le domaine 0 < p < p, (respect, 0, < o
< R). En vertu de (2.3) et (2.4) nous obtenons pom p<p ¥ = (o1, P
x = (p, 6):

' A 1 o 1 = PENRV RS
— u(y)dy = — X P (cosyin (_)
n—-2)|5,| Jrn_z ) n—2)|8 | Jpnz p=0 P ( i) o X

Q Q

oo 1 1
X E ooy (e) Y (91 n)ey” dads,

$ox 0 —5—

pr 2



L’orthogonalité sur la sphére unité des fonctions sphériques nous donne;

2| L gy =
=281 | oz T
o™

14

g

A - E" 1 p-{--?- :

Y18, | (Aprer do, | P (cosy [ )Y, (¢ n)dS, =
0

@B 151 pa0 22 ) g
8

R

- My ax? YP‘(BIR)L' (eder”

SEonis e | e, (eden
e A

L
2

*dp, ==

= a3 1 Yp(9 | n) ; ‘ 2
p=02p+n5.2 pp+n_2 Spt %_1 (*p1) 21 dp,

En tenant compte dela relation

d
o @@y = 2"J, (%)

nous avens:

n-
xy

n . -
=P~ %y o n .
12 1 - oo ?\. T p(l‘n) P+—2 ' \
; - u dy = b - - A Ao) =
(n—2) |51iJ‘ P2 @y p=0 2P‘l+'n"'2 F,p+.n—2( p) ‘ Jp+.g—( 2
AY Q:

p=0y );)—n——Z)p- 2
Drune fagon analogue, pour le domaine " (p <p1< R):
K!
‘ (ﬂ ""' 2) .Slt
Q,!

I

- L Y, @I o (b) . - @5)

5wy dy =
Ty

A 1 =
= - . ¥ P (cosyin (L)
' (n—2) iS5, 911_2 0 J2 (cosyin) o X

Q’!

= 1, .y n-1
X E - Hf_t_l(xpl)}s(q’in) pr dp dS, =

o)

®w : .



Pt-sg -2
2

R
= e P —-—-—-—'1—- d P Qs r =
T (n—2) lsiipfop J nog JP+'I21—1(?‘P‘? plj pOSYIMY  (pmydSy =
| p

S,

R .

= \? > __ e _Y, @) | = 1 g 21 () dpx’
pmoZptn—=2 ~ pp+y-2 2
' P 1 .

En tenant compte de

d (M)‘=_ o () )

dx v x

' nOWs avenms :

o L yydy =
(n—2) 18 | -2
X

a»
w oY @) | Tren2(0 Ty n (08
—_— R 2 = — . -
. p=0 2p+n—2 pt“"-i-f”“2 de(f -2
= 2, (Ao} — Z (2.6)
zng2P+ﬂ ’ZPT—% p+-{2f- -2 =10 2p+nf~2 RP+%‘-2
On tire de (2.5) et (2.6): -
A2 1 ' . 22 } 1 3
@—2) 15, j a2 “9) 4 = TR [ J- ” s u(yy dy =
. S xy - o o Ty
o0 R 1 1 J i
A ol A J > A VY _ (8n) —
p2=u(2P+ﬂ“2)' LI ( P+‘;(p)+ P+-;i—2( p)) » R
J n . (AR)
o0 1 Pty ~ ¢ p o
~ A - o Y (o|lny -
| PEQ 2p+nr—2) Rp+g-2 AR

La formule -

Ia@ +1m @ = 221, @)
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nous denne :

Az 1
n—2) lsll_" prarblORL
xy
S Q

. 20+ 5= T2 (o) -

i =} 2=0'2p+n——2 L Ao }P(sl‘n)—
o 5 Jp+_g__2(AR)
-2 3 - Py (8jn)=
. 2P+n_2 n @ p 7
p=0 RP+'—2*~2’
o 1

=2 —5J , (¥, ¢ln-—
P—":o 'p'2_' P+T—1

J- +L_1(7\R) :
a3 1 AN PR AUL) @7

En vertu de (2.7) et (2.3), I'équation (2.2) s*écrit:

o J . n__(AR) .
1 +—= =2 . !
Ay —a . PE p Y —
a. g0 Zp+E -2 Y, 0IN=0E @38)

n
RPt 52 o
A chaque solution u(x) de léquation (2.1), correspond par la formule

(2.2) ou (2.8) une seule fonction harmonique (P{z). Réciprogquement, pour
ane fonction harmonique O(x) donnde, la solution de Iléquation (2.2) est
définie par la série (2.3) dans laquelle les fonctions sphériques Yp 6 {n)
doivent satisfaire a la relation (2.8). Il est 4 remarquer deux cas possibles:

(a) Le rayon R du domaine Q vérifie I'inégalité:

: J oa (LR) + 0 pour tout p = 0,1, 2,
g 2
Liégalité (2.8) et le développement de @ (x) en polynémes harmoniques:

0@ = T ¢f Y,010) 5 @9)
. p=0
nous montrent que les fonctions sphériques Yp (8)n) sont parfaitement déter-
minées et conséquemment la solution de I’équalion (2.2) est trouvée d'une fagon
unigue. Les conditions (1.34) sent alers triviales,
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(b) 11 existe un entier positif s tel que:
: ‘]S+.—3——’2 (AR) = 0

Larelation (2.8) est satisfaite si et seulement si dans le développement (2.9) on a:
Ys (efn) =0

-Cependant, dans ce cas, comme 'on sait, en vertu de I'orthogonalité des
fonctions sphériques: ’

Scp (@Y, (egn) dS, =0 (2.10)
Q

Ces derniéres, équivalentes a (1.34) sont néeessaires et suffisantes pour
que I'équation (2.2) soit résoluble.

Alors, tous les Y (0ln) ot p 4 s sont parfaitement défiﬁies par I'égalité
(2:8), quant a Y (6[11), elle pent étre choisie comme une combmaiaon linéaire
quelconque de _

kﬂ(S‘—i—n—Z)!(l s )
s (n—2)! s+n—2
fonctions sphériques fondamentales d’ordre s.

Autrement dit, pour la telle valeur de s, nous avons k_ solutions linéai- |

rement indépendantes de I'équation homogéne :

A2 * 1 .
(z) — (n—z)lsllé g M Ay =0 (22)o

xy
Si n est impair ou si n est pair avec la conjeclure de Bourget [10}, I’équa-
tion (2.2); a justement ces k  solutions linéairement indépendantes, 4 savoir

u(x), Uz (Z)eees U, (x). Alors nous pouvons choisir :
. §

1 iE
@ =)= gJ a_ () ¥ (BJn), Tk, @11)
=t ; .

01‘1}’20 (8| n) sont les fonctions sphériques fondamentales'd‘ordre s. En outre:
su(y) = dufz) [n—2 1 1 o
L - = J Ap)— ’ MY (o]
an dp 9 _:r?t_' s_}_i__l(P) 3 s+—;-'——1(P) s (8] )

P , 2 o] 2
Droli, en tepant compte de la formule:

Ti@) = Iy (%) — _"J—x(f)-

g6 »



nous oblenons:

(i) o 1 - ry
2 (z) =|"== 2 ~=J on_ R~ (J +—'1—2(h =
on 2 R_.i.. S'f"‘i' 1 R 3 st 3

E+=—J 0 R || |
2 Ih;z ! ]]Yg"(eln).

“—lf[.(f""’ R AT ARG R)} 01 =

pEl 2
=2 G+r—J, 210 vP0m 2.12)
R? | |

Posouns

Y| n)

n
2T n (AR
st =1 ) ps'-l*n-—2

o 0)=R ty (2.13)

Cest une fonction harmonique dans -, réguliére 4 Pinfini. I est évident
que Pon tire de (2.11), (2.12),.(2.13)

u® (g) | g = @) |g
{ 0u® ) )‘*‘ = —{ 0w (y) }‘
ant _ o
1 $ ¥ |

g
Les solutions u?(x) dé léquation (2,2), sont donc celles du probléme A,
qui dans notre cas, coincide avec le probléme A”, I est facile de voir que les
conditions (2.10) prennent la forme (1.36) ot ¢, (2) = (). ‘

S, i=lyek
h]

Deuxiéme cas: 1 = 2.

’

{
L’équation (2.1) est équivalente & 1'équation intégrale

u(x) — —2%§§ log 71; u(y) dy = D (z) @2.14)

ou ®(x) est une fonction harmonique de C! ().

La solution u(x) admet le développement en série uniformément et absolu-
ment convergenie dans le cercle r < ry <« R:

u{p, ) = Z J; (Ap) (g cos k 8—b sin k 4) (2.15) .
k=29 .. ) '



Comme Pon sait ([9], 4.7 Ch. IV) nous avons la série uniformeément et

absolument convergente dans le cercle P < Py

log FL = — %log (92 + e1 — 2ppicos (o — 91))=
ay .

1 e P )
== — | —_—— i 2 cos (0 — 0)] =
logpl 5 lo.g ( + o7 . ( 0

% Cos n(e—el)( p)“
AL

=—logp, + n

n==1

de telle sorte, que;

A3 1 ;
- SS log u (y)dy=
2 Tay

. _?\_JJ[ loge — f cosn(f— 8,) ( 1 )
- 2 -1 n P

Q . .

X E J (7\91) (a Coskﬂl + b Slnkﬂl) pldpldﬂl "!—

[Io%_ s _cosn(8—g,) ( )]
1

It

X

n

ﬂ!s
x .E T (hey) (a cosks, + b, sinkd,) pide,do,,

ol 0 = {0 ps << p} etQ”—-{p<pl<R}

" par suite: _
A2 1 .
— —SSlog u(y)dy =
: 2: Ia:‘y
Q .
; o R
! ‘ " .
= —g— g a, (log'p SJ{;(AP:)PIC!Pi + Sfo(lpl)mlogmdm)— T -
0 - N p )
p R
& J ?\ . ' .
- il’ J (MM) Pl - dpl—[—- : k( o) dp, [akcoskﬂ + bkmnkﬂJ
ket AL : o k-1 U
N p i
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Les formules de récurrence:

4 (0@ )= 2 s s L (_~f__(§_)_)==_ 7,15

dx xv I
et 1'égalité;
b 2 ' b
S:r] ,J'(a:)iogxdm = S—&—;( x..fl(:c) ) logedz = xJ(x)logr | —
a a a

. b : . :
- ‘Jl(:c)da: = bIy(B)logh — al(loga + J(B) —J (x) (a,b > 0)

v
a

nous donne: ) \
P | . . .
a
toge {1, (he0)odes = 2 (i)
. ) 3 ' .
R R . R .
' 1 logh (, .. L
TdAedpdogeie = Xl Jo(hodrplog(re)d(Rps) — = S-JO(RPl).lmd(lPi) -~
P ‘ p o .
1 ,
= 5 [LBORARIGR) + T — 1ogeheli(he) = o) +
- . 1 ?\'
+ ofz . (?‘P'Il(?"P) - ARJ}.U\R)) i
c’est & dire; .
p B |
) ’ e o )
=% ["%_ logR. RJy(AR) + J"(m);;: o) ] 7

En outre:

@
1 : k+1 1 1 -
LA T Oeyet e = - 1,00 (o) a0 =-hed  (3g)
pk P) . A k+1
Q

A8 (?\ k
- . R R )
J (?‘Plj 1 J (7‘-'91)
. k k
"'kj e Gy Ot | e dOe) =
Py b Apy) Tt
P f
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="‘1—"(?\. k Jk_if;\-P) _ Jk_i(hﬁs)
R (O

1 p k-1 '
= — () [ T (o) — (T ) Ty (u)]
Par conséquent, de la relation |
2v
Jv'l'l (x) + Ju_.l(x) = ? Jv (x) -

on tire:

P R

1 [ 1 e T ()

& [:;;“ _[Jk(lpl)m der + ¢ = dor= Im (o) k+1o“")+ Tpra(he) —
P

() eaon] = &l n00 - () es0n)

Doi1 H

2 . . -5
- log 1 w(ydy =— !-ab.lo(hp) + 2, ()Lp)(akcoske+bk sinke)
2= T ey - ' k=1

Q-

_{_.

L

w I _ . (\R)
+ a)[J{0R) + ARlog RI(R) + 2% 5 k1 (_ﬂ
2 kml . . k R

lk
)(ak cosko ;l—bksinfce)

En définitive
2
(@) = - SS log = u(y)dy = afJo(F) -+ MRIogRI(MR) +
zy
n —lR _ °2° Jk-—l(?\'R)
9 L kR,
de 'telle sorte, que I"équation (2.14) s’écrive:
O(p.f) = aJ (R + MRIogRI( )] +

AR = Jp (AR 2 g 2.16) -
e e a, coskd b, sinkf (2.16)
+2L1 I‘"ch(k oS '
11 snit de 1a gque:

‘A chaque solution u(z) de I'équation métaharmonigque (2.1) dans le cercte
| x| < R correspond une fonclion harmoniqie ®(p,9) définie par Dégalité
(2.18)ou a, , b, sont les coefficients dans le développement (2.15) de la solu-

o* (@, coskd + b, sinke)

tion u(x).
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Réciproquement, si ® (x) est donnée:
() =k2_0pk (mkcoska ~+ ﬁksinkﬂl)

la solution u(x) de 1’éq_uati6n (2.14) est déterminée par la formule (2.15)

ou a,, b, sontdéfinis par les égalités:
agJ, (AR) 4 ARlogRJi(AR)] = ¢,
LI R '
RIS S A  en
2 kRE1 .
3 4, _(AR) '
% k-1 bk=pk -
kRE-1 ‘

Deux cas sont possibles: _
a) Le rayon R du cercle vérifie les inégalités:
J(MR) + MRlogR Jy(AR) & 0
I ARy +0 Mh>1

Alors de I'égalité @(x) = 0, il suit: q, = b, =0, ¥k>0c'est & dire- que 'équa-
tion homogéne (2.14), a seulement la solution triviale et Ilféqu;'?tion non homo-
géne (2.14) a une seule solution dont les coefficients a,, b, sont déierminés
par les relalions (2.17).
b) Au moins, une des relations: . _
' J{AR) + ARlogRJ,(AR) = 0 (2.18),
I _AR) = 0 pour un certain k>1 .‘ ‘ (2.18)2

est satisfaite. Cherchons la sofution de I'équation ‘homogene (2.14),:

«) Supposons que J,(AR) — AR logR J, (AR) = 0. Alors, @, peut étre choisi
arbitrairement de telle sorte, que 1’équation homogéne (2.14), admette Ia solution
de la forme:

_ (o, 0) = Jo(Ap)
- Don, ' ,
= U(AR) M --au—
on

r
Si R + 1, nous avons en vertu de (2.18),:

_ _ I{\R)
RlogR

= — A Jo(AR) = A Jy(AR)

ul=J0R), 2%
: on

T
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Posons

o(z) =212 10g,

o
Alors w(x) est harmonique dans {1-, appartient & la classe _ﬂt ety

H*‘(y)! = m"“(y)l
(o) | = (%‘;—"i) |
r | r

C’est A dire que u(x) est la solution du probléme A. Si R == 1, nous avons
& l'aide de (2.18),:

-

oy :
=08, —|=2AL{A
S| = ()
r
Posons : ‘
Cw@(z) = — AN logp

Alors o(x) est harmonique daps Q-, appartient 4 la classe /X et

u+(y)lr= w*-{y) lz‘

( su(y) )* - (aw'(!}) )‘

an; , an; I
' r T
Cest & dive que u(z) est la solution du ploblame A,

B) Supposons que J, . (AR) =0 pour un ceriain k> 1. Alors a, et b,
peuvent é&tre choisis albxtrauement de telle sorte que l'équation homogene

(2.14), admette les soluticns suivantes:
uapid) = J, (Mp) cosks,
ug(p, 8) == J . (Ap) sinko
Considérons par exemple u(p, B).'Aiors, nous avons:
u(R,0) = J (AR} coa k8.

' I, (MR) S
M_. — — ? B o= — __E...-.-_._-.. A coskl =
0D |= 2 7R cos o = ;\{ kK 4 T OB | cos
J,. (AR
=k —-——k( ) cosks
. : R
Par suite, si nous posons:
cosk

w0 (0s8) = A4 = , 4 = RET (AR)
p _ ‘-
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alors mk(p, ) appartient & la classe A et:

+ (= ‘Dk (Pse)l
r
@ || __ | 2@ )
.*: v —_
any r ‘ Bng ‘ IF

c’est a dire que u; (p,0) est la solution du probiéme A.

Received on October 1980
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