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§1. PRELIMINAIRES

-Le. probléme de point lixe des applications aléatoires a é1é posé pour la
premiére fois par Spacek et Hans ([7], [3], [18]) dans I"étude des équalions inté-
grales de Fredholm 4 noyaux aléaloires. Ces auteurs ont obtenu les premiers
résultats dans celte direction concernant I'existence de points fixes des conirac-
tions de Banach aléatoires. Les versions probabilistiques du théoréme de point
fixe de Schauder ainsi que leurs applications aux questions des équations diffé-
rentielles, intégrales aléatoires onl é1é traitées par Reid A.T. Br. Mukheryea

- ([13], [15]). Divers problémes de point fixe pour les applications aléatoires ont

eté posés dans un articls de Reid A.T. ([16]). Nolons que pour les multiapplicalions
aléatoires certains résultats de ce ype ont été oblenus récemment par Itoh pour .
les contractions multivoques de Banach (f11]) et par Engl pour les multiappli-
calions semicontinues supérieurement d’'un convexe fermé stochastique avec
intérieur nonvide dans lui-méme {61 En utilisant une méthode algorithmi-
que donnée par Hoang Tuy pour -le cas déterministe ([20]), I'auteur a réeem-
ment oblenu des versions aléatoires du théoréme de Kakutani-Kyfan dans les

espaces localement convexes métrisables ou sousliniens [2). (**).
. i

(") L’auteur a pris connaissance de ces résultats aprés que I'article présent ‘avait
4i¢ 'achevé. La notion de séparabilité d'une multi-application donnée dans la suite a. &té
introduite par Engl et, indépendamment, ‘par I'suteur pour des questions différentes. La

‘ _lerminologie employée ici est celle d'Engl.

(**) Pour un apercu général sur la situation du prohléme jusqu'a 1976 ainsi qﬁe'
des questions posées, voir [16]. ;
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Notons que dans les résultas énumérés, les (multi) applications considérées
sont continues (ou semicontinues supérieurement. 1l existe cependant dans le
ccas délerministe - des théorémes de points fixes concernant des applications
sans hypothéses de type continuité. Ce sont des résultats de Bovd — Wong [2]
qui ont été genéralisés ensuite par d’autres auteurs (14], [17], {11 [9), {21],
{22, f19p. — .

Dans le présent article on obtient des versions aléatoires des résultats
de ce type. On ne tend pas 4 obtenir tous les résultals qui peuvent étre démon-
trés 4 l’aide de la technique utilisé, mais on se borne a établir ceux des plus
typiques. Comme cas particulier on retrouve le résultat de. [toh ([11]), ou la
démounstration se base essentiellement sur la continuité (lipshitzienne) des
applieations.

L’approche adoptée dans cet article consiste a4 paramétriser des processus -
d’itération utilisées habituellement dans le eas déterministe.

Notons enfin que ramenés au cas déterministe, quelques uns des résultats
‘obtenus ici sont, 4 nolre connaissance, plus généraux que ceux connus jusqu’a
présen! dans la littérature, - s

Dans tout cet arlicle, (2. o#) est un espace mesurable, (X, d) un espace
mélrique. On désigne par C(X) l'ensemble de toutes les parlies completes
nonvides de X, par D la distance de Hausdor{f, associée a4 d dans C(X), e.a.d.

Dra, B) :-max sup d(x, B), sup d(y, A)f L + oo
€A . y<B (YA, B€ C(X))

Une multi-application F: Q-»2% est dile mesurable, si: Flw) € C(X)_
(Vw € Q), F(w) est séparable et : .

PO S [0 €Q | Fw) U +¢] € of
" pour lout ouvert U dans X ({3]). o
\Une'multi—a'pplication F: Q—2% sera dite p — mesurable, -si F(x)e A
pour lout z € X, :
- Soit 2 € QXX tel que

def
@)= [0 €Q | (v, x) € T}

et soit-Y un espace métrique.

--Une-mulii"-applica!i’on I': 227 est dite aléatoire, si pour tout = € X,
la multiapplication T'(., x) : Z°(x) — 2¥ est mesurable ([6]).

Soit T' : £ — 2% une multi-application aléatoire. Une application :'t,_(.)_: QurX”
est dite point fixe de I', si: elle est mesurable, (0, z (0)) € = et

S z(w) €T (0, T (@) (Yo €Q)
- Enfin, une multi-application F: Q —3-'2:" est dife séparable, s’it existe une
suite Z C X lelle que pour tout w € Q, Z N F(w) soit dense dans F(w) ([6]).
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§ 2. FORMULATION DES RESULTATS

Subposons données une nmultiapplication séparable p — mesurable
F: Q2% telle que F(o) € C(X) (yoEQ)

Théoreme 2.1. Soient S, T: Graph F — 2* deux multiapplications
aléatoires telles que
~S(w, Fw)y ¢ F(w), T(m, Fw)) ¢ Flw) (VoER)
Supposons qu’il existe des fonctions aléatoires (*)

a1 QX [0, +) = R. (i = 1,5)" vérifiant

Tm . faw, t) + o, 1) + 2as(o, D + 2w << 1(*%) )

{21, : .1
dim [on(eo, 1) + aa(, t) + 2eylw, t) + as(w, 1)] <1 : 5 :

t—to

pour tout. (w, t) € QX [0, 4 oe)

ou . .
Tim [, 1) + aaw, 1) + 25, 1) + as(w, ] < 1
i—i, .

12t

lim {outon D) + as(o, 1) + 2o4(w, 1) + as(w, t)] < 1

t—t,

1=t

@

pour tout (w, t,) € 2 X [0, +o0)
si F(w) = C est constant, telles que
D(S(w, x)s T(w, y)) < a; d(x, S(o, x)) + ax d(y, T(e, ¥)) +
+ a3 Ky, S, X)) + a4 d(x, T(w, ¥)) + a5 d(x, y) (2.2)

ol &= ay(w, d(x, y)), (i = 1,5), pour tout couple de poinls dislincts x, y € F (w)
(Veo€Q). ' : - .
Alors
a) 1l exisle une section mesurable x(.) de F telle que
x(w) € S(o, x(m)) U T{w, x(w) (Yu&ER) : 2.3
En outre

jo € x(w) € < S(o, (o)} €A fo€Q1x(w) € T(o, X(w))] € A

b) Si de plos, (2.2) a lieu pour tout couple x, ¥ € Flw) (yw€Q), x(.)
est un point fixe commun de S et T.

(*) au sens donné sans §:1 .
(**) pour toule fonction @ : (to — &, o + 6)-->R (@: [tes to + 8] — R), on désigne

par lim o) (lim @(f)) la valeur Tnf supa(t} - Ginf supa(z)
b=t {—==>¢ , negnN 8 N
‘Lo, € lt=to] << —- SN o t°<_ﬂ
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Theoreme 2.2. Soient S, T : Graph F -» 2% deux multiapplications aléa-
toires telles que )

S(w, F()) < F{w), T(w, F(0)} C F(m) (Vog€Q)
Supposons qu’il existe une fonction aléaloirc

Tt 2|0, + o)~ R:_ vérifiant Tim a(w, 1) <1 w(w, 1) EQX [0, +e=) (2.4)

t—ty
ou lim. a(w, t)<l viw, 1) € QX |0, +e) (2.4)
t— 1,
L= Lo
si F(w) = C est constant, tels que

D(S{w, x), T(w, ¥)) < a(m. d(:c, V))
.maxf{d(zx. y), d(z. S(w, x)), d(y, T(w, ¥)), — {d(a:. T(w, y)+dcy, S(w, %))}

~pour tout couple de point distinels Ty €& I(w)
Alors on a les conclusions a) et b) du théoréme 2.1 du dans b) (2.2)
est remplacé par {(2.9),
Theoreme 2.3. Soit S: Grah F—X une application aléatoire telle que
S(w, F(w)) CF(w) Supposons qu’il existe des fonctions-aléatoires
' ai: Qx(0, 4 oe) . RL (i = f:g) veérifiant |

. )
Im = aw. <ty Vo t) € QX(0, +o») (2.6) .
b—t, i=1 - -

-~ . e 5 .

ou m 2 aio ) Lo Yo ) € QX(0, +=) (2.8)

- t—t, i=1 -

. >ty
"~ si F(w) = C est constant, telles que
d(S(w. %), Son ¥)) < aid(@, S(on. T)) + 22d(y, S(w, ¥)) +

+2:d(@ S YD) + ad(y, S(w, @) + asd(2, ¥) S 20
. pour tout couple & + 3, % y € Flw), (vo € Q)
oo a = wi(w, d(x, y)), diz, y) (i = 15) '

Alors S posséde un point fixe et un seul

Remarques,

1. Dans les théorémes formulés les multiapplications se sont pas supposés

continues, Comme un cas particulier du théoréme 2.1 ot F(w) = C est constant,

ai{w, 1) =0(l = 1,4), as(@. !) = a(w) S =T on retrouve le resultat de Itoh ([11])

(cllont la démonstration s’appuit essentiellement sur la continuité lipschitzienne
e S, :

2. Une version aléatoire d’un résultat récent de Siric peut étre obtenue
R la raménant au théoréme 2.2 avec S, T univoque, grace au théoréme de
lections de Kuratowski—Ryll Nardzewski — Castaing ({12], [3], {10]). -
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3. Dans le ras determmlste des résultats moins généraux que ceux con-
tenos dans les théorémes 2.1, 2.2 ont été obtenus dans. [14]; [17], [1], Q] [21],
[22], [19]. Le théoréme 2.2 est juste la version aléatoire d’un résuliat de Wong

{22. -

'§3. DEMONSTRATION DES THEOREME

3.1 Prc,:positi()n Soient I': Q— 2* une multiapplication séparabte, p-me-
surable, uy(.): @ — X une application étagée (*) mesurable, GER (i =1, m m),
@, Wi: QX0 4 o) >R (=1, m . m) des fonctions aléatoires telles que

Lim (e, & <c, lim |¢i(w, £)] <+ oo . - (3.
t—>to t—>1,
T Viw, 1)) € 2 X (0, +oo) : .
ou o ’
hm @i (w, ) <Tey Hm [Pi(m 1)] < + oo (3.19
t—>t t=>tg ‘ .
1>t: . 121, ‘

Vo, te) € Q X (0, + =)
si F(») = C -est constant.
Alors, pour toule sechon("“*) mesurable () de F, toute fonction
mesurable r (w) telle que : ' ‘
, 0 < d(u(w) ug(w)) < I(w) (yoc Q)
il existe une section étagée mesurable u (.) de I’ telle que
(Vo € Q) .
0 d@(e) uo (@) < r(w) (Vo € Q) (3.2)
' @i (w0, d (i (0}, u, () + Pi (o, d @ (w), U, (W)).d ) uw) < e (3.3)
pour toul i = 1, we. ‘
Lemme 3.1. Soient I' une multi-application sépurable p-mesurable, u(.)
une section mesurable de I, - _ .
Alors, pour toule fonction mesurable g(w) >0, il existe une section
élagée mesurable v () de I lelle que ‘

. d (1 (), u(w) e (w) (Y 6 Q)

Nemonstratien. Soit D = {Il } =1 C X telle que D A F(e N Flw) ) F(w) pour

loul @ € Q. Posons u(w) = un, si n est le plus petit entier tel que u, & Flw) et

d (g, ti(w)) <7 €(w). 1L est clair que u(.) est bien définie et posseéde toutes les
p!OpI‘leleS desuees .

*) Une application sera dite, par abus’ de language, étagée, si elle admet au plus )
"un -lombu. dénombrable de-valeurs. : . )
%) u (.} est dile une section dune multuppucatlon F:Q X, si niw) € 7 (w)

{Vw € Q).
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Le lemme suivant sera utilisé anssi dans la suile,

I - -
Lemme 3.2. Soient F:0 — 2% une mulli- -application p-mesurable, (.}
une section e[agec mesurable de F, (Y, p) un espace métrique, )

r Graph F —2Y une multiapplication aléatoire, :

T:i: Q2" la maltiapplication définie par ['y(w) = I'(w, u(m)) (Vo € Q)

Alors:

1} T'; est mesurable

2) pour toute application mesﬁréble v(.} : Q=1 . toute fonction r(w) telle que
PE(), Ti(e) <r@w) (Vo€ Q)

_il existe une scction mesurable u(.) de [y telle que

p(v(w) u(w)) < r(w) - Vo€

]
i

Démonstration. a) est évidente. En verty de a) il exisle une suite

[un( Jf n=1 4e sections mesurablcs de I'; (cile que {u (ru)} = ['|(w) pour -tout

w € Q([3]) il suflit de poser, pour chaque € Q, u(w) =u (m), sin est le plus A
pelit entier tel que d(v(w), Up(w)) < r(w). II est clair que u(.) est bien definie
' el posséde toutes les propriétés désirées.

- Lemme 3.3. Soient (G, dy. un es’pace me[rlqm‘ séparable, u,6): Q= C
¢lagée mesurable, u(.) : Q@ — C mesurable.

Alors, pour toute fonction mesurable s(g;:)> 0. il existe une application
“¢étagée mesurable u()): Q = C telle que:. |

a) d(u(w), u(w) <s(w) - (Yo €Q) -
b) du(w), U(w) < du(®), Uyw)) VYo e Q)

Démons:ration i est clair qu'on peut supposer que Ww) =z, g(w) =8
sont constantes.

Soient [u-,,]:;__l une suite- partout dense dans G,

B, Ia’boule de centre u, et de rayon /2, et soit rp = sup d(u,, u)
V UEBn
Pour chaque n € N, fixons un point »{ & B, te] que d(u, v8) = r, si un tel
Point existe, et pour lout m € N, un point u(n) € B, tel que
1
1--—— duo, v() rn(l———-)
( ) \<‘ ( )< k41

avee un entier k= E(m) } m, dans le eas contraire,



Pour tout » € Q soit ft == a(w) le pius pelit, entier tel que u(w)éﬁn.
Posons a(w) = v, si un tel point v(sg) existe, et u(w) :vg‘), ot m est 'entier
défini par

1 = ' 1
T'n (1 - H-) < d (e u{w)) < rn.(l ——)
m m+1
dans le cas contraire.

On vérifie facilement que u(.) est blen définie surQ et posséde toules les
propriétés désirées. ‘ :

Démonstration de la proposition 3.1. .
Posons a(wy = Flw) — d (U, (0), u ()
£(w) = min {a(w), d (u, (), i ()}

D'aprés le lemme 3.1, il existe une section élagée mesurable i,(w) de F
telle que

d (un (@) u(w) < —1— e(w) Yo& ) - , 3.4

Si, de plus. F(w) = C,d" aprés le lemme 3.3. on peut supposer que
d (Up (@) Uy (w) > d(u (@) U, (@) (Vo€ ) (3.9)

I est clair que peour tout n & N on a ‘
0 < d(Un(o) Totw) <7 (Yog@) (3.6)
Posons, pour lout o € Q, u(w) = U, (v). si nestle plus pelit entier tel que
@ (w. d (U (@), U, (@) + @i (0, d ({y (©) e (@))d(H (@) u () << (3.7
pour fout i = TE’I

Il résulte de (3.1) et (3.4), on de (3.10, (3.4) et (3.5) que u(.) est bien
définie sur Q.

L.a mesurabilité de u(.) se vérifie Faci[e’ment en tenant compte du fait -

que Un () 1a () sonl des applications étagées - -mesurables. Les inégalités (3.2),
" (3.3) découlent de (3,6), (3.7).

-

3.2. Démonstration du théoréme 2.1,

-~

Lemme 3.4, Sous les hvpolhéses de ['assertion a) du théoréme, soit w, € Q

fixé, et soient [mn}:;I, [J:n “_1C F(w, ). Ty > T, T, — “telles que

Loyt € S(wy Tp) pour tout n pair. | {(3.8)
. Znsy € T (0o, %)  pour tout nimpair. : (3.9)
Alors, € S(w,x) v T, x)

‘Démonstration. Comme o, est {ixé, dansce qui suit on le supprimera dans
I’écriture. On peuf supposer que ‘z, = x(¥n & N) En é{fet, dans le cas contraire,

il existe une sous-suite {ni}jO:lCN telle que Enj = z (Y¥i.€ N). On peut .
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Supposer que fous les z; sont pairs ou que tous les n, sont impairs. Dans Ie
premier cas.on a Tn g € S(;ni) = 8(%) (Vi ¢ N) Faisanti — 4 oe ong z<Siz).
De la méme fagon, dans le second cas on a x < 7(x) Ainsi, 2, = z(¥n & N).
En utilisant (2.2), en vertn (3.8). pour tout n pair on a :

d(z,, Tiz) < d(x,. Topr) 4 d(Tnt1, Tosy) + D(S(z,), T(z)) <

< d(mﬂ?n . SE;H) + d(a;;“ ’ i"n+1) -+ ald(:'r—n » Tpv1) + axd(z, :l?_n)
+axd(x,, T(x)) + asd(z, Zn+1) + ad(x, ,\ T(x) + asd(z, Z,)

ou G = di(w,, d(T,, x)) (i = 1.,5)
Done . d(x, . Tx) < e,b(d(z,. x))
ol b(t) = 1711 —ay(w,, B — ay(w,, 1]

&y = ‘](a:"ru En—l—l) + (](En_j_l- xl+1) + a3d($s -rn+1) + dld(xns xn-{—l) + (32+a5) d(En* 33)

Comme d’aprés 2.1, Iim b(l) << + oo, en faisant © n— +oe on obtient
. ~ © tdp ' '
dir. T(x)) = 0,

Lemme 3.5, Sous les hypothéses de I'assertion b) du Théoréme, pour -
chaque w, €Q fixé I'ensemble des points fixes de S(w,,.) eoincide avec celui
de T(w,,.)

Démonstration Dans ce qui suit, le symhole w, sera omis. Supposons
que r € S(x). D’aprés-¢2.2) on a )
e T@) < D@ T < a0y ot «(0))d(z, T(x))
ce- qui, en vertu de (2.1), entrajne que d(x, T(z)) = 0. De facon analogue,
z € T(x) entrajne que d(x, S(x)) = 0. C. Q.F.D, '
Posons
fo, 1) = ar{m, £y + asm, t) + as(w, 1)
I — e, 1) — ayuw, t)
o, 1) = 1+ ai(w, 1) ~+ 3w, t)
1 —ag(w, t)— ay(m, t)]
220, 1) + as(w, 1) + as(w, 1)
I'—ayw, t) — as(e, t) ,
Qw, 1) = . 14 ay(w, t)—_}-ou(m, t) : .
ol =y, t) — aa(w,-t})]
Mw; t, w) = f(o, t) 4+ glo, ). p
N(w. t; p) = p(o, D4qlo, t). p
Il est évident que les fonctions f(, 1), p(w, t) satisfont aux hypothéses
sur les fonctions Pi(w, £) (avec ¢; = 1) et les fonctions g(w, ), q(w, ¥) satisfont
aux hypothéses sur les fongtions ¥i(w, t) dans la Proposition 3.1.

Le point crucial de la démonstration dn Théoréme 2.1 est le lemme
suivant: - : ’

P(w, t) =

t
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femme 3.6. Sous les hypothéses du (héoréme. soient

Jca, Sed, m):e->X
_une seclion étagée mesurable de P, r() .0 —> R! une fonction mesurable.
Alors, pour toule application mesurahle u {.):
' Q> X telle que u{w) € S(w, Uy (®))
verifiant : .
d@u ). i @) < @ Vo€ (3.8)
et pour tout e>>0, it existe trois sous-ensembles deux a deux disjoints E, G,

Qe A ayant Ezvpour réunion, une section étagée mesurable u()de F 5\}5 s

telle que _
Uy () € S{w, u, () (Vo €E) ' (3.9
@ €T (w @) (Vo &G) (3.9):
0<<d@ (@) T(@) <T@ (Yo&Q\E) - (310
A @ (), 1) < & d @) @) (Vo & Q\E) (3.11y

et- une application mesurable v(.): QX telle que v(w) € T (o, ulm)
(Vo € Q) et | |

d(v(m).u(mn<n(w) Vwew) 0 G

on
I (w) = min fd (u(w), 1, (p)), T (@) M(w, dUu(e). uo(w)) d(u(m) u(w)))}

Démonstration. Posons

+

. E={o€QldWw), uw)=0]
Daprés la Proposition 3.1 (avec m =2, ¢i(0, {) = 0,

1

! wl (ml t)ETo Ci==c¢; (Pg((.l)' t)Ef(w’ t).’

'wz(m- De=glo,t), ca=1)
- il existe une section étagée mesurable u(.) de F|= S\E telle qu'on ait (3.10),
(3.11) et quc . i

M. d @), Zo@): d@@) @) <1 (Yo & oXE) T 313
En utilisant (2.2) et en tenanl compte du falt que
‘ . d (u (w), (w, (@) =0 (Vo G Q). ,

pour lout w € 5\E “ona | _ . T
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d (o) T (0 1) < d @), ulo) + d), T To) <
d (U (@), (@) + DS (w, U () T (w0 u(w) <
@z +ay) d(u (o) T(o, () + @+ a+ a5) d (U, @), uo)) +
- (A - as) d(a(w). ulmd).
ol i = o (w, d (Ue(w), u(w)))
Done ) .
d(u(w). Tiw, tlw))) < d(U,(w), @w)). Mo, d{i (o), a{w); da(v), u(e))) (3.14)
Posons
G =o€ ONE | Mo di(w), ue); du(e), u@)) = 0}
Comme la fonction de o, d(ito(w), u(w)) est étagée mesurable, la fonction
(lg w, M(w, d(ti,(w), u(w)); d(u(w), u(w))) est mesurable. Done G & 4. On a évi-

demment (3.9); et (3.9).. Posons 3 :a\(ﬁ v ). On déduit de (3.13), (3.14) et
(3.10) que

d(t(w), T(w, u(w))) < ri(w) (Yo &€ 3)

L'existence d'unc application mesurable v(.): O — X telle que (w) € T(w
u(w)), salisfaisant & (2.10), est alors assurée par le lemme 3.2. C.Q.F.D.

Démonstration du théersme. En vertu du lemme 3.5, il suffit de démon-
trer 'assertion a). Soient a,(.) une section étagée mesurable de I'(*), ;(.) une
section mesurable de la multiapplication w 1— S (w, To(e)) (**) et soil ry(w) une
fonction mesurable lelle que d(E,(w), x{w)) < row).

D aprés le lemme 13.6), il existe une partition de £ en trois sous-ensembles
deux a deux disjoints Iy, G, @ € -4 et une section ¢lagée mesurable 2:(.) de
I QN Eq telles que

Tolw) € S(w, Te(w)) (Yo € Ey)
zy(w) € T(w, Ty(w)) (Yo € G))
0 < d(F(w), To(w)) < 1(w) (Yo € Q\E)
d(@(w), T(w)) < dxi(®), To(w)) (Yo € Q\E)
Si @ = ¢ la démonstration est terminée, car I'application
Eo(m)\ si w Ve E,

Tlw) = § — . .
x{w) si w € Gy

(*) Une telle section .1:,-(-) de F existe loujours, En effet, 8i Z = [zn }:: C X est

telle que Z N Flw)= F(w) il suffit de poser :;;(w):zn, si n est le plus petit enlier que
Zn e F(w)- ] )
(**) L'cxistente d’une telle section xi{.) est assurée par le lemme 3.2
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posséde lottes les propriétés désirées. Dans le cas conmstraire, prenons une
application mesurable x,(.): Q¢ > X telle que 2yw) € T(m.'-:i:dl(w)) et que
(o), Tr(w)) < Ii(w) (Vo € Q) " (3.15)
du
ry(w) = min {d(F (), To (). I (w). M(w, d (T7 () To (w); d (T (), Ty ()}
L’existencé d'une telle application xa () est assurée aussi par le
Jemme 3.6. '

En vertu de (3.13), en appliquant encore fe lemme 3.6, on les rdles de
S et T sont interchangés on obtient une partition de & en trois sousensembles

Ea, Ga, Q3 € A4 ct une section ¢lagée mesurable () de F telles que
Q[\Ez .

i) € Tlo x(@) (Yo cky)
. T2 (w) € S(o, 3 (w)) (vo € G3)
0 < d @, ) < ri(w (vo € ANE)

_ 1 - _
d (x2 (w), T2 {w)) < Y d (2 () Xo () (Yo ¢ &\ Ea

Si Qp = ¢ il sulfil de poser X
. z (w) si &
x (0) = { r(w) s1 w0 & Guls
| Ta(w) si o€ G
et la démonstration est terminée. Dans le cas contraire prenons une application
mesurable @3(.): Q2 — X telle que @3 (w) € S{w, T, (®)) et que
d (s (0), T3 (@) < Tp() (Yo € ) (3.16)
ou _
ro(@) = min | d (Zxw), T1{e)), 11 (w) N (o, d(T (), T; () 5 d (@3 (w), Tz (@D}
On se trouve ainsi dans la siluation initiale de la démonsiralion avec &y,
X5 (), ra (), T3(w) au lieu de Q, @, (W), Iy (w), T (w). En continuant ce processus,
. on obtient une suile {Qn}:zo de sous-enscmbles nonvides de Q avec 8, =,

des suiles »[E“+1}o<11<a . IG“+1}0\<\11<<1 C A (w&ENwuy [0}y lelles que

pour toul n (oL n<a) Qogts Forny Gy soient deux a deux disjoints et atent
Q, pour réunion, et si a <T+Hoo, Qa1 = FuC Ga, et des suites {a:n.:](.)] .
. o, n<la

{E,,_H (‘)1—1<11<a felles que pour lout n: o<Ln<Ta, Xopr(): Qp — X s0it une
application mesurable, Ty () soit une section élagée mesurable de F et
. ] lQn\En-]-l
qu'on ait ) . :
Ty1 (0) € S(0), Tn(w)) Vo € Q) (3.17)
Talw) €S Ta) (Vo € Eu) (3.18)
Tpii(@) € T(@, Tag(@) (Vo € Gust) (3.19)
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sion ooesl pafr.

Zari(®) € Tlw, Tn(@)) Yo € Q) (3,179

-:;n(m) < T(U.J, _:En(“))) (V[U & En+l) (SIH!)

L) € S{on Tus(®))  (vo € Gagr) (5.197)

s1 n esl imdair, et ‘
_ _ 1 — —

d(xn+1(w}- Toriw)) < I-l—_—I——__I d(xn(w):' Lyri(w)) (Vo Qn\EnH) (320)

0 < d{Ty(w), Tpr(w)) << Falw) (Yo € O\ Eni) (3.21,

(Vn:0 < n<<a)

ou 'ry(w) est donnée par la formule de récurrence

ralw) = minfd T(w), Loi(@)), Fai(o) Ku(w)] (3.22
(n=1, 2, .. ' .
avec
Mo, d(Tp_i(w), To(@)); d(To(w), To()))
‘81 n esl impair
Kn(w) = )
( N(w, d(Zy_1(w) Tnlw)): d(:rn(m) ST (w)))
si n est pair
Posons
_ En((u) si we& Foy -
x(w) - ; E-n-t-l(w) si o 6.: Gn+1
(v 0Cn<Ta)
pour lout o € Qg — dér Vo (Fan U Gas)
osSom<_d-

Si Q, = Q, on a alors (2.3). Si Q. ==Q il ést nécessaire que o = -4 so. Posons

Qoo = Q\Q’w. Pour tout w € @, en vertu de (3 21y, (3.22), la suite numu‘lqm
d(Ty(w), T,+1(w)) est décroissante, parsuite, tend vers une limile a(w) 2> 0. Pour
chaque w € Qw, en verlu de (2.1), en tenant compte de (3.20), on obtient

“lim K (0) < max | lim [(w, ), lim p(a, H} <1

n=—0 t~ra(w) t—>a{w)
Il résulte alors de (2.22) que pour toul ® € Qw, la suite [d(a—:“(m), -x_nﬂ(mn}nwzo
est majorée par une suile ayanl une somme linie. Done, il exist x (w)= lim z,(w)

~ . n—-o’
Posons x(w) = x(w), isi 0 &€ Qew. Il est clair, que x(w), ainsi délinie sur Q, esl

mesurable ct, d” aprés le lemme 3.4, satisfait a (2.3) C.Q.F.D.
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2 4. Demonsiration dn théeoreme 2.2
Lemme 3.7. se formule littéralement comme le lerime 3.4.

Démonstration. Par le méne argument que celui utilisé dans la démons-
tration du lemme 3.4, on peut supposer que %,==x. En utilisant (2.5), pour
tout n pair, on a (le symbole w, sera supprime dans Pécriture)

d(Znsts T@NKDS@), T(@)) < &(d(@n, 2)) . MAT {d(Tn, T), d(Fo, S(ze))s (=, T(2)).

1 . ’
E‘[d( L wn-l-l) + d(xn-t-lv T(:B)) ‘}‘ d(:l’,', xn-r—l)]g

| a(d(@y, %) maz } A, 2, d(X., Taas

; _ .
d(.L‘. mn+1) + d(xn-l-ln T(-B))- ? [d(mm xn+l) + d(.’l?n+1, T(.’.U)) + d(ﬂ?, xn-!-l)]%

Donge,
dez, Te) < Hm  at) d(z, T(x))
=0

ce qui n'est possible, en vertu de (2.4), que si dix,T(x) =10
Lemme 3.8, se formule littéralement comme le lemme 3.5.
Deémonstration. (Dans ce qui suit le symbole w, sera omis). Si x€S(x) on a

d(z, T(x)) < DS@), T@) < Lim  at) dix, T®)
t—0

ce qui n'est possible, en vertu de (2.4.) que si d(x, T(x)) = 0. De facon analogue,
x ¢ T(x) entraine x ¢ Sx C.Q.F.D. \

Posons
Blon U = [3—2a(w, ] / 11 = ale, V]

Alw, ) = afw, 1) + Blw, 1) . &
1l est évident que e(w, f), B(w, t) satisfont respectivement aux liypothéses sur
@i(w, I), Vi(w, 1) de la Proposition 3,1 (avec ¢, = 1)
: Lemme 3.9. se formule litléralement comme le lemme 3.6, en rempla-
cant (3.12) par ,
ri(e) = min | d{@y(w), 2(w)). F©) A, d(w), Ww); diuw), uw))] (3.23)
Démenstration. Posons
E= [w < Q | d{to(w), u(w)) = 0} -
D'aprés la Propesition 3.1, il existe une section étagée mesurable u(.) de
FIG\E telle quwon ait (3.10), (3.11) et
Ao, d@ig), i) 5 d{Ew), s <1  (Yog O\E) (3.24)
En tenant compte de (2.4) et du fait que d(u(w), S(o, Eo(w))) =0{Vu & 5),

on a sur O\ E -
di(w), T(w: 2(w)) < d@w), u(®)) + D(S(, u,(w), T(e, u(w)))
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En ulilisant (2.5) on ob'ient
d(u(w), T(w, u(w)) < dule), u(@)) + - ) .25
a(to, d(lio(w), w(®))) max {d(to(w), u(w) +d(u(w), u(w)), d@(@), T, u@)}
On a done - u
d(u(w), T(w. u(w))) < Ao, d(U, (@), u(®)) ; d@w), u@)) . du();uw) (3.26)
En effet, pour tout w & QN E si dans I'expression sous le signe maximum
de (3.25) le premier lerme est plus grand que le second, ont a
d(ti(w), T(o, () < o, d(to(w), t(w))) . [d(Uy(w). u(w)) + d(ulw), u(v))}
‘ Dans le cas conlraire on a
d(u(w), T (o, a(w))) < alw, A (w), @) . du(w), T(o, u(w))) + d{u(w), ue))
ou
d(u{w), u{w))
1— oo, d(Uo(w), u(w)))
Donc dans tous les deux cas on a (3.26)
PQsons

G=]o& ﬁ\E | Afw, d(U(w), uw)); d(u(w), u(w))) = 0}

d(ufw), T(w, u(w))) <

Comme d (u, (w), ¢ (w))) est étagée mesurable, on a G € -4 On a évidem-
ment (3.9); — (3.9),. -

Posons Q = 5\(EuG). En veriu de (3.10), (3.24), (3.26), pour tout w Eff on a:
d@w), T(w, u(w)) < rnw) (3.27)
Ou ry (w) est donnée par (3.23).

L’existence d'une application mesurable v (.): Q—- X telle que v(m) &T (v,
u(m)) salisfaisant & (3.12) est alors assurée par le lemme 3.2,

Démonstration do théereme. La méme que la démonstration du théo
réme 2.1, en remplacant f(w, {) et p(w, ) par a(w, t); ¢(w, ) et g(w, b) parp (w, 03
M(w, t;z)et N(w, ;) par A{w, 1: 7) et en ulilisant les lemmes 3.7 — 3.9 au
lien des lemmes 3.4 — 3.6.

3.4. Démonstration do Théoreme 2.3,

Lemme 3.10. Sous les hypothéses du théoréme, soil w, & Q [ixé. Alors

toute suile [Zn]:;IC F(w,) telle que

. d(Zn, Zns1) — 0 d(zn-f-l’ S(wu y £3))) — 0 (n — +D°)
converge vers un poinl fixe de S(w,, .)..
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Demonstraion. (le symbol w, sera omis dans 1'écriture), Monlrens d’abord

que [Z[]}I]:] esl une suite de Cauchy. Supposons au contraire qu'il existe deux

[#]
sous-suites “fz, | N {24 ]:_ avee p, > ¢, > o0 lelles que a’(gp L 2Zq ) =r>o0
n _ n -
On peut supposer que d(z, —1,zq ) < r . Posons
n n

e = d (2, 7)) 7y = d(z, SZp-1), cu': d{z, . Zq )
On'a ,
P <A@ 1 2 ) Ay 2g) ST
Done, ¢, —r + o. En utilisant (3.27) on obtient _
¢n = d(zp_» 2Zq ) < tp 41+t 11 + 7p 41 + Tq 41+ d (Szp_, Szq ) <
< @ + a® 4+ aye, + (1+af + af™) 1y 1+ 7y 41) +
(14 al + al) (tq 1 + 74 42)

ou o™ = o« (cn)Cn G =15 n=12 .

Faisant n — + ce, on obtient

r? < lim ci < v lim [as(ey) + @s(ca) + as(Cn)]
n—roa n—ro<

ce qui, en vertu de (2.6), est absurde.

Donc. z,— 7, par suite, d’aprés I'hypothése du lemme, S(z,)—=z. Monlrons
que z = Sz. Supposons au contraire que z==S5z. On a alors z,,#:z pour toul n
assez grand, car sinon, z,, == z pom les n; d'une sotis-suite {n} _;C Net par

suite,
d(z, Sz)= lim d(z, Sz, ) < lim d(2, %, H)—{— lim  d(za; +1 S/n) 0

j—= o' 1= w0 j—r0
En utilisant (2.7) on a -

P )
aa(d,) 4+ aﬁ(dn)

dz, Sz)y < d(z, Zn4) + d(zye1, Szp) + d(S?n, Sz) < d(.z, Szy+ ey

6u d,,..cl(zn, z2)> 0, s_,,—>0 (n— - )

n

Done, d(z, Szy < 2Hde) ; 95n) e Szy + e L (3.98)
Comme on peut supposer dans (2.7) que o(l) = ax(l), as(l) = oq(t) on 3
ag(dn) + as(dn) 1

d, < 2

Ii est alors eclair que pour tout n sufflsament grand, 1'inégalité¢ (3.28) meéne a
une COI][I‘dd]CthI]

Démonstration du théoreme. L'unicité du point fixe découle d’un résullat
cohnu dans le cas délerministe ([22]) I reste & démontrer ’éxistence. On voil -
de (2.6), (2.6", (2.7) qu'on peul supposer que

arfw, t) = az(w, t),  az(w, t) = ayw, t)

<
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aolm, 1) 4 aq{om, 1) + a5{w, t)

Posons: £ (o, 1) =
t— au(w, 1) — (o, 1)

h(u), t) = t+ 0;2(G)' 1) +-a3((,0, t)

L[E' - a]((l}, t) - O-:[(“J, t)]

k(w, ) = Lol b oo D)

t[t _ O'.]((U, ) - 0’.4({0, t)]
o - 1 N w]) avec Q =1,
On va construire des suites !Qn]0<n<a C Ala € Nuf+oo]) av

Qn +¢ (VH 0 II<OL), ’En*l!0<n<tx C

telles que pour toul n: 0 L n<<a Q et By soient disjoints et aient Q,, pour
réunion, et si o <-4 oo on ail Qa_; = E=, une suite [za(. " o <Cn<la t_elle que

pour tout n: o < n <<, x,(.) soit une section étagée mesurable de FIQn etsil’on
pose Tnu(w) = S(v, T,(w)), alors, T, .(w) = T,(w) pour tout w&€L . (0L n<Ta)
et on ait: ' '

d(@n-1(w), Tn(w)) >0 (3:29,)

ATa (@), Ta()) < ‘;ﬁ | (3.30,)

(0, A@aoi(0) Tos(@)) + h(, d@a (@), Tn2(0))) - ATna1(0): Tas(@)) +
+ k(w, d{@a_1(w), Za_2(0})) . d{@xw), T(@)) <1 (3.510)
f(w. d(z, (), Ta_s(®))) + h(w, d(«n,, (@)s To_1(®))) . d(Ta(w), Ta(w)) <1 (3.32)
pour toul w € Q,, si 3 n- 1<« et on ait (3,29,), (3.30), (3.32) pour tout w<Ly
' Pourcela prenons une section élagée mesurable x,(.) de F(¥) el posons:
E = {wzQ|xw) = To(w)}, 0u z(w) = S(ov, To(@)), =2\ Ew.
Il est évident que l'application xy(.) est mesurable, done, E, Qi € A4, . 51 Q2;=¢

la construclion est achevée avee o = 1. Dans le cas conliraire, en appliquant la
Proposition 3.1, (avecem =1, ¢; = 1,

CP[(UJ, t) = f((.l.), t), wl(w’ t) = h((,l), [)) -

_ on obtient une scction ¢tagée mesurable x; () de FlQ ‘salisfaisant 4 (3.29),
£

(3.30,), et (3.32;). Supposons qu’on a construit E, Q. () (2 =01l..p—1

satisfaisant a (3.29,) — (3.32,) pour tout n=20,1,....p—-1.

En utilisant seulement (3.29,_1).(3 . 30,_1), (3. 32;.1) on construit Q. Ep. Ep )
comme suit. 11" est évident que :Ep(w) = S(w, :t_:p «(0)) est mesurable, done

- del
I—‘p e ‘ @ e Qp II:c __](U)) — mp(d))} G ‘74 Qp —— p—l\Ep E 574

Si Q,=¢ la construction est acheveé avec. o =p Dans le cas contraire,
en utilisant la Proposition 3.1 (avee Q = Q, m=2, ¢ =1 G = 12),
pi(w, 1) = [(w, d(Tp (w), Tp-o(w))) + o, d(T,_ (@), Tp_z(w))) » Ay 1(@),Tp-1(w))

(*) Voir la note en bas de Ia page 33,
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@i, 1) = k(w, (Tt (w), Tp-s(w))
¢2(m, 1) = f(w, 1)
Pe(w, t) = h(w, D]
Ug(w) = Ep._l(x) .
ww) = x(w)

En tenant compte de (3.32,.;), on oblient une seclion ¢lagée mesurable
wp () de F IQ salisfaisant & (3.29,). — (3.32)).

Posons Qp = v o Qu = Q\Qa, L) = Tp(w) si 0EE, 40 SiQ, =0, 2(.)
oSl .

est définie sur et est un point fixe de S.

Si Q, 5= ¢. il est nécessaire que o = +oo

Posons - ta(w) = d(&n (W), Taoy(0)) >0

. 7o) = d(To(w), Ta(@)) (Vo & Q)
Montrons que

tafw) < (3.33)
(), tams(@)) 4 Do, Liot(@)) . Tooi(®) + ko, tei(@)) . Tp(@)] ta_s(w)

En utilisant (2.7) et en tenant compte du fait que d(@p(w) S(w, Ta{®w))) =0
pour tout n € N el pour tout w € Q_, on a

Lz (o) + 7 (0) a(n [t () + 7 (m)] + a I)[ () -+ Tn_l(w)] +

—1)
+af e @+ a4 @) )+ e (m)] +a0 70 o,
(n—1 — ,
avec ain ) = a, (m, [n_I({u))/tD_l((u) (i —'1.5). Done,
ty () <
(n—1) {n—1) (n 1) (11%1) (n—l) i
a5 t+a, T +ag Lta, 7+ a i)
(a—1)  (n—D (m-1)  (@-1) }] t () +
In— n-— n-1) n-— _
1—‘11 —a, 1-—2 a —a n—1
1+a(n 1)+ in—I) I'n(u))
+ - t . (w)
(n—1) (n—1) n—1I
1-—-::1l - a4 tn__l(w)

D’6u, I'inégalité (3.33). Vu (3.31,) on en conclut que #,(w)] 1 _(w) ou t. (uS) > 0.
Montrons que {_(w) =0 (v, € 2_). Supposons au contraire que f{_(w,) >0
avec ul w, € Q_. En tenant compte de (3.30,;) on déduit de (3.33) que

b (wp) < M flw,, taw,)) . . (w,)

n—r oo

ce qui, en vertu de (2.6"), n’est pas possible.

Daprés le lemme 3.10, il existe % (o) = lim T, () et Z (@) = S (v, & (w)).
n—roo
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Il suffii de poser

Tya_1(w) si we kK,
Z (0) = (n=1, 2,...)
T {w) si we Q_

Le théoréme est démontré,

Recu le 14 Avrif 1979 -
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