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Soit T: Mod(4) ——— Mod(4)
_une équivalence de la cailégorie des modules sur un anneau unilaire 4. On
. se propose d'¢tudier les ~propriétés de module qui sont conservées par
T. D’aprés la proposition 10.1, Chap. 1I [2], le foncteur T est une équivalence
si et seulement s’il existe un foncleur ’ ‘
S: Mod{Ay ——— Mod(A)
et des isomorphismes fonctoriels

Pl =TS et p:5T=~1]

Mod(4) Med(AY

(S est appelé quasi-inverse de 1.

Proposition 1 (i) L'image par T du module O est le module O.
(i) L'immage par T de I"homomorphisme O est I'homomor phisme 0. '

(iii) L'itmage par T d'un monomorphisme (resp. épimorphisme) est un
monomorphisme (resp. épimorphisme), d’ott l'image par T d un zsomorphtsme
esl un isomorphisme.

*

(iv) T conserve 'exaclilude d’une suife.

Démonstration (i) Si M -est un module quelconque, on a

Hom (T0, i) =~ Hom(0, SM) = {0]. d'od TO = 0. oo
(11) Résulte des dlagrdmmes commutatlfs ' g
425 14T, 7Tp
N N V
0 TO

et de (). _ o o
(iii) Prop.10.2, Chap. 11 [2]. '
(iv) Soit Xom ¥V » 22



une suite exacte de modules. Si la suite,
TX -TY - TZ

n'éiait pas exacte, la suite STX — STY —» STZ ne serait pas exacte (Prop. 7. 1
. Chap. 11 [2]). Mais dans le diagramme commutatif

STX — STY — STZ

U 1 !
X - YV —» Z

les fléches verticales. dont des isomorphismes, la seconde ligne esl exacte,
done il en est de méme de la plemlere ligne. On obtient une coniradiction.
Proposition 2 T(lim X;) == lim TX;
Tdim X)) == lim TX,.
. - — .
Demonstration Voir Prop. 10.2, Chap. II {2].

Coroilaire 2.1 T(@Xi) ~ @TXi, T(I‘lXi) o~ nrxi.

Praposition 3 Un module E est de lype fmt si el seulement si Ul homomor-
phisme canonique .

ltm Hom.\(E, Fl) — Homu(E, ltm Fy)
T '

esl un isomorphisme pour tout systéme inductif (F) dans lequel I est un ensem-
ble ordonné fLilrant d a’: oile el les homom@rph:smes
R, = F, i

sont des monomorphismes. De plus h.somorplusme ¢ est fonctoriel en E (Fy), ier

L]

- Démonstration Soient E un module de type fini et |y, .. ’-Uni un systeme :
de générateurs de E.Considérons le diagramme commutalif sulvanl

yHomA(E}E)%gl#’_\A .
QT)HomA(E,F;) __‘PﬁHomA(E,{i_m} Fi) '

avec pii Fi—lim Fi. Chaque élément [ehm Homu(E, F) s'ecrit f =7i(f)

pour un i € I, d'olt q:(f) = Hom(idgw;) (fi) = wi f Supposons qu’on’ ait @(f) = 0.
Alors on a pifi@) = 0, k = 1,... n, Il existe donc jZ>i tel que pyfi(e) =0,
k= 1,..., n. Dol f._ WH=T; (p.J,f,) = 0. Done ¢ cst un monomorphisme. Pour

tout g e Hom,(E, 11m Fyona - -
g(:ck) = Ruy Yo, . AVEC Yo Gka, k= 1.
Comme il 6’y a qu'un nombre fini d'indices k et I'en.cinble I est filh'ant on en
déduil qu 11 existe o & [ lel que :
: gixe) = 1, (yx) avec Y 6 I o k= Lo 0



Les up;; étant des monomorphismes, donc les ki sonl des monomorphis-
mes, par conséquent on peut considérer les F, comme des parties de limF,.
Droa g(£) cF,, et I’homomorphisme ¢ induit ’homomorphisme f: F —» thel
que p h=g OnaoeX¥ h)=ph= g, ce qui momire que ¢ est un épimorphis-
me. Naus avons done démoniré que @ est un isomorphisme si £ est un module
de lype fini. '

Pow démontrer la réciproque, considérons I'ensemble I des parties
finies de £ ordonné par .

Vi,j&€l i<jsietseulement sii c J ‘
I est ainsi un ensembie ordonn{a filirant a droite. Si F; esf le sous-module de F
engendré par i on cblien! un systéme inductif (Fi)ici composé de sousmodules
. de lype fini de E dans lequel
. 1 J si et seulement si F; ¢ Fy
et pi 2 Fy — Fj est Vinjection canonique,
" On a E = limF;, Dans ce cas Supposons que ¢ soit un isomorphisme. Pour
-idg € Homy (E, li__x:n Fi) il existe £ € lim Hom (E, F;) tel que o(f) = idg, c’est 3

dire qu’il existe i €1 et f; E-Hom(E, ) tels que wifi = idy, d’on b est ug
épimorphisme. Mais les ;, j € I, sonl des injections canoriques
pi+ Fj—E
rlex
Dons u; est 'application identique, et on a £ = F;, ce qui montre que E est _
un mmodule de type fini. )
Pour montrer que ¢ est fonctoriel en E et (Fi)i é; considérons un homo-

~

morphisme u: £ —» E et une {amiile induclive, d'homomorphismes A O -v'FIf,
L € I, et prouvons que les diagrammes suivants sont comimutatifs

lim Hom (E, F;) LN Hom (E, limF?)
Jim Hom (u, icl—;i) | ’ 1 HOIT:?“- ialimFi)
~ lim Hom (£, Fy) %, Hom (&, Hm Py~
lim Hom (E, F;) ——— Hom (E, lim F,)
lj}n Hom (idg, vy} - . l Hongi}z, IEI]-Ui)
lim Hom (F, F)) —*, Hom (z, lim 7;)

ce que l'on vérifie facilement, Remarquons que la fonctorialjté de ¢ existe
sans aucune hypotheése sur £ et.sur (Fiiern :

Cerollaire 8.1. T'E est un module de (ype fini si E I'est,”

* Démonstration. Soit (Fi)ic, un systéme inductif de modules dans leque! J
est un ensémble ordonné filtrant a droiie et les B Fy— Fy 1<, sont des
manomernphismes. Nous devons monirer que 'homomorphisme

@ : lim Hom, (TE, ) — Homy (TE, lim- F;)
— —




esl un isomorphisme. P'abord nofons qiie 8i § est un quasi-inverse de T, les
SFi, i €1, forment un systéme inductif dans lequel les S{u;y): SF;-- 517 sont
des monomorsphismes (Prop. 1), Considérons mainkenant le diagramme

iim Hom (TE, F;) —~——— How (TE, lim i)
g U .
lim Hom (STE, SF;) —+ Hom (STE, lim SE)

dans lequel les ﬂ&‘ChEb verlicales sont des apphcatmm biunivogues duluales
du systeme inductif d’applications biunivoques

Hom(TE, F;) —— Hom (STE, SF)), i & [.
On vérifie facilemen! que le diagramme ci-dessus est commutatif. Considérons
le diagramme

lim Hom (TE, F) %_> Hom (TE, lim F")

H ' g .y
X limHom(STE, SE;) —2 _> Hom (STElim SF)
- ' {

lim Hom (&, SFy) _r_v__) Hom CALY SFy
—_—

dans lequel le carré (I) est commutatif eomme nous l avons dit, quant au carré

(II) daus lequel les fléches verticales sont des isomorphismes & cause de l'iso-
morphisme E ~ STE, il est aussi commulatif en vertu de la proprielé foncto-
riellé de ¢’(Prop. 3), On en conclut que le contour extérieur du diagramme est
commutalif. Or ¢" esl un isomorphisme d’aprés la Prop 3 done @ est aussi un
isomorphisme. '

Corollaire 3.2 Si M est un module sur un anneau commutalif 4 tel qu’il -

existe un module N satisfaisant a4 la condition M@N. = A, M est de type fini.
: . A .

(M esi dit inversible par rapporl au produit temsoriel).

Démonstration Considérons l'équivaleﬁce ? \ ’
T: Mod(d) — Mod(A) ] i
X—“' M@X o ' '
i : . ,

Nous avons T(4) = M{®A =~ M. Comme A est un A—module de type
fini d’aprés la Prop. 3, T (A) est de type fini, donc 37 aussi.

Corollnire 5.3 Soit M un module sur yn anneau commutalif A, Les propri«
élés suivaunles sont équivalentes ‘ .

(i) M est inversible par rapport au produit tensoriel,

(iiy M est un module projectif de rang I.

Démonstratlon Voir [I] Chap, II, § 53 n°4, Théo. 3.

On remaique qu'avec le corollaire 3.2 on peut supprimer I'hypothése
«M est de type fini» dans le théoréme 3 de [1].
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Propesition 4 'n module I+ a une présentation finie si et seulement si
I' homomorphisme canonique : ‘

P limggmA(E, F.) u-a-HomA(E, [H,nFi )

est 'im isomorphisine pour tout systéme inductif (Fiigr dans lequel I est un
ensemble ordonné filtrant a droile. .

Démonstration Soit £ un module ayant une présentation finie. D’aprés
I'hypothése nous avons la suite exacte

Ll—-—)Lo—)‘E—*O

~dans_lequel L, et L, sont des modules libres de type fini, Elle induit les suites
. . exates suivantes h

0 — Hom(E, Fy) — Hom (L,, F;) — Hom(L,, F;),
0 — limHom(Z, Fi) —» limHom (L,, F,) — limHom (L, F,

0 — Hom (E, limF,y — Hom (L,, limF;) — Hom (L, limF%).
— , — —

Considérons le diagramm‘e
0 — limHom (£, ) — limHom (L, Fi)— limilom (L, F;)
— — . — :
0 — Hom (£, limF;) — Hom (Lo, limF}) = Hom (L, LimF;)
dans lequel les lignes sont exactes et les carrés sont commutatifs en vertn de
la fonctorialité de g. D’ aprés 1a premiére partie de la démonstralion de Ia
proposilion 3 g, el g; du diagramme (2) sont des monomorphismes, Nous allons
montrer qu'ils sont des épimorphismes. Soient g € Hom (L,, imF) et fey,..., en}
une base du module libre L,. Nous avons _
| Logley) = Wo Yo avecy, € ka, k=1,..,n
Puisque I est filtrant 4 droite il existe o < [ tel que
glex) = pelx  avec e Fa,k=1,.., n°
. 1l en résulte quil existe un homomorphisme unique f+ L, —» F. défini par
) , 'f(ek) = yk’ k = 1!"'0 n ]
ce qui donne en tenant comple de la commulativité du triangle (1)
g = paf =0T (f) = 9 (Tuf)) !

Done 9, est'un épimorphisme et il en est de méme de ¢ par une démonstra-
tion analogue. On en conclut que gest aussi un isomorphisme,

Pour;démontferr_ la réciproque, notons d’abord que pour tout module

E il existe un systéme inductif de modules ayant une préseniation finie (Fiicr;
dans lequel I est un emsemble ordomnné filtrant a droite, {el que E = LimF,
. i o

"Supposons que pour ce sysléme inductif I’homomeorphisme -
9: limlom, (E, 'Fi) ~» Homy (&, limF))
- . —



soil un isomorphisme. Alors il existe « €1 el f € Hom (£, Fa) tels que
pef = idg. D’oll wa est un épimorphisme et E est un facleur .direct de Flu.
Soit F un module tel que F, = E@GF. Nous avons la suile exacle

0> F >Fo—E —0 (3)

dans laquelle F ~ F_/E, d’0u F est de type fini. Comme Fe« est un module
de présenlation fm1e il exisle done une suite exacle : '

e - O—-Li»L,~Fua—=0 (4)

ot L, est un module libre de type fini et L, un module de type fini. On voit
facilement qu’on peut immerger (3) et (4) dans le diagramme commutatif sui-
vant ou’les lignes et les colonnes sont exactes

1

0 ©

{ i

L= 1L,

i {
O MsL,-»E—->O

} 1) Il -
O~+F >Fa—-FE >0

l +

0 0

On en déduit que M ést de type fini puisque™F et L, le sont; ce 'qui achéve ia
démonstrahon

Corollaire 4.1 TE a une présentation finie si £ en a une.
Démenstration analogue 4 celle du Corol.3L

Définition Un module est dit pseudo-cohérent si tous ses sousmodules de
type fini ont une -présentation finie. Un module est dit cohérent s 11 est pseu-
docohérent et de type flIll

_Corollaire 4.2 TE est pseudo-cohérent(cohérent) si E I'est.

Démonstration Soil E un module pseudo-cohérent et.un sous-module de
~type fini de TE. Nous avons l'injection canonique a: B~»TE. Alors S(x): S5+
STE~F est un monomorphisme (Prop.l) et SB est de type fini(Corol.3.1). ImS(a)’
est un sous-module de type fini de STE ~ E qui est pseudo-cohérent, done
ImS(z) aune présentation finie#par conséguent SB (==ImdS(a)) a une présentation
fmle Done B  TSEB a une presentahon finie (Corold4, l)

Proposition 5 TE est projectif (mJect:f) st E Pest.

Démonstration Soit o: B — C un épimorphisme, Nous devons montrer que-
Hom(idrs,0): Hom(T'E,B) ~ Hom(TE.C)



est un épimorphisme. Considérons fe diagramme commulatif

Hom(TE,By omidte. @ po(TEC)

4 i
Hom(E SB)Hom (ide 59 [om(E,8C)

dans lequel les fleches verticales sont des applications biunivoques. Puisque
S(o) est un épimorphisme (Prop.l) et E est un module projectif Hom(idg.S(e))
est un épimorphisme. Il en résulte que Hom(idrg,0) est un épimorphisme et TE
esl projectif.

On montrera de facon analogue que TE est intjectif si F ['est.
Proposition 6 TE est noelhérien si E Uest.

Démonstiration Soit B un sous- module de TE et a: B — TF Pinjection
canonique. Alors S(a): SB — STE est un monomorphisme (Prop.l) et ImS(a)
. étanl un sons-module [e STE ~ E esl de type fini.Il en résulte que 813 (=~ImS(x))

est de type fini. Par conséquent B (NTSB) est de type fini, ce qui monire
que TE est noethérien, ‘

Corollaire 6.1 Si M est un module pI‘O_]ecllf de rang | sur un anneau noe-
thérien A, M est noethérien, .

Demonstration D’aprés le Corol 3.3 le module M est inversible par
rapport au produit tensoriel et M=~T(4) avee T I’ équivalence deflme dans le
Corol.3.2. Puisque T(A) est noethérien (Prop.6)M Iest.

Propositien 7 TE est artinien si F l'est.

Démonstration Soil (B;); g une famille non vide de sous-modules de TE,
Nous avons les injections canoniquesa;: B; — TE et les monoinorphismes S(ey):
SBi» STE~E. STE étant artinicn, la famille (ImS(ap));; de sous modules de
STE posseéde un é¢lément minimal, soit ImS(a;). Nous allons montrer que Bj; est
un élément minimal de 1a famille (31)161 Supposons qu'il existe k€ tel que
By C B}, Bx+.Bj Alors avec Uinjeclion canonique v: By ~» B,, V. =k 1, nous avons
av = ag, d’ou S(ak) = S(apS(v) et ImS(o) < ImS(ay). De plus ImS(ay) + ImS(a;)
car S(v) n'est pas un isomorphisme.Done ImS(e;) n’est pas un élément minimal,
‘ce qui est conlraire 4 I’hypothése.

Proposition 8 TE est de longueur finie si E Uest,

Démonstrauon C’est une conséquence des Prop. 6 et? car E est de longu-
eur finie 'si et seulement si E est en méme temps noethérien el artinien.

Corollaire 8.1 Si M est-un module inversible par rapport au produit
tensoriel sur un anneau commutatif artinien 4, M est de longueur finie.

Démonstration Nous avons M =~T(4) avec T lequn alence définie dans
_le Corol. 3.2. Puisque Aest un anneau artinien, il est aussi noethérien d’ou T(4),

g

-



‘est en m&me temps artinien et noethérien (Prop 6 et 7), donc 7(d) et par
conséquent M est de longueur finie.

Proposmon 9 TE est simple si E Lest,

Démonstration Soit' B «~ 0 un sous-module de TEet a: B -»TE Vinjection
canonique. Alors S(a): SB— ST'E est un monomofphisme (Prop.1) et SB+0
(Prop I(i)). Puisque ImS(x) est un sous-module du module simple STE~FE
et puisque ImS(«) #= 0. nous avons ImS(e) = STE. Ceci montre que S(a) el par
conséquento est un épimorphisme. Donc B = TE et TE est un module simple.

Proposition 10 TE est semi-simple si E [esi.

Demonstration Soit EF = @X avec X, modules simples Nous avons

EBTX (Corol. 2.1) -avec ’IXl simples (Prop. 9). Donc TE est seini-simple.
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