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CONDITIONS DE PROLONGEMENT HARMONIQUE ET SES APPLICATIONS
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Beaucoup de propriétés des fonetions analytiques se généralisent aux
fonction harmoniques & n variables. Parmi eux, on a bien connu des propriétés

classiques: I’analycité, le theoréme de Liouville, le développement en série etc...

Il est intéressant, dans le domaine des fonctions harmoniques, d’étudier
des modéles analogues aux problémes aux limites des fonclions analyliques
comme les problémes du saut, les problémes de Riemann et de Hilbert etc...
Relativement a ce sujet, les premiers résultats sur les problémes du saut ont été
obtenus dans [5], [6]. :

Dans la théorie des problémes aux limites des fonclions analytiques, on

-sait bien I'importance des conditions de prolongement analylique d’une fonctien
donnée sur une courbe fermée & l'inlérieur ou 4 I'extérieur de cette courbe [3).
Dans le présent article, nous établissons les conditions analogues: celles de
prolongement harmonique. Plus précisément, nous étudions les conditions néces-
saires et suffisantes pour qu’il existe dans un domaine une fonction harmonique

‘telle que les valeurs limites de cette fonction et de sa dérivée normale sur la
frontiére du domaine soient égales 4 des fonctions données. '

A titre ‘d’applications, nous étudions la résolution effeetive des diverses
équations du potentiel et donnons la représentation intégrale d'une fonction
harmonique dans un domaine multiplement connexe.

§1 — CONDITIONS DE PROLONGEMENT HARMONIQUE

Dans la suile, sont adoptées les notations suivantes:
. ! . P
a) En: espace euclidien réel a m dimensions avec le point générique
T = (1, Lo, 00r ) T)e
'b) Q*:domaine mulliplement connexe, borné, a frontiére de Liapounov
n
S =|JS: dont toutes les S;,i =0, 1, ..., n sont disjoints et S, enferme toutes les
i=o - '

S: restantes dans son intérieur,
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o
¢) - =|JQ7: complément de Q+ 4 § par rapport a l'espace enlier Eg.
. iw=o :
Il est formé par n - 1 parlies connexes Q7 , limitées par §;. Q4 est donc la partie
extérieure, contenant Ie point &4 l'infini. ' ‘

d) fH(y) (vesp . [—(y)): valeur limite de f(x) lorsque x tend vers y € §,
tout en restant dans @+ (resp.dans Q-).

e) ny: normale de § au point y € §; n;‘ (resp.n;): normale n;, orientée
vers Q' (resp.vers Q).

f) ___m___afi(y) (resp._afi_(____y) ): limite de la dérivée—af(x) (resp..—of(x) )
an;r any— . an;“ an;

lorsque x € Q¥ ,tend vers y € S, toul en restant sur la normale ny.
g) ryy = |z — y|: distance euclidien de deux -points x et y de Eq,.
h) |Si}]: mesure superficielle de la sphére unité de Eq.
i)y CHQ* - 8) (resp.CHQ~ + 8)): ensemble des fonctions qui avec toutes

ses dérivées partielles d’ordre < k sont continues dans Q° (resp.dans Q7) et
contingment prolongeables sur S (le point 4 l'infini dans Q= étant exclus).

Théoréeme 1. Soient p(y) une fonction holdérienne et v(y) une fonction,
continue, données sur une surface Liapounov fermée de l'espace euclidien £y
m > 3. Pour {u’il existe une fonction harmonique u(x) € CYQ* + S) vérifiant les
relations: '

u'(y) = u(y) -
WG o byes (1.1)
ant .
y
il faut et il sufflit que P'égalité
' 1 ; d 1 1
dP(r)y=—"— - —v dS, =0 1.2)
) (m~—2)]81] H () am—2( P2 ) @ P2 ] d ¢
s Xy Xy vy |

soit satisfaite pour tout x &€ Q. La condition (1.2) a la forme équivalente:

-1 1 [ a 1 i .
- N — ds,=0Vy,€8 (1.3
5 H(Yo)+ = 2)]81|_|- b (y) T ( rm"z) v(y)rm_z] y U5  ( ')
A ¥o¥ Yo¥

La condition nécessaire est triviale en vertu de 'harmonicité de u(x) dans Q.

8 0.

Supposons maintenant que 'on ait (1.2). De cette égalité, en faisant tendre
r &~ vers y,€S; on obtient:

1 1 } 2 1 1 '
() 3 = —_— — — dS, =0
(yo) ‘ 9 P(yo)"“ (m-—2)[S1I J!M(y) an;_ (r;ﬂ—2) Y (y) P;l;2} y =4
5 . oY o
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D’autre part, en faisant tendre x € Qt vers y, €S, ona:
1 j 2 1 1
D+ = — - ! — .
(0= SHW)+ S [u(y) ey et RO R P
s ¥y Yoy Yo¥ .

Par suite _

w(yg,) = @+ (,) Vi, €8 (1.4
dans laquelle ®(x), défine par.l’ mtegrale (1.2), est manifestement une fonction har-
monique de C! (Q+ 4 5).

Grice 4 'hypothése formulée dans le théoréme, I'exislence de la dérivée
normale du potentiel de simple couche

. 2 J' 1 -
: — ¥
an+( . rm 2
Yo \s Xy X=y,

est ¢vidente, ce qui implique, en vertu de (1.2), I'existence de la dérivée normale
du potentiel de double couche

o] [+ o —
1B @@ ds,
ant (J. an™ ) ( rm—2
Yo \s y Xy X=Y¥,

Par suite, avec les conditions imposées, il résulie du théoréme de Liapounov [1]:

" 2 1 -+ 3 a 1 -
R1¢)] ds = J‘p- ) ds (1.5)
ant (J. an™ (rm_z) . Can™ anT | pm2 Y
Yo s y Xy X=¥, Yo s v Xy =y,

- . . . + .
En dérivant ®(x) suivant la direction normale n, .en faisant tendrex € @~ Nny,,

puis x € Q+ r\ny; vers y, € §, et en soustrayént les résultats obtenus, on tire de
(1.2) et de (1.5):

: ed){"o) .
= v (Y,) = _“—l , Yy, € 8 (1.6)

an
yo

(1.4) et (1. 6) nous donnent (1.1).
L’équivalence de (1.2) et (1 3) s’établit alsément si 'on remarque que 1'éga-
lité (1.3) exprime le fait que: -
o (yo) =0 ). Vyo < S
on ce qui revient au méme: ‘ ‘
Dx)=0 , Yz '
puisque ®(x) est harmonique dans Q™ et réguliére a U'infini. Le théoréme est done
démontré,

’ Remarque. Dans [1], le théoréme de Liapouﬁov est démontré pour le cas
de Ej mais le raisonnement y est valable pour En avec m quelconque.

Théoréeme 2, Soient u(y) une fonction holdérienne, v (y) une fonction con-

tinue, données sur une surface de Liapounov fermée § de l'espace euclidien Eg,
m 2 3, Pour qu’il existe une fonction harmonique u(x) € C" (\Q'— +8) réguliere
4 l'infini (1 (o0} = 0}, vérifiant les relations .
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u=(y) = w(y
W g b wyes (17
an
}T
il faut et il suffit que 'égalité

1 a i 1 '
Oy =t [ ) )—v( ) ]ngEO (1-8)
( (m—2)|8,] j “ on_ ( ro2 ! pm—2

S ¥ xy XYy
soit satisfaite pour tout € Q*. La condition a la forme équivalente (1-8)
1 1 1 '
— — u(y, - — ¥ () dS,=0, Yy, 6 S.
SR+ (m—2)1SIIH“(‘U} - ()0 ~ ] :
S Ty Tyey Yo¥
(1-9)

Supposons que (1.7) soit' réalisée. Alors, pour tout o & §2+ on a en vertu de
IPharmonicité de u(x):

] 1 : 1
— v ds, +
(m-—2)lS;| J A (,.m-z) @ — |45,
V xy Xy
: 1 ) L@ 1. }dSy—_— 0
(m— 2)|S | rm—z apt pm—2
xy y Uy

; +
ol Sy est une sphére de centre Octde rayon R assez grand, n est la normale de
Sk au point y, orientée vers le centre O de la sphére. Sur Sy, on a _bien:

C au ()
Rm-2 i ix‘\(\ Rm-1

lu(yy| <

y
Par conséquent, I'intégrale sur Sy tend vers zéro lorsque R ~> » et on obtient (1.8).

Réciproquement, supposons que I'on. ait (1.8) En raisonnent comme dans la
démonsiration du théoréme 1, on a: '

B, = - (yo)
Nyo):w Vy, €8

an
Yo

ou O (x) esl lmtegrale considérée dans (1.8). L'équivalence de (1.8) et de (1.9)
est manifeste. Le théoréme est démontré.

Théoreme 3. Soient 1 (7) une fonction holdérienne et v () une fonclion con-
linue, données sur une surface de Liapounov fermée S de I'espace euclidien E,,
m > 3. Pour qu’il existe une fonction u(x) € C'(Q7 + §), harmonique dans Q-,
ayant a I'infini la partie principale donnée P, (x):. :

u(x) =P, (x) + 0 (Ei_l)
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(P. (x) est un polynOme harmoniq'ue d-ordre r) et vérifiant les condilions:
u () = b (1) )
W _ o)t Yy eES (1.10)
an;

il faut et il suffit que I'égalité

1 2 1 '
¢ )=—-—-——-—----_. — - )
(x (m-—2)|811,([p°(y) —(rm—2) v (g
S

]dsy+Pr(x)Eo

I,m—‘.!
Xy Xy

an

(1.11)
soif salisfaite pour tout x € Qt. La condition (1.11) a la forme équivalente :
1 ‘ 1 o 1 1
- — — — v {1 dS;+P.(y,) =0,
S+ e Hu(y) = e )0 — } s +Pey,)
) .S

an . r
y Vol Yo¥

Yy, € 8. (1.12)

On démontre aisément le théoréme en remarquant que la fonction u(x) — P.(x)
vérifie les conditions du théoréme 2 et gque pour tout * € Q+t,on a

1 3 1 oP. () i ]
P(t)= — ————— c - — . dSy
@) (m — 2) 5] I[P(y) - (rm—-2 ) - w2 | sl
S

an an r
y Xy y Xy

La formulation des théorémes analogues pour I’ espace euclidien E; exige une

étude un peu plus délicate.

Théoreme 2. Soient p(y) une fonction holdérienne, ¥(y) une fonetion con-
tinue, données sur une courbe de Liapounov fermée T’ de !' espace euclidien E,.
Pour quil existe une fonction u(x) € C' (- 4+ I'), harmonique dans @, réguliére

a 'infini ou y admettant au plus le pole logarithmique et vérifiant les relations
' u” () = w(y)
pu(y) vy)y Yy €T (1.13)
an; ; , -

il faut et il suffit que 1" égalité :

1 1 1 ‘

() = 5 .”:n: ') 2 (log ) — v(y) log ] dsy = const.  (1.14)

ZTT an_- . rxy I‘XY
r v ) :

soit satisfaite pour tout x &€ Q'. La condition (1.14) a la forme équivalente :

1 1 ?
—-‘z—u(yo) + “ox ﬂu () —— (log ) — v(y). log
r

on
¥

Vy, €T. f (1.15)

Admettons que (1.13) soit satisfaite. Grace 4 l'harmonicité de u(x) dans €7, on a
pout x € Q*:

‘l ] dsy = const,

Yo¥ Fyoy
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b J ) 1 1
_ ! — v(y) log—1 d
— ﬂu 0~ (o.g rx}_) @) log ,.”] Sy +
r ¥y :

1 a 1 ou 1 :
_ 2 ids, = 1.1
+ o ﬂu @ T (log ;) 7 .log o ]ds,,{ 0 (1.16)
Cx ¥ y '

ol ['r est une circonférence de centre A(a, @) € QF et de rayon R assez grand,
n;' est la normale de 'y au point y, orientée vers 4. Par hypotheése, la fonction
harmonique u(x) admet a I'infini au plus le pole logarithmique, par suite elle a le
développement :

u(x) = k log R(x) + ¢(x)
ot R(x) = V(z; — )t + (x2 — az\z_ et () est une fonction harmonique dans Q—,
réguliére & 1" infini.

D autre part, on peut écrire :
i

log = —log roy = — log R(y) + (=, )

Iyy

dans lequel'R(y) =V — a))* + (@, — @)? et y(z, 7) est une fonction harmoni-
que en y dans Q" et tend vers zéro uniformément par rapport a fonl z € Q~+
lorsque R(y) — oo. II en résulle :

1 2 1 . 1
2m j[u(y) ant (og Iy ) + ). log r J =
e y

an _ xy
y

3

27
g

k- " »
ton Hfog R(y). ﬂ(%g)— — 1 (z, y) ——log R(y)] ds, +

1
= — —— [cp(y) n

log R(y)'—.—m‘f”% log R(w] dsy +
on : ony '

an an+

Th y v

1 o (x, ) ap () _ LtL -
+ = I[¢(y) an_i_ P (1!’1, y)- an;_ ]dsy =1 + 1y + 1s.

I, I, tendent vers zéro lorsque R— oo, puisque pour y &€ ', 9(f) ety (x, y)
admettenl des évaluations uniformes par rapport i tout x € Q+:

Wy _ A A I 2 (2, ¥) l 4
A, R ] Ty T4 2 -
o< 4, | RIS @ < 4 e
¥ ¥y

Par suite :

lim 1 2 1 au(y) 1
—_— u lo — Jdog —— | ds, =
R—>0 50 H ) Bn[Jr( grx}_) T grny ¥
Fn y y .
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) 1
= lim ﬂ—;—-”cp(y) — log R(y) — log Rig) 2] s, =
R—»oo 4T an an™
s y y

1
=l’ e d\—= oo ),
C TR xR ?(y) dsy = ¢ (=)
Tr

Alors (1.16) nous donne:

1 f 1 )
EJ—;S[I-L = (108 I_xy)—"(y) log

r ) :
et (1.14) est done démontré avec Ja valeur de la constante égale & —qg(oe).

Réciproquement, supposons que l'on ait (1.14). En désignant la constante
du second membre de (1.14) par C, nous considérons la fonction:
1
Y(x) = L S [ w(y) a_ (log L ) —v(y) log } ds, — C
an Ty /-

2 ¥ xy
F

! ']dsy — —p(ee), Yz €QF (117

xy

Alors; en faisant tendre x € Q°, puis. x € Q-, vers y, € 5 et en soustrayant les

résullats obtenus, nous avons en utilisant (1. 14)

(o) — WH (o) = w(Ys) = p(y,) (1.18)
De méme. en dérivant W(x) suivant la direction normale n7y, et faisant usage du
raisonnement déja connu, nous trouvons:

a¥— aW(y, s¥—(y,

W), 0% e) _ 2 ) (119)
anyo 0nyo anyo

(1.18) et (1.19) nous domnent (1.13) avec u(x)= W(x). Cetle fonction admel &
I'infini le pole au plus logdrllhquue Enfin lequwalence de (1.14) et (1.13) est
manifeste.

Exemple — Soient 4 (a;, @) € Q+ el R(x) = Yz, — ;) + (T3 — a2)®.  Con-
sidérons la fonction de Green du probleme de Dirichlet extérieur de lequalion
de Laplace, ayant le pble a l'infini:

G, oa)mi'logR(x)-i— g(x) o)

ot g(x) € CY(Q~ + T) est harmonique dans Q~. régulicre 4 I’ infini. Blle vérifie
la condition limile:

: G(lj, o) = 0 VYye&rl (1.21) .
D’apreés le théoréme 2’, il s’ensuit: , - !
1 1 aG(l], o0) ’ '
lo . : ds, = g(==), Y & O+ «(1.22

r
L’égalité (1.22) nous sera irés ulile dans la suite.

Remarqgue. Il esl 4. remarquer que

G, <) =0, YreQi, i=12..n ' (1.23)

18
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Théoréme 1'. Soient u(y) une fonction holdérienne, v(y) une fonction
continue, données sur une courbe de Liapounov fermée I' de Pespace euclidien
E,. Supposons que [ soil lelle que la fonction g(xr) dans Pexpression de la
fonction de Green (1.20) vérifie la condition

gloo) == 0 | N (1.24y
Alors pour qu’il existe une fonction u(x) € CH{Q* 4-T'), vérifiant les relalions:
) u'(y) = wy)
au*(y) = (1) YyeT. - (1.25)

ant -
¥

il faut et il suffit que 'égalité
1
D{x) = —— L 1o
(@ =~ S[L’-(J) - ( g T“)
7

r
soit satisfaite pour tout x &€ Q~. La condition (1.26) a la forme équivalente:

1 1 2 1 L’ '
2 k(o) + 2 S [H(y) + (Iog Tyay ) — v log Fyoy } dsy =0, V5, €T (120
: r

on
¥

{
-rny ds=0 (L)

La démonslration de Yéquivalence de (1.25) et (1.26) s’établit exactement comme
dans le cas du théoréme 1. Mais I'équivalence de (1.26) et (1.27) ne se démontre
pas immeédiatement. On tire de (1.26) sans peine (1.27). Mais la réciproque, la dé-
monstration de (1.26) & .partir de (1.27), nécessite un raisonnement plus délicat.

En effet, supposons que (1.27) soil réalisée. On peut écrire (1.27) sous la
forme d'une équation de Fredholm par rapport & p(y):

1 1 ” 1
Ky = — o) — | ds, = — — \ v{pHlo dy (1.28
M= W) — 5 Su(y) an+(0g m_) 3 2ﬂsw(g) g},ﬂy g (1.28)
r
1 équation homogéne correspondanie
Ku =0
admet la solution évidente
py =1.VyeSs
et par suile, l’tquatlon homogéne adjoinle & (I 28):
1 1
K% = = y(y) — — (- .(10 )d.=0 1:28
5 Xlo) — 5= S € (o8 —) & (1:28),

a au moins une solution non banale %(y) = 0. (Nous. démontrerons au §2, que
(L. 28) a exactement une solution comme dans Ie cas on £+ est simplement cor

nexe) D’ailleurs, (1. 28) s'écrit :

EV*(_fo) —0 (1.29)
on
ou V(x) est le potentiel de simple couche: )
Viz) = 1“ S *y)log — ds; , x € Q+ (1.30)
xy

r
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Dot
. : Vi) =C, z € Q+ (1.30)
’ La constante C est différenle de zéro, sinon on aurait V(x) = 0. et par raison de
continuité :

V—(yo) =0 Vyo €S
de telle sorte que: -
V(x) = kG(x, ) , * € @~ " (1.32)
" oit G(x, o) est la fonction de Green (1.20). Il en résulte :
- N -
X((Uo)'—_‘ aV (go) _BL(;‘_;B). = — k OG(yo!— ) (1.33)
an an on
To Yo Yo
c'est & dire que .
1 S 6@ =) pog L g5, =0
2% )} on Tyoy °
" y
D’aprés (1.22), on aurait alors s
ce qui contradit & (1.24). Donc C =0 ctona:
C= i %(y) log ! dsy , Yy, € T. T (L.34)
D Fyoy

: r
Par hypothése, I'équation (1.28) est resoluble et son second membre vérifie done
ia relation

1
S Xy dsso S v(y) log ——— ds; = 0
yoy
o r r - '
ou en {enant comple de (1.34):

S v(y) dsy S 1Y, log

r

d’ot, puisque C == 0:

dsyo = S v(y)dsy = 0

r
q S w(g)ds; = 0 (1.35)
I

Cela étant, (1.27) nous donne:
: O (y) =0 Yy, €F (1.36)
oll ® (x) est I’ intégrale dans (1.26). ‘

N

Soit R(w) = V (® — ay)® + (@2 — )%, A(a;, @) € Q@+ On a le développement:
log ryy = log R(x) + ofx,y) (1.37)
Pour tout y €T, p(z,y) esl harmonique par rapport 4 x, ct tend uniformément
vers zéro 4 | infini. Par suite:

1 1 '
®(x) = Er_jv(y) ds, log R(x) + P f [u(y) E,':,
. r r

(mg ! ) + 9(.y) v(y)] dsy

y ¥
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ou grice & (1.35):

d(x) = log

1 ) + (=, y). v(y) J dsy

Xy

21:r “

'
Sous celle forme. on voit aisément que @ (x) représente une fonction harmonique
" dans Q- et s’ annule 41" infini. Par suile, il résulte de (1.36):

d(x)=0 Ve e Q- (1.38)
(1.26) esl done démontré. L’ équivalence de (1.26) et de (1.27) s* est établie.

Théoreme 17, Soicnt p (y) une [onction holdérienne, v(y) une fonction con-
tinue, données sur une courbe de Liapounov fermée T de I’ espace euclidien E,.
Supposons gue I* soit telle que la fonction g(x) dans I’ expression de la fonction
Green (1.20) vérific la condition ' i

g(eo) =10 (1.39)
Alors, pour qu’il (:Xisle une fonction u (x) < C‘ Q+ + Ty, verlflant les relations:
ut(y) = u(y) . v
{ au 2 , oo ‘~. r 1.40
L Mfy) — v (y) — kG (VYE (1.40)
any

ol k= f\: (1) dsy, il faul et il suffit que 1’ égalite: -

r
(D(x) = ———j
bOl[ salisfaite poul tout xr 6 0. La condition (1.41) a la forme équivalente:
1
)+ j [0 3 (108 =) — v tog [ dsy =0 Vo, & (42

Yoy

1 }ds,. = KG(x, =) (1.41)

Xy

) — v(y) log

Tyoy
!

d Ben{arquons immédiatement que si r» (y) dsy = 0 les conclusions dans les théoré-

T
mes 17 et 1”7 sont les mémes et la demonsiratlon du théoréme 1’ reste valable dans

notre cas, puisque 1’ essentiel du raisonnement s’ appuie sur la relation (1.35).
Supposons maintenant que k = f v(y) dsy = 0 et que (1.40) soit remplie. En

vertu de |’ harmonicilé de u(x), 011 a:

—J' )—(v(g)—lcc‘i—(y’:‘i‘ﬂ)log ! ]ds'yz() (1.42)
\} an ) [‘x}.
pour toul x 6 Q-. Pour démontrer (1.41), 11 nous reste 4 montrer que
£ _1,J' 06 ) 1og L g5, — — G(x, ), € O (1.43)
2w any Txy

T
En faisant usage de (1.37) et de 1" égalité évidente

! oG (§: °2) dsy. =1
2x any

I3
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on voit aisément que la partie principale de I’ intégrale dans (1.43) est de la
forme — 2L]og R{x). Cette intégrale esl manifestement harmonique dans Q- ot
, x

par suite, pour démontrer (1.43), il suffit de vérifier la condition limite :

_l_s _9G(y,, ) log 1 ds, = 0, Yy, €T (1.44>

2m o Tyoy ) N

o

Mais (1.44) s’obtient -aisément a l'aide de (1.39) et de (1.22) si l'on fait tendre

T & Q" vers y, € I'. L’assertion est démontrée. ’
Réciproquement, admettons que 1'on ait (1.41), ou ce qui revient aun mén{e,

que I'égalilé (1.42) ait lieu. Désignons par w (x) 'intégrale:

Y(z) = 2—;- IS [p. ®) ;+ (Iog riy )—-w.(v(y)hk M)mg. %]dsy (1.45)

— xy

an

on déduit de (1-45), (1-42), (1-22), (1-39) |
VHy,) — Y-(,) = Y(y,) = n(y,)

yt(y,) oW (y) _ awt(y,) _ = v(y,) — PRLIUNSS)
an” on~ s’ an”
Yo Yo Yo Yo

d’ou les égalités (1-40) avee u(x) = y(x), = € QO+

Théoréme 3, Soient p(y) une fonction holdérienne, v(y) une fonction conlti-
nue, données sur une courbe de Liapounov fermée de 'éspace euclidien E,. Pour
quil existe une fonction u(x) € C' (Q~ 4 I') harmonique dans O, ayant 4 l'infini
la partle principale k& log R(x) + P.(x) :

u(x) = klogR(x) 4 P.(x) + O (1)
(P(x) est un polyndme harmonique d’ordre r) et vérifiant les conditions

uz () = py) _‘
28 Ly pYHET 4%
an
y
il faut et il suffit que 1’¢galite
1 j '
O(x) = g S [H(y) i (Iog ! ) — v(y) log 1 sty + P{x) = consl. (1.47)
T 2 on; r.y sy

soit salistaite pour tout x € Q+. La condition (1.47) a la forme ¢quivalente :

— W)+ S [ u(9) —— (log rl )= ) tog ] ds, + Pi(y,) = consl,
r

an— Pyoy
- .Y

: Yy, €T (1.48)
On démontre le théoréme en appliquantle théoréme 2' & la fonclion u(x) — Py(x).

§2. RESOLUTION EFFECTIVE DES EQUATIONS DU POTENTIEL

Dans la résolution des problémes de Dirichlet el de Neumann de I’équation
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de Laplace dans I'espace En, m >> 3 par la mélhode des potentiels, on se familiari-
se bien avec des ¢quations de Fredholm suivantes (nous considérons seulement
les équations homogénes):

1, Equation D; (probléme de Dirichlet intérieur) :
1 1 ? 1
— Bl + ————— \ u ( )ds.=0 g, €8 2.1
5 BYo) (m_mwdSuy)an iz )% y 2.1)
S ¥y Yoyb
2. Equation N, (probléme de Neumann extérieur) :
1 1 2 1 )
[ o —_— v — d . == 0 o S . 2.2
70t G ) O (e i =0 e @2
S Yo Y¥o

3. Equation N; (probléme de Neumann intérieur) :

1 1 3 1 :

vy ————— v ( y&=0 LES 2.3

5~ Vo) (m—ﬂﬂ&lg(yon+ w7 ) y (23)
S Yo Yo¥

4. Equation D, (probléme de Dirichlet extérieur) :

1 1 2 1
—_— - = ds. =1 S 2-4
5 w(¥,) ( DS S (¢ - ( 2 ) Sy Yo € (2-4)

N y Yo¥
On-a déja connu que les deux premicres, ainsi que les deux derniéres sont
conjuguées l'une de l'auire. La résolution effective de ces équations a été donnée
partiellement dans [1], & savoir seulement pour la premiére et la quatriéme.
Dans ce paragraphe, nous étudions les quatres équations cilées plus haut
dans le cas ot Q+ est multiplement connexe et nous en donnons les solutions
concréles.,

1. Equation D;. L’¢quation (2.1) peut s’écrire sous la forme (1.9) avec
v{(y) = 0. D’apres le théoreme 2, la résolution de ’équation (2-1) consiste a trou-
ver les fonctions harmoniques u(x) dans Q~, réguliéres a Uinfini, telles que:

Ty = p ) (2.5)
QW o Vyes 26
on_ )

La condition (2-6) nous donne immédiatement :
ux) =40, IGQI._ ,i=0,1,..,n
o G;, i =1,2,..., n sont les constantes arbitraires ct C, = 0 (puisque u(x) est régu-

liere a infini). Par suite (2.5) nous donne exactement n solutions linéairement
‘indépendantes de l'équation (2.1).

0 gye&s, ¢ yes,
1 S 0 S

m@=3 IS = CEER o
0 yes, 1 ye€s,




On peut vérifies directement que les fonelions (2.7) sont vraiment solutions de
(2.1) ¢n s’appuyant sur la propriété bien connue de l'intégrale de Gauss,

Equation N.. L'égualion (2.2) esl équivalenle a-

3
=0 Vyo €3S
on™T (m—2)]S4]
Yo 5 Xy - X:yo— .
ou ce ui revient au méme
dS = —al(x x e 2.8
: (m— mwd.U) (@ x€8” (2.8)
v
on .
0 0%
@ (2)= %Cix697i=ngn

C; sont les conslantes arbitraires, a (x) = 0 pour x € Q7, j)uisque le potentiel de
simple couche & densité continue est réguliére & 1'infini.
L’égalite (2.8) peut s’écrire sousla forme (1-2) avee p () = a(y). Hsuiut done

Y
‘de cher cher les fonctions harmoniques, telles que: o 4
ut () = a (y) : (2.9)
surt(y .
L () BN, (2.10)
ant
‘ v
La condiiion (2.9) nous donne immédiatemenl n solutions linéairement indépen-
dantes u; {x), u,(x),.-., u5(x) qui sont respeclivement les mesures harmoniques des
surfaces S, i = 1,.., n par rapport & Q+. Nous les appelons fonclions harmoniques
fondaumentales du domaine @+. Donec on conclut de (2,10), que l'équation (22) a
exactement n solulions linéairement indépendantes: -
_|_ .
ou " (yy %
v (YY) = = ] .., 0N . (2.11)
ant .
v ‘
Il esl & remarquer-que les solutions u; () de l'équation (2.1) sont les valeurs
limites de w; ()
' mi () = u (y) i=l..n
Done nous avons démontré le thaor(,me:
‘Theoreme 4. Soienl u; (x), [ = 1, 2,..., r les fonclions harmoniques fonda-
menlales dans Q+ c¢’est 4 dire gue
. . N 5 - T -
ut W) = 0 sur §, et sur S, k=i
1 1 sur Si 7
2 - sut () A
Alors. les valeurs limites {u” () } et { - ' "2_ % ,i= k.. nformenl respec-
i +
on
¥y

tivement les systémes complels des solulions linéamrement indépendantes des
¢équations Dy et N,
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Théoreme 5. Les solutions linéairement indépendantes des équations D; ou
N. peuvent se déduire les unes des autres par’la relation:

. . + .
au, :
u_.‘— (¥, + ._J% LF @ 1 dS; =0,i=1,2,..,n (2.12y.
! (m—2) |S,] 3 anj" r”;_-;z

En effet, d'aprés le théoréme 1 et Je théoréme 4 on déduit que les solutions li-
néairement indépendantes (2.1) et (2.2) peuvent étre choisies par couples fus (..
{vi ], =1 .., n qui vérifient I'équation (1.3): '

1 1 N 1 g
— i) + ot S [m (y) —, ) — v J dSy=0, y, €9
2 (m—2)I8i on | ( rmz) ret (2.13)

La relation (2.12) esl la conséquence de (2.13) et de (2.1).

' Remarque. Puisque les équations (2.1) et (2.2) admettent des solutions non
banales, it résulte que, dans un domaine Q* multiplement connexe, une forclion
harmonique ne peut pas, en général, élre représeniée par un potentiel de double
couche. -

aﬁ%ﬂl.‘s
Equation N;. L.’ équation (2.3) peut s’écrire
+

L) 1 1 ' ‘
’ vy — d§ =0,Yy €8
Bn+ (;(m--,?) IS}I S rm_z ¥ )x-x}:o . . :
Yo 5 Xy
ou ce qui revient au méme
1 1 ' '
——— | v(p) — d§,=C Vzea’ 2.14
(m=2) |S1I§[ o | @14
Xy

ol C est la constante arbitraire. L’équation (2.14) peut s’écrire sous la forme (1.8) .
avee u(y) = C, ce qui est équivalent a 1'existence .de la fonclion harmonique u(x) ..
dans Q—, telle que: ‘ :

u=(y)=C v (2.15)
au(y) } yes
oy W (2.16)

Appelons i, (x) la fonction harmonique dans Q7, réguliere a Vinfini, prenant sur
S, la valeur limite ‘ '

Uy =1 yeE S, ‘ o (2.17):
Alors (2.15) nous donne immédiatement ’

Cufx) x€Q7 (2.18)

u(x) =
¢ ey, i=12..,n
el par suile
c 2@ o | '
v(y) = { om; DS (2.19)
0 yESs;,i=1..,n

Lréquation (2.3) a done une solution linéairement indépendante donnée par (2.19)-
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Equation D.. L’équation (2.4) peut s'¢crire sous la forme (1.3) avee v {(y)=0.
Alors pour trouver p (), il suffil de résoudre le systéme :

ut(y) = u(y)
sut(y) Yyes

an+
y

ce qui donne u(x) = const., £ € Q+ ¢t
wy) = € ' (2.20)
L’équation (2.4) a donc une solution linéairement indépendante qui.cst la cons-

tanle. Ce résultat est classique.
De (2.15), (2.16), (2.17), (2.8) on.déduit:

Théoréme 6. Soit u(x) la fonction harmonique dans Q~, réguliere A 'infini,

telle que .
wap=1,vVyes
o™ (4}

on
y

constituent respectivement les

Alors les valeurs limites {u (y)| et %

mes complels des solutions linéairement indépendantes des équations D, et N;.
D’aprés le théoréme'2, on déduit du théoréme 6 le suivant dont la démons-

tration est analogue a celle du théoréme 5.

systé

Théoreme 7. Les solutions des équations D, et N; peuvent se déduire 'une
de l'autre par la relation

u (Yo} +

1 1 au‘(y)
dS, =0, Yy, € S. 2.21
(m—2)| S8} j 2 on" ¥ Yo €9 ( )
. S Fo¥ y
- Ainsi-dans le cas des équations dans lespace En, m 2> 3, les relalions (2.12) et
(2.21) entre les solulions des couples conjuguées (2.1), (2.2) et (2.3), (2.4) ont la

méme forme.
Passons maintenant au cas du plan. Nous nous bornerons aux traits géné-

raux, puisque la méthode est la méme comme dans le cas En, m > 3. Les équa-
tions du potentiel sont respeciivement: ‘

C 1 ! 3
Equation D;: — o —_— [ ds, = .
qualti 5 w{yo) +. oy ju(y) . ( 0g Fm) sy = 0. (2.22)
r y
Equatiou‘N . L v (i, + e wY) 2 lo ! dsy, = 0 2.23
e 2 o 2]’{ .JT Bn+ ( g r}')'-o) ¥y ( . )
. ' r Yo
Equation Nj: —l—v( ) — e v(yy) 2 1 ds;, =0 2.24) -
1' 2 go . 2% J an+ ( g FYYO) a . . :
. d Yo
Equation D, L (y,) — L ( °_ (1o 1 ds; = 0 (2.25)
e . 2 p’ 2} 2Jt P~ J an+ ( g ryyo) ¥ — .
¥




k3

Equation D;. En utilisant le théoréme 2, on raméne l'équation (2.22) A la

forme .
u(y) = py) (2.26)
w(Y) _ } vyel (2.27)
an; : .

dott u(w) = C;, x € Q, i =L, 0, u(x) =0, £ € Q. En effet, dans Q) , u(x)
admet le développement

-7 »

u(x) = klog R(z) + ¢(x)

avec ¢(e0) =0
{puisque la constante dans (1.15) est égale 4 — 9(=0)). Il en résulte
wy) _ g 2logRwy) | 297(y) (2.28)
an_ - en_ an_
y ¥ ) ¥

En intégrant (2.28) le long de T et en remarquant que

J‘ik)g—R(glds:2n=i=0
an_ '
N y

on obtient aisément k = 0. Par suite, u(zx) = const, x € Q7" et la condition ¢(ce)=0
a

nous montre que wx) =0, x € Q. Donc la conclusion est la méme comme
dans En, m > 3’

L’équation D; a n solutions linéairement indépendantes:
' 0 I, Ly, k=1
[J-i(y)= yeoyéik_%
_ 1 yerl;
Ce résultat est classique [4].

Equation N.. Méme raisonnement comme dans le cas En, m>3 et on
‘obtient le méme résultal. Le th&oréme 4 resie valable dans le cas du plan et le
théoréme 5 s’énonce d’une maniére analogue. Autrement dil, au lieu de (2.12),
"on a:

-

.+.
+ 1| () 1
u, [ — .
i (o) + o - log Y dsy =0 (2.29)

=

Equation N;. L’équétion est équivalente a
—;; I v(y) log rjy- ds, = const, V& Q*

, r
¢¢ qui donne :
' u(x) = const + k G(x,00) T € Q)
u(x) = C; - € Qr



D’ou

any .

. 0 yehy,i=1...n

Donc I'équation N; a une solution linéairement indépendante donnée par (2-39).
Equation D.. Suivant le cas, on doit appliquer le théoréme 1° ou 17, Mais

on obtient le méme résullat comme dans E,, m > 3. & savoir wy) =C, YgeT
L’analogue du théoréme 6 est le suivant:

) = I M y < ro
vy = (2.30)

Theoréme 6°. Soit u(x) la fonclion harmonique dans O, admettant 4 l'infini
le pole logarithmique, telle que :

(=1 Vyes
Alors les valeurs limites u—(y) et EE;(_U—)— constituent respectivement les solutions
, any '
non banales des équations D, el N,

Au lieu de (2.20), on a dans ce cas :

1 - 1 L
u(y,) + f W) 1o dsy =1+ k g(oo) (230
2n a1y Tyoy
ce.qui cst manifeste grace a (1,22), (2.30).

§3. REPRESENTATION INTEGRALE D'UNE FONCTION HARMONIQUE
DANS UN DOMAINE MULTIPLEMENT CONNEXE

Soil u(x) une fonetion harmonique, donnée dans un domaine Q+ mulli-
plement connexe, décrit dans les paragraphes précédents, Comme l'on a déja

remarqué plus haut on ne peut pas, en geénéral, la représenler par un potentiel
de double couche, Cependant on a le suivant : .

Théoséme 8: Toute fonction harmonique -u(x).€ C (9" +85) peul’ éire repré-
senlée sous la forme

1 - 2 1 i~
u(x) = sy ju(y) a_ﬁ‘_'(_,.m_z) dSy + E Ciai(x) @G.1)

¥ x
S ¥

ou fu; (®)}, i = 1,..., n sont les fonctions harmoniques fondamentales du domaine
§2*. Les constantes C;, i = 1,.., n sont déterminées d’une facon unique par u(x)
el quant A p(y) — a'une combinaison linéaire quelconque prés des solutions
i, i=1..,ndel équation (2.1).

En effet, soit f(y,) la valeur limite de u(x) ﬂsur S:
lim u(w) = f(u,) Yo € S

X-—-)yo
Suppusons que u(x) soit représentée par (3.1). En faisanl tendre x € Q* vers
gy, €38, on a:

a
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1 1 ) 1 z + .

; —{—~ _ 1dS. — — > Ciu, (y, 3.2

5 W) + m2)S] J.u(y) an+( mea ) f(yo). 1221 aiys) (B2
‘ S ¥

L’ équation (3.2) est résoluble si et seulement si le second membre est orthogonai
aux solutions de (2.2), ce qui sécrit 4 'aide du théoréeme 4 -

Yo¥

‘ n " au.+(y)

j[f(y) — 2. Gu p—- dSy = 0, j=I,.. n (3.3)
% i=1 an

(3.3) esl un systéme algébrigue lincaire qui détermine d'vne facon unique les

inconnues Ci, i = 1,.., n, En cffet, le délerminant A du systéme est différent de

zéro, puisque les éléments aj; de ce délerminant, grice a la formule de Green des

fonctions harmonicques, peuvent s’écrire ;

- |
+ o @ = ol Al T
aij = Jui () ——— a5, = | =242 g (grad u;, grad u;)
an ’ k=1 %L ATk .
) k=1
y
Donc A est le déterminant de Gramme des vecleurs g;;d u;, i =1,.., n Si Aest

v

¢gal & zéro, nous aurions la dépendance linéaire :

N :
>, digrad ui(zx) =0 Vo € Q*
i=1 _ '

ce qui enlrainerait a:

n

> diu(x) = const Vet

i=1
La constante au second membre doit étre égale a zéro, puisque toules les ui(x)
prennent la valeur zéro sur S, et cela contradit & la linéaire indépendance des
fonctions uy(x), { = 1...., n. : ,
_ Avec les valeurs de {Ci}, i = 1,..., n déterminées par (3.3), I’équation (3.2)
est résoluble et Ia solution de celle ci prend la forme: '

Wy = w*+ >
i=1

bs i (y) (3.4)
ot p¥(y) est une solulion particuliére et b; sont les constantes arbitraires.

Réciproquement, si dans Vexpression (3.1), on remplace u(y) par la solutiqn
quelconque de (3.2) avec 1Ci}, i =1, ... n vérifiant (3.3) on oblient une fonction

- ‘harmonique unique u(x) dont la valeur limite est égale 4 f(y). Le théoréme est
2 démontré,

Par la demonstration méme, on résout le probléme de Dirichlet dans le do-
~multiplement connexe Q*. , |

naine
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Remarque. Le théoréme 8 reste valable dans U'espace euclidien Eg, pourvu

que l'on remplace L par L log . La représentation intégrale
(m —_— 2) Sl rin;z 2x Fye

(3.1) est le modéle analogue de celle:

f(z) = 1 _["“)dt-[-ic

2xi f—z

"
pour les fonections analytiques.

§4 — RESOLUTION DE L'EQUATION DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE

Premier cas. Equation dans U'espace euclidien En, m 2> 3:
Soit 4 résoudre 1’équation du polentiel de simple couche

1 .
(m —2) l Slf .[ I‘m_2 V(y) ds}' = f(ya)’ Vyo S (4-1)
' s

ou S est une surface de Liapounov limitant un domaine multiplement connexe QF,
décrit dans les paragraphes précédents. Le second membre f(y,) est supposé hol-
dérien el la fonction inconnue v(y) est supposée continue sur S.- L’hypothése de
continuité holdériennie de f(y,) est nécessaire, puisque le potentiel de simple cou-
che a densité bornée et intégrable sur § est holdérienne sar S {1].

Premiére méthode. Soient toujours (), ..., (%) les fonctions harmoniques
fondamentales du domaine @* Tout d’abord, on résout I'équation

1 1 3
Lo —— ds,
R ARy ju(y) e (r_ 2)

g Yo7

. . |

= —f@)— 2, ¢ ul @) : S 42)

i=1 _

o1 f(yo) est le second membre de (4.1) et les constantes [c,} [ = 1,..., n sont choi-

sies de telle sorte que I’équation soit resoluble Alors la solution Generale de {4.2)
prend la forme:

n
v = pr) + 2, dwi(y) '(4.3)
i=1
_ On prend une quelconque des fonctions (4.3) et on résout le probléme de Dirichlet
extérieur:
Aw =0 dans Q

w(y) = wy) = p*Y) + r‘—"z:l dips(y), y €S (4.4)
|w(a:)|< | ] = o=

%m"
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ce qui donne la solution de la forme

n . l
w(x) = wH(x) -+ Z dyw; (x) ' (4.9)
i=1
avec
1z QF
wi(x) =
0 <€ Q k=i
Si la soluiion (4.5) a la dérivée normale ayant la valeur limite continue :

M_ — (p(y) ' (4.6)

on”
y

il s’ensuit du théoréme 2 :

1 1 5 { 1 |

> w{.) + =2 18] g [ w(y) - ( e ) + o(y) -2 dSy =0, Yy,&8
S ¥y Yo¥ Fo¥

ou en tenant compte de (4.2):

1 n
(n—2)|8 S i_2me%=ﬂmr+zja@wm) (4.7)
! r i=1

S Yo¥
D'aprés les théorémes 4 et 5, I'égalité (4.7) prend la forme :

! L (o) + ¥ N a5 = i
, (7} + C; ) = il
(m—2){154| SS rl;;:z ( i=1 an'}'
D’ou lé‘solulion
— n sl (y)
oy = 2@ s (48)
: an_ i=1 ant
¥ Yy

et {¢;] somt les constantes déterminées. La solution (4.8) est unique, puisque
l'équation homogéne correspondant & (4.1) peut s’écrire sous la forme (1.3) avec
w(y) = 0, drott v(y) = 0.

11 résulte du raisonnement considéré que 1’équation (4.1) est résoluble si el
seulement si une des solutions du probléme (4.4) admet la dérivée normale
continue sur 3.

Deuxiéme méthode. Supposons que l'éqguation (4.1) soit résoluble avec la
densité v(y) continue sur S. Le potentiel de simple couche ‘

1
Vix) = I L ) ds, (4.9)
: rm—Z

s xy _ ’
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‘eprésente alors une fonction harmonique dans O+ et dans Q— séparémenl,
onlinument prolongeable sur § et par conséquent coincide dans Qt et dans O~
‘espectivemient avec les solutions des problémes de Dirichlet intérieur et extérieur:

AU = (¢ dans Q+

TREN
Uy,) = f(y,) sur- S
AU =0 dans - 0O— .
Ui(y,) = (o) . sur S w10,
IUI(:E)IQ ‘l_:i;_lm__'fg— l$|—>¢’°

Sous les hypothéses faites, on sait bien que le potentiel (4.9) admet les dérivées
10ormales intérieurc et extérieure et bien définies et on a:

VW) VW) _
an+ Oﬂﬂ_
e 1
le telle sorte que
: U U
b(yo) = —( Vs |, 2lyo) ) @.11)
o an an_ )
Yo . Yo

Réciproquement si les Splutions des problémes (4.10);, (4.10); ont les dérivées
normales continues sur S, la fonetion (4.11) sera solution de l‘équation (4.1). En
:ffet, en ajoutant membre & membre les deux égalités évidentes :

{ 1 - ‘ > 1y 1 alU(y) "
— U(g)=— ['fz ( _ ]ds.. Vy,eS
2 V)= gy | [ ) e |9 Ve
S Y Yo¥Y Yo¥ Yy
1 L 1 1 1 ol
-Ul(yo)=;u——-—-s [f(t) ( - iy st_, vy, €S
2 ) | v G e L
s y Yoy yoy. oy
ona:

(m—2)| 8| S 1';“0_2 ( an + an:) ) (Uu), + 2 1(go) =1 (%)
3 .

La formule (4:11) permet de trouver la solution v(y) dans Is cas ou l'on peut
caleuler explicitement U(x) et Uy(x), par exemple dans le cas ou § est une sphére-
Deuxiénié cas. Equation dans le plan.

Soit a4 résoudre Véquation dans le plan:

1
— 1
Py Sv(y) og

r

Tyoy

0a [ est une courbe de Liapounov fermée, limitant un domaine Q+ multiplement
connexe, décrit dans les paragraphes précédents. Soient v(y) une fonction incon-
nue, continue sur [ et f(y,) une fonction holdérienne, donnée sur I'.
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Supposons que v(y) soil une solution de (4.12). Désignons Par u(y) une des
solutions de équation :

1 1 a 1 o _
o> w(y,) + o S LL‘(!]) T (log ; ) ds, = .——f(_ljo) — 2, Gtit(y,)  (4.13)

an Yox
¥ o,

i==]
ol f ui(x) } I = 1,. nsont les fonctions harmoniques fondamentales du domaine

£+, et ¢; — les constantes choisies de telle sorte que (4.13) soit résoluble, En uti-
lisant (2.29), Péquation (4.13) s’écrit ;

1 1 2 1 1 ) eu(y)

R 00 i s (v - e 20

9 w(y.) + P Su(y) - ( g Fyoy) o S v(y)\ Zjl ) X

. r ¥ r 1 Y
x log ds), =
Yoy
Draprés le théorsme 2 on doit avoir: :
| “(y) = w—(yo)
L),
W) — > = W) b (1.15)
i=1 anYU an)’n )

01l

!

1 3
v@ = 5 [ew = (1o
r

1 ); (V(y) B Z . 3 (y) ) log ?1;] s,

Iy < +
1 any
La fouction y(z) admet le développement a Vinfini:

k
P(x) = = log R(x) + ¢(x)

avee
> ouf(y) | |
ke = S (v(y) — Z c; = ) ds, R(z) = 1/(:1:; an® + (x, — az)? A(al,.ag) < Q+
r =1 an)’
et @(x) est harmonique dans -, vérifiant la condition
¢(eo) = 0 (4.16)
S0it G(z, o) la fonction de Green déterminée par (1.20). Alors ¥(x) a la forme :
| Y(2) = k G(x, o) 4 w(x) : (4.17)
ol w(x) = 9(z) — kg(x) '
La condition (4.16) entraine J
(=) + kg(oo) = 0 S @iy
Dailleurs, (4.15) et (4.17) nous donnent -
Do) = W (Yo) ~ kG(go =) = v(y,) = u(g,) (4.19
) Ml g S R L
on an en i=1 on

D'aprés (4.18), (4.20) on trouvera ¥(¥), si I'on connait Ia foﬁ¢lion harmonique W{(x).
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Done, pour trouver v(y), tout d’abord on résout 1’équation de Fredholm (4.13):

1 1 a 1 )
5 w(yo) -+ %S w1 an;," (log ) dsy == — f(y,) — Z:lc i (1) (4.131

R r
qui donnera la solution

3

By = py) + 2. dip()

i1

Ensuite on résout le probléme de Dirichlet extérieur:

Aw=210 dans Q-
{w(y) = u(y) yes (£.21)
w(@)] < C k| — o :
La solution trouvée est de la forme
w(x) = wHx) + > duwi(x) , (4.22)
i—l

ou -
T & Qi
Wil x) = 3 0 weOr k+i
La solution (4.22) doit vérifier la relation (4.18):
On doit distinguer divers cas:
a) g(==) + 0. Alors (4.20) nous montre que la solution de (4.12) doit étre de
la forme :

. 00) 861 oo 0 euf (y)
)~ — w(eo) oG(y,_ )} aw(y) +3q - (4.23)
g(=) ong any o1 an
! o AW(@)
Remproquement si la solution du probleme (4.21) a la dérivée normale —

continue, on peut vérifier directement que I'expression (4.24) est la solution de
1" équation (4.12). En effet, en tenant compte de Iégalite (1.22), (2.29), de (4.23) on
obtient :

1 : oo G(y, 1

S L g5, — — () ! S 86y, o) log ds, +
2% Tyoy g(ee) " 2 arty Tyoy

r T

1 aw(y) 1 ou; (y) 1

log —d — lo dsy =
+ 23‘[ S . any ryo_y SI.Y + g i S an)’ g r}'(’}‘ d
r r .
L (oo, 1 S, d24)
= =1 (o) + 5 S o log o dsy E Cill; (Ho) .

r

D’autre part, on a la représentation évidente :

‘ 1 2 1 . aw(y) 1 o
w(T) =35~ S [w(y) ny (Iog - ) — one log rxy] dsy -+ w(ee)

Ty
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pour tout © &€ Q-. Celte relation et la condition limite (4.21)' nous donnent quand
‘x tend vers y, € S

7 .
v(Yo) =5 5 W) + 57 S[u(u) —( g
- r

1
! ) 20(y) log } dsy + (o)

Fyay DHy_ Tyoy

Mais p.(_]) vérifie 'équation (4.13), et par suite :

- R _ 1 at(y) 1
_,f(yo) - lizl f:iui (o) = — 97 S an;' Iog o d&_v 4. w(oo)
T
ou enfin
1 aw(y) n ' )
n <) ilt; (Fo) = Yo ’ 4.2
o S o l - ds, — w(oe) E et (o) = f(yo) (4.25)

b
(4.24) et (4.25) nous donnent immédiatement (4.12).

Donec, dans ce cas, 'équation (4.12) a une solution unique (1.24).

b} gleo) = 0, w(e=s) =10

La valeur de k dans (4.18) est alors indétermindée. On vérilie directement
que Vexpression

26 , oo a1y ll ot} (y) :
v(y) = k ’(-"_ ) 2 L s Y (4.26)
y any a1 ¥
avec k arbilraire, satisfait I’ équation (4.12). Pour cela, il suffit de remarquer gue

{1.22) s’écrit dans ce cas, quand & — ¥, :

1 DG(J, on)
2 S

1 _
ony log Fror dsy = g(es) = 0
r

Done, comme dans (4.24), (4.25), on a:

_S . 1 k 2G(y, o°) l 1 s 1 S at(y) ; 1 p
2n ~ 9n ony 9 Feoy X7 2w Y ony °g Tyoy S

< r T . r

- | auf (i) 1 1 st(y) 1 5

: Py : y= 4. — { d v iy o\

- E ¢ 5 S v log oo ds, o S oy og oo 5, % it (o)
r ’ . r
1 aw(y) 1 = , .
= w5 | S B o s~ 3wt @) = /)

r
e) g(eo) =10, w(oo)io La condition nécessaire (1.18) n’est pas vérifiée
ct I’équation (4.12) n’a pas de’ squtlon
En résumé, nous oblenons le résultat sulvant
Supposons que la solution du probléme (4.21) posséde la dérivée normale
_owly) '

any

continue sur I".. Soit ‘ :
G(x, o) = 1—log R(z) + g(x)
2
la fonction de Green du domaine extérieur Q=, avec le pdle 2 l'infini.
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a) Si g(ee) = 0, Péquation (4.12) a une et une seule solution v(y) donnée
par la formule (4.23). :

b) Si g(ec) =0, w(es) = 0, l'équation (4.12) a unc infinit¢ de solutions
données par (4.26) avec k arbitraire.
¢) Si g(=e) = 0, w(eo) .0, I'équation (4.12) n’a pas de solution.

Remarque. Par la méme méthode exposée dans le point b) du premier cas
on vérifie directement que si 'équation (4.12) est résoluble, sa solution prend
alors la forme ' ' ‘

U, 3U))Y o6l =)
v(y) = “(ﬁa? nE “a;z?:—) + & T 4.27)
Ici k est la constanle vérifiant la relation . .

Ul(oa) -+ J{g(m) =0 (4.28)
et U(w), Uy{z) sonl respectivement les solutions des problémes suivants:
} AU =0 dans 0
U =1y yer
AUy =0 dans Q-

{ Uy =fn) yer (4.29),
[Ui(@)] <C [z| > o . '
Cas: particulier: T est le cercle unilé
Dans ce cas nous avons <

G(x, =) = 2% log R(x), R(z)= V x? + a:f,

(4.29),

Jone g(x) =0, par suite g(se) = 0.
L’équation de Fredholm (4.13) prend maintenant la forme :

1 ' 1 COS a*, -;3)- ) . . -
R+ \ ) ——L—dsy = —f(y)), r=yy
-2 2%

Fyoy
T

1 |
5 B + 5 g B(o)ds; = /()

, ‘ r
I suit de la que

| Su(y)dsy = —Sf(y)dsy | (+.30)

iy

v) = —21@) + 5 1w, (1.31)

r
listingnons deux cas:

a) S f(9) dsy = 0. Alors la.solution w(z) du probléme de Dirichlet (4.21)

r
érifie la relation

3

-



' 1 1 1 ]

w(eo) = -éj;thsw(y) dsy =—5— S w(y) dsy = — Dy Sj(y) ds, =0
r r s

Done dans ce cas nous avons g(oee) = 0, tw(ee) = 0. D’aprég Je résultat du point by,

I'équation (4,12) a une inlinité de solutions de la forme .

owly) 06 o) _ow(y)

wWy) = pes y— ony —~+ const
s’il existe la dérivée _aw_ﬁgL continue sur I,
any
B) Sf(y)dsy 4 0. En vertu de (4.30)
’ ’ :
(o) = ! w(y) ds _ 1 (@) dsy = — 1
=5 \ @ dsy =5~ | u(y) ds; ‘ia—r—Sf(y)dsyq‘:U

T r r o
cest & dire que g(e) = 0, w(ee) == 0. L’équation m'est pas regoluble. Remarquons
ict que si f(y) > 0, on a nécessairement S}"(y‘)_dsy +0 e par suite I'équation n'a

- | .
pas de solution, Cette remarque est classique (cf [2], §35, chap. 111),
K Exemple. Soit & résoudre 1’équation. '

—-LSV(y)log !
LY 4 r

ds, = cos 20,
Yoy
r

ol T est le cercle unité ét y.(1,6,) &T.
Dans ce cas

27
Sf(g) ds, = S cos 28, d8, = 0
r r
par suite I'équation est résoluble. Il est aisé¢ de voir. par Jes méthodes exposées
plus haut, que : .

v(8) = 4cos 28 4 const,
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