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0 — INTRODUGTION ET RESUME. Le but de cet exposé est de présenter
sous sa forme générale, la notion d’estimateurs quasi-optimaux, ef a cetie
occasion, de passer en revue des travaux qui ont été effectués autour de cette
notion. Aprés un examen du probléme d'existence dans son contexte général,
nous citons les divers cas (ui ont été étudiés, les préseniant aussi comme
exemples d’illustration. Nous évoquons enfin, rapidement, le probl¢me de la
convergence au sens presque-siir des eslimateurs.

I — Soit (Q. -4, Pr) un espace probabilisé. soii (Xt)tET une fonction

aléaloire définie sur cet espace, & valeur dans un espace mesurable (%, B), a temps
discret ou 4 temps conlinn (c’esl 4 dire que T est un intervalle de N ou de R), -
et dont la loi d’évolution dépend d’un paramétre § appartenant a un ensemble
® muni d’une tribu @ (la vraic valeur 6, de 8 esl inconnue).

Il — DEFINITION. Soient une famille & = (Gt)teT d’applications de

® x Q dans R, R — o4 @ @ - mesurables, (R désignant la (ribu borélienne de R,
et A4 ® @ désignant la tribu produit des tribus o4 ct @) et une famille monotone
c= (c‘)tGT de nombres strictement positifs, lelles que quels que soicnt

B oy&Ed xQet t T,
(1) ({ —c)GKo, w)>= 0.

Nous disons qu'un estimateur 0% == (8§ ); est G-quasi-optimal relative-
menlala famille ¢ des coefficientsc,, siquel que soit {7, et quel que soit wgQ, -
(2) G (0 (), w) — ¢y sup G (0, w)== 0.

e ©

Plus préecisément, 'estimateur 8* est dit G-quasi-maximal (resp. G-quasi-minimal)
si quel que soit 1< T, G, est & valeur positive (resp. G, est & valeur négative).

Le cas optimal correspond a celui oa quel que soit € T, ¢, = 1.
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Cest la nature de la famille ¢ (done son choix) qui délermine eelle de
Ueslimateur 0% Nous verrons plus loin quelques cas particuliers d’estimaleurs
gquasi-optimaux qui ont éié étudiés,

Il — PROBLEME D’EXISTENCE: Dans des travaux précédents, el dans
des cas particuliers, (cf. par exemple [1],[2], [3]), nous avons alors proposé de
régler le probléme de I'existence des estimateurs par des théorémes de sélection,
cn particulier par les versions dites de Himmelberg-Van Vleck [5], lesquelles
sont des généralisations fines du théoréme de Kuratowski-Ryll Nardzewski [4].
Ces versions peuvent étre utilisées dans le cas genéral. II exisle aussi
d’autres théorémes de sélection utilisables, comme la version donnée par [6]
qui est une généralisation de la version dite de Von Neumann-Aumann. 1l ne
parail cependant pas possible de prétendre que lelle version est meilleure que
d'autre: I'allégement d’une condition étant compensée par l'alourdissement
d’une autre. Nous donnerons ci-dessous trois énoncés concernant ’cxistence
d’eslimateurs quasi-optimaux,

[f[l. 1~ Avec la famille G = (G0, < el la famiile ¢ = (C‘)tQT données

dans la définition 1I, posons

&) W(w)={0&€0: G(f, w)—c, sup G, , w)> 0}.
' 1€® ,

W, est une application multivoque si pour tout w &€ Q, W ,(») == ¢. Une condition
suffisante pour qu’il en soit ainsi (c’est 4 dire pour que W, soit une applicalion
. multivoque) est que, pour tout € T, ¢, 5~ 1. Une autre condilion suffisanle est
que © soit un espace compact et que pour tout weQ, G(. mw) soilune fonelion semi-
continue supérieurement de la variable 0, (ce qui laisse a ¢, la possibilité de
prendre la valeur 1, incluant ainsi dans ce cas les méthodes d’estimation optimale
ct non pas seulement quasi-optimale; dans 1] par exemple, nous avons évoqué
ce probléme ainsi qu’une condition générale pour la projection d’une tribu
produit).

III.2 — PROPOSITION: Si @ est un espace de Lusin, si & est sa fribu

borélienne; et si pour tout t =T, W,: Q —@ (délinie en IILL (3)) est une applica-

tion mnultivoque 4-%-mesurable lelle que, pour tout wc®, W (») soit un ensemble
fermé dans @, alors il existe au moins un estimateur 0*, G-quasi-oplimal rela-
tivement 4 la famille c. '

[I.3 — PROPOSITION: Si © est un espace métrique séparable, si @ est
sa tribu ‘borélienne, et si pour tout ¢ &7, W, :Q — 0 (définie en 1111, (3)) est
une application muliivoque o4-@ - mesurable telle que, pour tout w € Q, W (w)
soit un ensemble complet dans @, alors il existe au moins un estimateur 6%,
G-quasi-optimal relativement & la famille c.

Le premijer énoncé est unc adaptation a la théorie de ['estimation du
premier théoréme de sélection de Himmelberg-Van Vleck (ct.[0]), tandis que le
deuxiéme énoncé .est une adaptation du corollaire du deuxiéme théoréme de
sclection de Himmelberg-Van Vieck (voir la méme référence [5]). Ces deux
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cnonees n'exigent pas que Fespace probabilisé (42, ~. DPry soil complet, Pa
contre, si 'espace (R, &4, Pr) est complet, on a alors I'énoncé suivant:

1.4 — PROPOSITION. Si (Q, o4, Pr) est complet, si ® est un espace de
Souslin, si @ est la tribu borélienne de ©, et si pour toul 1T, Wi @ — 0
(définie en 1IL1.(3)) est une application mullivoque de graphe mesurable, alors
il existe au moins un estimateur 9%, G-quasi-optimal relalivement a la famille ¢

Rappelons ici que dire que le graphe de W esl mesurable veul dire que
flo. ) eQx0: 8 Wiw)] € A4 ®G. Le présenl énoncé.est une adaptation &
la présente situalion d’un théoréme de [6] qui esl une généralisation drun théo-
réme de sélection dit de Von Neumann-Aumann. :

IV — CAS PARTICULIERS ET EXEMPLES D’ILLGSTRATION.

1V. I. Cas des variables aléatoires indépendantes: Crest le cas ol
T =N el ou (X‘)LE'I‘ esl une suite (Xt)téN de variables aléatoires indépen-

dantes et (disons, pour plus de commodité) de méme loi Px(., 0) qu’une varia-
ble aléatoire X, '

a) En prenanl pour G, 'opposée de la fonction du %2 classique du cas
des variables aléaloires indépendantes, c’est & dire

Go(0,0) = — %7 (8, )
- _— z [Nt(“lis ('-)) - iPx(A']! Bj]2
: i€1 IPx (4:,9)

ol (Ai)iéI est une parlilion finie B-mesurable de & telle que quel que soit

i € I, quel gue s0il 6 € 6, Px(4;, 8) >0 (auquel cas, IL(1) enlraine que ¢, > 1) et ol
t :
Ni(A w) = 21 Ia;0X(w), relativement & un échantillon (Xs(w))osgs\it. (1Ai
s
désignant ici U'indicatrice de I'ensemble A;),- on obtient les eslimateurs dits du

%2-quasi-minimum de coefficients ¢,. Les 67 vérifienl alors

= 3207 (), ©) > ¢ sup [— %F (0, w)]
<@

¢'est a dire
12 (0% (), ) < ¢, inf X} (0, 0) .
€O

b) En prenant pour G, la fonction de vraisemblance classique du cas des varia-
bles aléatoires indépendantes doni la loi commune P(..0) posséde une densité
p (3’.‘, e)r '
G (8, w) = exp L6, w)
ot (sous des conditions adéquates) Li(f,0) peut s’écrire J. Log p(z, 8) N(dz, »),
74

(auguel cas, IL (1) entraine que c¢;<C1), nous avons les estimateurs dits du
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quasi-maximum de vraisemblance de coefficients (additifs) & = — Log ¢ pré-
sentés souvent sous la forme équivalente

L‘(B‘ ((0), (D) > Sup ]‘t(e- (.I.l) — B
L Ice

IV.2. Cas markovien & temps discret: C’est le cas ot T=N et oll (X ey

esl une fonction aléatoire markovienne stationnaire, avec une probabilité
absolue stationnaire unique 7t(.,6) prise comme probabilité initiale et dont la
probabilité de¢ transition P(.. B.#), ces probabilités élant dépendantes du

paramétre 6.

a) Prenons pour G, la fonclion négative
Gi(, ») = — VF (0, )

[Nl (A, X Ajw) —1 J w (dx, 6 P (=, Ay, B)]2

. Ay
~_ >
G, per tjat(d:n. 0y P (x, 4; 0)
Aj
(vesp. G0, w) = — %3 (8, ©)
\ [V.(aix 4y, @) f P(w, 4;, 9N (dady, o]’

— 2 A X )
. pet? j P(z, A;, ) Ny(dady, )

Aixﬂf

ot (Ai)iGI est une partition (3-mesurable de & lelle que les dénominateurs de

t—1

(z, ne soient pas nuls, et ot N,(4i X4, w) = 2 IAiXAj (X (), Xop(w)) désigne

s=0 -
le nombre de passages directs de 4; a 4; relativement & (X (D)oot (auquel
cas, 1.1 entraine que ¢ > 1). On obtient alors les estimateurs dits du Y?-qua-
si-minimum (resp. les estimateurs dits du %2-quasi-minimum) de coefficients
multiplicatifs) ¢,. Ces estimaleurs ont 6té étudiés sous la forme équivalente

¥ @) 0 < eI 0w

(resp. X2 (Br(w}, w) < ¢, inf Xf (8, w)), dans notre article [1].
pE®

b) Prenons pour G, la fonction de vraisemblance

G0, w) = exp L8, o)
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oi, sous des conditions adéquales et en négligeant un premier terme, L8 w)=

= fLog plx, y, B N(dzdy, w). p désignant la densité de la probabilité de
are

transition P, (¢, élant 1 d’aprés IL 1). Nous avons alors les estimaleurs du

quasi-maximum de yraisemblance de coclficients (additifs) & = — Log c,,

préseniés sous la forme équivalente

L8] (@), ©) > sup L0, v)—e.
. 8co

Unc étude de ee cas a été faite dans [7] sans que le probléme d'existence soil
abordé. Nous avons fait une étude plus compléle dans [1].

1V.3—Cas markovien a temps continu: Considérons lecason T' =R et
ol (Xt)teu+ est une fonetion aléatoire markovienne stalionnaire de type de

sauts, dont I'espace des états &£ esl un sous-ensemble de R", muni de sa tribu

borélienne. B, avec une probabilité absolue stationnaire unique (., 8) prise

comme probabilité initiale et dont les probabilités de transition Pi(.,.. 8) vérifient

la condition lm P(x, |x}, 8) =1 pour tout & et uniformément en x. Nous
t—06

noterons 7B, w) la durée de séjour dans B € B, et N(BXB', w) le nombre de

passages directs de B dans B’ € B, relativement a un ¢chantition (X (0))g<Cs<Ct 3

Qx, 8) = lim % [1—P(x, |z}, 0)) et Xz, B, ) = iimlt F(x, B, 8), x ¢ B.
t—»0 t—>0
a) Prenons pour G, la fonclion négative

G, (8, ©) = — V(6 w)
[Nt(AixAi, m)_‘tJ. n(dx, 6)Q(x, Ay e)]2

—— Y A

(i, per® t J‘ q(dx, 0) Qx, 4;, 8)
Aj .
(resp. G0, ©) = — X? ©®, o)
[ Ni(4ix 4y, 0) — f Q(m, A, 0 1(dx, m)]2
_ E AMXE ,
G, PER ‘ _f Az, 4; N (dw, )
Aixf,{

ol (Ai)iel- est une partition finie B-mesurable de & telle que les dénomina-

teurs de G, ne soient pas nuls, ¢, ¢tant 2> 1 d’apres IL1. Nous avons alors les
estimateurs dits du p?-quasi-minimum (resp. X*-quasi-minimum) de coefficients
(multiplicatifs) c,, ¢tudiés dans [2} et [8] sous la forme équivalente

V2 (O] (@), o) < o, inf B, (. w)
el
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(resp. %; (07 (w), @) < €0 inf X (6, w)).
8cO

by En prenant pour G, la fonction de vraisemblance définie par {9], ¢crest
4 dire en prenant
Gt(es UJ) = exp LL(Bs UJ),

o1l (sous des conditions adéquates et en négligeant un premier terme)

LB w)= — .[ Oz, 8) 7(dx, w) + f Log q(zx, y,98) Ny(dxdy, w).
x ' xe .

g(x. y. 9) désignant la densité de Q(x,.,0) par rapport & une mesure, (c; 6tanl
ators < 1 d'aprés ILI), nous avons alors les estimateurs du guasi-maximum de
vraisemblance de coefficients (additifs) g = - Log ¢, ¢tudiés dans (9] et [10].

1V. 4 — D'autres cas de variables aléatoires dépendantes:

a) Le cas des systémes aléatoires généralisés & liaisons complétes est éludié dans
{3] et {12], avec le temps discrel, sans que Phomogénéilé soit requise. C'est le
cas ot T =N et od (X hex = (Ui, Yir))i=n est une fonction aléatoire attachée
A un s. a. g L ¢; non homogéne (W, s (%1, Ceta)s 'm0, 0), Pl )y
dont les probabilités de traunsition ‘st el 'P dépendent du parametre 8, et dont
les espaces W, et %, 1 sont des ensembies finis ou dénombrables. On utilise
A i (&) ) .
dans c¢e cas un échantillon (((U ¢ (w), Yt+1(1u))) 0<t<n )h‘ik{h provenant de

h fonctions aléatoires, toutes attachées au s. a. g. I c. telles que les sous-
tribus de £ qu’elles engendrent sont Pr-indépendanles (cf. [11]). Deux variantes
de la méthode du %*-quasi-minimum sont données dans [12), et la méthode du
guasi-maximum de vraisemblance est étudiée de [3].

b) Larticle [13] étudie la méthode du quasi-maximum de vraisemblance dans
le cas d’une suite de variables aléatoires dépendantes (Xt)teN sur laquelle

certaine condition sur le coefficient de dépendance d’Ibragimov est imposée
et telle que quel que soit n €N, (X;, Xy,..., X,) posséde une densité de proba-
bilité f, de la forme E

n—1

oo s v s Ty 0) = Fol, 8) Ga(Fareres T) - €8p = Z(Ti Tigr, O).
i=0

V — REMARQUE SUR LA CONVERGENCE — Dans tous les cas cités en
1V. outre Pexistence, la convergence au sens presque-sir des estimateurs est
démontrée. La démonslralion varie selon'les cas el des conditions qui leur sont
imposées. Néanmoins, on peut dire, grosso modo, que pour les estimateurs du
Y?-quasi-minimum et du X2-quasi-minimum, le principe est de prouver que quel
soil Je voisinage V de 8, et pour presque tout v € Q, ¢ grand ef 6}(w) € CV entrai-
nent que G,(8* (@), w) < ¢, G(g,, »). Il ¥ a alors contradiction avec la definilion
de l'estimateur quasi-oplimal 8%, et par conséquent, on doit avoir 8 (v) € V. La
démonstration pour le cas des estimateurs du quasi-maximum de vraisemblance
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ést plus délicate, (surtout pour des Markov & lemps continu o la définition
de la vraisemblance est elle-méme uin probieme délicat), ef utilise la forme
quasi-optimale avec des coellicienls additils, ¢'esl & dire avec L8, o) et non
pas avec G, (8, ). Les détails sc lrouvent dans les lravaux cilés en références.
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