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CHAPITRE I

_RﬁPRESENTA’TION INTEGRALE ET DECOMPOSITION DE FORMES S0US.
LINEATIRES CONTINUES SUR UN ESPACE VECTORIEL NORME DECOM-
POSABLE DE FONCTIONS VECTORIELLES MESURABLES

Deéfinitions et notations. (T, J, n) est un espace mesuré avec p positive
o-finie et J p-compléte. La fonclion caraeiéristique de toute partie 4 de T
est notée Xa. Ftant donnés deux espaces vecloriels réels F et F’ mis en dualité
par une ferme bilinéaire (.,.). pour toute partie Cde F, on désigne par
5*(..C) sa fonction d’appui. Pour loute application f de T dans R, on notera
[f> 0] Uensemble {{ €T [/(1)>0} et on désigne par [+ la parlie positive de f.
Si f el g sont deux applications de T dans F et F’' respectivement, on note
(frg)y: t—=(flh, g &T). De facon générale, si I' esl une multi-appli-
cation de T & valeurs dans les parties de F’, on note §*(f, ) : t—o*(f(D), ['(1)
(1< T). Dans ce qui suit £ est un espace de Banach séparable et £ son dual
faible. On suppose fixée une suite croissante (Taen de parties p-intégrables
de T, dont la réunion est T. Pour chaque enlier n, on notera Uy la boule unité
de LE(TH, T, J. ). On notera Y, = T, et pour lout n>1 Ype=TusTu_y;- On
convient d'identifier chaque fonelion p-mesurable sur T a valeurs dans E
avec sa classe d'équivalence modulo I'égalité p-presque partoul. Un espace
vectoriel réel Zg de classes d’équivalence modulo I’égalité p-presque partoat,
d’applications f p-mesurables de T dans E est décomposable si Lg vérifie les
deux propriélés suivanles:

(1) vA€], ¥f€ £y, ona ¥af € Lg.
(i) VU Lp (TolnT,, w <L
n

1l est bien comnu gue les espaces de Kothe possédent les proprietés
précédenles. On désigne par LE , Tespace vectoriel de toutes les classes d’ap-

plications scalairemen} p-mesirables [ de T dans I telle que, pour lout
g € Lg, Yapplication (f(, g ) soit p-intégrable.

§ 1. REPRESENTATION INTEGRALE D'UNE FORME SOUS LINEAIRE
DEFINIE SUR UN ESPACE VECTORIEL DECOMPOSABLE

Soit £z un espace vecloriel décomposable. Le théoréme snivani est une
généralisation d'un résultat de Maecdonald ([6]).

_Théoreme 1. Soil [ une forme sous linéaire définie sur Lg, admelfant les
propriétés sutvantes:

(1) Pour tout f € Ls, pour tout A €J, pour foule suite croissanie (An)neN
d'éléments de J, de réunion A, on a lim I(Xs f) = {(%ah).

n—rco
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(2) Ufi+f) =W )+ U[f2) st (supporl f1) N (support fo) = ¢, (f1.fo) € LeX L.
(3) Pour fout n fixé, I(U,) est borné, Alors il existe une multi-application .
I' @ valeurs convexes compactes non vides de E' . dont le graphe appariient a
J ® BE,). telle que VfE Ly, I(f) = f 8%(f(1), T()) w(dl).
T
Deéemonstration.
Elle g'inspire de celle du théoréme V. 17 (I2D.

Pour n fixé, on se place d'abord sur 1’espace mesuré (T, J ., p) avec
Jo =T, NJ. Pour tout A € J,, la forme e—I(¥4, e), de E dans R esl sous-liné-
aire et conlinue, C'est évidenl grice a l'inégalité :

| 1(ae) — I(ae)) < maz [L (xA e= ) , t(x‘\ _e_:i)] e ~e'|]

{le—e'l] lle—e’||
avec e ==¢’, et 4 la propricté (3). Donec il existe pour tout A € J,, un convexe
o(E’, E) compact M(A) de E’, tel que:
8%(e, M(A)) = I(Xa €)

pour tout e € E. Il est immédiat, en utilisant les propriétés (1) et (2), que la
fonction A — 6* (e, M(4)), est g-addilive pour toutl e fixé dans E. Ceci étant,
pour lout A € J,, désignons par P, l'ensemble de toutes les J, — partitions
dénombrables de A, et par B la boule unilé de E.

Posons pour tout A € J,,

v(A) = sup § Z Iy 80 1 (4 heN € Pu, (b)ieN [ Bl
i=0

Nous allons montrer que 4 — v(A) est une mesure posilive sur J, et que’
la fonction A — 8%(e, M(A)) est, pour toul e {ixé dans E, ahsolument contmue
par rapport a4 la mesure positive finie v. o

En raison de ia définition de v, on a clairemet v(4) > ¢ pour tout AcJ,,
et d'aprés la propriété (3), on a v(d4) <+ pour tout 4 € J,. Monirons que v
est g-additive. Observons d’abord que, pour toute suite finie disjointe de mesu-
rables (D;) dans J, et pour toute suite finie (¢;) dans la bouale unité de E, on a

= H(Epse)| < sup L) = «,
- ucUy

En elfet, on a Z H(XD e)| < 2 I(Xpyaie;) = 1(2 Xp;aie
avec a; = 41, compte tenu de Ia proprlete (2). Comme 2 XDJa,e] c U,. on a, en

utilisant la propriété (3), .
b = Lp;ases) < sup Hw)
" uUn
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Soit A €J, ou Aest la réunion disjointe des 4; appartenant & J \10ntrons

d'abord 1’1negahté :
. L

> v(4) < V(A)-l

j=b

Soil & > 0. Enp raison de la définition de v, il existe pour chaque indice j, une

suite (43) € P45 el une suite (e;) C B ielles que

v(Ai) v + 2 l(x Ji)!
d’ou _
R o
S o) <ot 3 5 U000
i= j—0i=0
Or la suite (I(XAj,ejs))(j'i)eNg esl absolument sommable d'aprés ce qui précéde,

on en déduit que

Z 'V(Aj) <EF G = l(XA.ieiJ)QS—F v(A).
j, HEN2 '

Lmegalxté inverse se démontre de Ia méme facon.
Soxt :-:>0 Ii ex1ste (Gk) € Py et (er) C B te]le que

i'\?(A) E + 2 I(xckek)

D’aprés les propriétés (1) et (2), on a,

o0
10t 00 = h_j,nw (% ex) j:.kgg(xck PSS
' U Ck N A;
j=0
DE._’Qfl :
'\?(A) L e+ Z 2 l(kanA ex) = 0 20 I(XC {-\A ek) + e e+ ‘Z[) ’\?(Aj)
= =

ce qui'prouve que v est unle mesure. Par ailleurs, v est absolument continue par
rapport a 1]j,. C’est immeédiat parce que ! est bOUS Imealre Comme on 4, pour,
tout (e, A)EExJn, ‘ o

HXae) | < v(A)tel
les mesures sealaires A — [(Xpe) sont absolument conlinues par rapporl a v,
En utilisant un argument de relévement dans 'L=(T,, J4. V) (cf. démonstration”
du théoréme V.17 ([2]), il existe une multi-application scalairement mesurable'l
A, 2 valeurs dans les convexes o(E’, E) compacls non vides de la boule unité
B’ de E’ telle que '

s%(e, M(A)) = (X, &) = J‘ b¥(e, Dy(wCdD)

A
pour tout e € E el tout 4 cJ,. Comme v est absolument continue par rapporl
3 el Onav_h [.I.IJ avec hy eLR-l—(Tn.Jn,p,!J) '
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Dot (h X5 e) = f .&S‘(e:,‘hn(t) An(z}) ‘rp_(d't')

pour lout e e E et tout A € J Posons
F(t)—[‘ (t) sif cT, -‘Y
I(¢) =Tat) = haDAs(t) si 1 €Tp\Tams = Ya B> 1L,
Par conslrucllon T est scalauement mesurable donc son graphe appartlent a

.I ® CB (Ey ) d’ apres (21 theoreme IH. 37) Resie é démontrer que I' satisfait a la'
formule de replésentahon mtegrale de I’ enonce

On commence par élendre la formule (I) aux fonctions étagées nulles_»

hors d'un T,. Soit f = zxme, ou (4;); iCp est une J partmOn de T, En

i=1

vertu de la propriélé (2) I(f) = 2 (% a; e) d’ou d’ apres (I)

1_.1

=% [ s, g el.r(t))u(dt)
i=1 T,
Comme (A§)1'<i< est une paruhon de T, on obtient, quel que soit. I €T

6_"‘(f((t). F)y= 2 6*(%A (t)es, T(1) et par conséquent
j=—1 ~
if) = ja*(fu). T,

Ta | ‘
Etant donué f & £, pour tout entier n, on a %, f&€ Lg. Comme, E est un es-.
pace de Banach séparable, il existe une Slllte f; DjEN de foncuons etag éesJ -"B(E)
meburables nulles hors de T, convergeant mmplement vers X, f. Alprs, e >0
étanl donné, il existe en vertu du théoréme d’Egoroff, Tse € Juy avee Ty e C Ty
tel que w(Ta\Th, e) <& el lel que (X ¢ f])JeN converge umformément vers
Ay f De cetle convergence uniforme, on dedmt que pour tout peN il
ex1$te jpe N tel que X .| f— f,i < 2“'PXTD ¢ pour j > j.. Or

4 25‘)5 (f fpel, pour tout J’ >JP D'ou d’ aprés Ia prOprléte (3)

| l(i %r, e (=M1 sup lu) = aa, poul J> Jpe
i ) HEUn

Compte tenu de Pinégalité [ I(fy) — I(fy) | < max (I(f1 — f3). U{fz — f1)] pour tout
couple (f1,f) € £eX L et du fait que ! est positivement homogéne, on a~

| l(XTn’! f)-—l(XTu Efj) | < 2‘“Pau, dés que j> jP' :
Donc on a iy, ¢ )= lim t(xTn E f3). Alors en appliquant la formule de_

-—>+oo
représentation précédemmenl obtenue, on obtient
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Iy, g J) = UM _{. s*(f, Tydu
1 §oagon .~ . _

Pour tout 7 € T el tout (e1. e) € EXE, ona:
| b*(ey, T — 8%z, Ty < max[é“‘(m — ey, T(1), 8*(ez—e1, TEY):
Comme vi €Y, (m> 1) [() = Tyud) Cha(O)B on hye Ll +Tns Jar 1)

vreY I‘(t)—I‘ (t) C hy(DB ot k, eL + Tos Jar )
on &,
Yt ETa,, | 8%e, TEN — - 5%(ea r(tm ey — el (Exy (Ol
D'ou -en vertu d¢' la convergence -uniforme.de (Xt . fi)n;e:, vers Xr, o/
J' so(f, Tydu = lim J' s*(fy, T .

: j—t oo
Tn- € E T!l £

Alors comple tenu de ce qui précéde on obllenf
1%, 8f).-= _[ 8%(f, T) d-
T

{

.".- ='. D,S

Dow potu tout ‘A €J; - : o
I Kt A= ] 8D e

.() (T .sr'\Af) J. (f, T)dp

T, (N4

En résumé pour loule [ € Ly, pout toul r fixé el pour tout 6 > 0 donné, il
existe 1 ¢ € Jo avee Wl \Ty, e < & tel que pour tout A € J, on ait
Xy '“'r\Af')""—'"’ 1.[ a*(fuTydps -

e Ty eMA

Pour oblenir la formule de I’énoneé, considérons une svite croxssanle (T Wk EN
dé}éments de: J, lelle que p,(T AT < 9-k et telle que, VA €T,

IOCT knA}") J‘ &*(f ) du, pour fout k € N.
Tn € NA )
Puisque (T \ U T, 0= 0;. 1o ) = Wy T, WD
‘ LEN

D'ou, d’aprés la proprleté (1) !
l(x[mf r )>U]f) = hm ’(x[s*(f r> O]f\Tn‘,kf)A

s ,-:

Smt en unhsant ce qui précéde } "

1%, n[b*(f. =)= nm "_ o *(f I‘)dp
W . ERRC M (f,r) 0]
Camme T 'k est une- sulle cromsanle, le théoréme de onvergence monotone’
implique: Y
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lim '[' S s Dy du =
k— - =0 T £ N [6%1, T) > 0]
T _ 8%f. Tdy
T, N [8%£, 1) > 0]
Par conséquent . ‘
Ay g nswg, Ty 0 = o f T s, Tada
TaN[$%(f, T} = 0] '
-En notant C = {f € T | 8% (1), T(1)) > 0}. on oblient pour toule f € Ly, compte
tenu de la propriété (2)
Wr, [) =lhponch) + 0t AT Cf)-

- D'aprés la propriété (1), Ik, AT\ cf) = lim i1, ~1\cl) -
k—>o0 .

alors, grice 4 la formule de représentation (I), on a
o Wgunaf) = tm [ 6%(f, D).
' Tn, xNC
Comme — S*Arun(r\c)Df ), TaN >0, VI € P, n (TA\G), 'le' théoiéme de
convergence monotone implique : ) ‘ \

im [ —exnDds= [ —sf D,
ke Ta kN (TN\C) _ T, (T\.C)
par suile '
o f 4(f. Dydp = lim f 8*(f. Ty
N TaN(T\C) ke TaNTN\C) o
D'ol I(x,rn,\(T\C)f) = J‘ 8 fy Tdu.
Ta N (T\C)

et en utilisant (I7f) on a ;
W [y=" [ (/. ")
Ta '

. On_ a aussi la_ méme formule lorsque 7' est remplacé par T, N 4, pour 4 € J.
“Pour achever la démonstration du théoréme il reste 3 ¢tend_re arT erntie."r'le
résultal précédemment obtenu sur chaque T, Comme T = U T, avec T,C Tot1,

on a, en-vertu de la propriété (1) en notant € = ffeT ]-a*zfcz), ey > 0}
Icf)= Iim I(% S S

n—*co

C“Tnf"

.1

I(XT\C f) = lim l(x(T\C)r\Tnf)

dou ey =tim [ eef,Tydp
: Ta NG
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soit I(Xef) = J‘ s*(f, T)ydp grice au théoréme de convergence monotone. Ce

C
méme théoréme donne

lim J‘ %[, Dydp =.,f s*(f, Midyp

T orN\e TN\C
et par conséquent J‘ 8*(f, Ndp. = I(XT\Cf) d'ou enfin
TNC :
iH '=l('xc])+t'(KT\cf)=fé'(f,f‘)dp.—ce qui achévela démonstralion du théoréme.
T

Dans le cas ot { est linéaire on obtient ‘facilement le coroliaire suivanl.

Corollaire. Soit ! une forme linéaire définie sur Ly admettant les propri-
étés suivantes: : .

(i) Pour tout f ¢ £y, pour tout AJ, pour toute suile croissante (Ar;)nEN
d’éléments de J, de réunion 4, on a lim I(XA'nf) = {(Xps 1)

n—>-Jo°

.. (iiy Pour tout n fixé, I(I/y) est borng,

Alors il exisle g € £§, telle que

vf € L, Uf) = j <f(d), gity> p(di).
T

Démonstiration.

I satisfait aux conditions du théoréme 1. Comme il est facile de voir, la
linéarité de ! implique que pour tout < T, ['(f) se réduit & un singleton g(i).
La formule du théoréme 7 s'écrit alors: _ o o

Vfe Le Iipy = f(f."g ydu
T -
En raison de la définition de £%,, il est clair que ¢ € £E,.

'§2. DECOMPOSITION D'UNE FORME SOUS LINEAIRE CONTINUE SUR UN
' ESPACE VECTORIEL NORME DECOMPOSABLE.
_ Le-théoréme 1 ¢t le théoréme ide Traynor.([9]) que nous rappelons plus
‘bas nous permettent d’obtenir'le théoréme de décomposition annonce.
‘ Théoreme (TRAYNOR). Soit (T,fJfrun‘eSpace mesurable. Toule application,
“in, additive et bornée de J ‘dans R admet une représentation unique de la forme:
.\ m = m, + m, - , .
‘ot In,, ést la miésure bornée définie par my(d) = lim S m(E), (A€T) Pa
' ‘M@ E€T
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désignant I’ensemble des.J-partitions dénombrables de A ‘ordonné phr la
relation de finesse: M<CIF (1" plus fine que M) si et seulement siV E' €N’
JE€n}EDE’, elol m, = m — g est une application bornée purement simple-

ment additive de J dans R, c’esta dire, additive et telle que pour toule mesure
bornée w de J dans R, pour tout couple (z, B) dans R* x R%.il existe._AoéJ
tel que l'on ait

VA e lednd)! e et |m(AN4,) | <8

Remarque, Du fait que m, est. purement simplement additive il est facile
de déduire le résultat suivani dont nous ferons usage plus loin: Pour toute
mesure posilive el bornée A de J dans R, pour tout ¢ > 0, il existe une suile
décroissante (4,) <y d’éléments de J, tels que U'on ail pour tout entier n € N,

M) < 5} el my(T\Ax) = 0.
Proposition. Soit £ un espace vectoriel normé décomposable de classes

d’applicalions p-mesurables de (T, J, u) dans E, dont la norme .}z jouit
des deux propriétés suivantes: -

(i) Pour tout (4, f) € J X Lg, on a H’X.AngE < ”fﬂ'gE-
(ii) Pour tout entier n, la boule unité U, de L: (T, Ju» p) est borné pour

la norme.
- Soit | une forme sous linéaire continue additive sur £Lg, alors  se décompose
. en . <
{ = fa -+ ls
“oun :
(1) I, es! une forme sous linéaire continue .sur Lg telle que
L) = [s* Ty, V) € L
T - - - v
ou I' est une mulli-application & valeurs convexes o(E’, E). compactes:non
.vides de E’, dont Je graphe appartient & J- @ B(E ). o
' (2) L estune forme positivement homogene, additive sur Ly lipéhit-

vzienne 4 l'origine de £y, singuliére au sens suivant: a tout f & Lg est associée
.une suile décroissante (A ) neN d’éléTnents de J,- d’intersection vide, ..tells ine

_pour toul enlier n, on ait [, (%T\-,__Anﬁ) = 0.
'Démonstration.
;Po,ur_nlo.ut‘ 4, f) eI X ﬁE- posons
(4, ) = 1Xaf).

FE R
.t E i LR P 7
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Pour toute f < £z, il est clair que I'application m(., f) de J dans R est additive
et bornée. Appliquons la décomposition de TRAYNOR & m(, f), on a:
m(., f) = my( )+ m G |

ol Jﬁa(;, f) et m’P(., f) sont des applicalions o additive et purement simplement
additive respectivement. Comme on a ‘

m (4, f) = lim S %) vl el X L,
o ne?s g€

il eslt clair que mo.(A,.) est sous linéaire continue et addilive sur ﬁE.
D’autre. parl, puisque mp(A, f) = m(A. 1) — m(4, f pour lout {4, fred x Ly
jl esl clair que m,(4.,) est positivement homogéne, additive sur L.

‘Par ailleurs, on vérifie facilement que

my(T, x,/) = mg(d ), (4 HET X Ly
d'onl
my(T, %af) = m(4, ), w4, ) eJ X Le.
Pour A=T,o0na
Ufy = mgTsf) + m (T v f € Ly

. Posons : LN = mU(IT- ), VfE€ Ly
L{f) = m, (T, N, YfE Lg

Tl résulte de ce qui précéde que f—=I(f) vérifie toules les condilions d’appli-
cation du théoréme de représentation intégrale (th. 1). Domc I, a-toutes les
propriéiés décrites dans l'énoncé. Pour P’stude de [, on commence par Se
placer sur ¥, pour n fixé. En raison des définitions il est clair que pour toute
f e £g, application m(.f) de 8, = J Y, dans R est purement simplement
additive et bornée. Fixons f € £z Comme il a élé remarqué dans ’énoncé du
théoréme de Traynor, il existe dans S, une suite décroissante (4n,1)iSn® telle
que, pour tout jEN¥*, on ait mP(Yn\An,j ) =0 et w(day) < 2—:_;—1 ce qui impli- -
que n Auj)-=‘0'. En choisissant 4, =Y, et en posant Bp; = AN\ An, j31-
jen* A :
~pour tout j &€ N, on oblient une suite disjointe (Bnpicy dans S telle que

-] . L2l oo
p¥ N\ Boi) = 0 (car Y N\U Bai = [ An,) et telle que m, (B, fy =0 (car
i=0 =0 i=0.

"B € Yo\ An, 11, VJEN), cest & dire I, (Xp,,; ) = 0-

En résumé, pour f & Ly fixée, il existe pour chaque enlier n une suite
disjointe (Bap)jcy dans S, =JNY,, telle que pour tout j &€ N L(p,,; ) =10

m .
et F(Ya\U By, = 0.
=0
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Dans ces conditions, la suite (By j)(n, pen? €sl une suite disjointe dans
J telle que pour tout (n, j)& N° ls(xBn,]. =10 ct p.('l‘\ﬂ By = 0. En
. (n,j)eNe
réindexant (By ) (n, ) < N2 €1 (Ai))p g N et en posant 4, ﬁpul A'p on obtient
1 _
pour tout n &€ N A, €J, Ay CAnpq ot de plus M 4, = N U A;J = ¢ puisque
n n po2n

la suile (4}) est disjointe.

PEN :
oo
Comme TNA4,=T\ U 4, =T\ | By j,ona uw(I\4,) = 0 d’on
p=0 (n.peN?
' n—1 )
L (hp g, /) = 0. Pour n>1, TN\4, = (T\A) v [J A\As avee w(T\4,) =0,
j=0
imol / f n—1 ( f n—1 ; 4
ce qui implique [ (X = = % = (%Al c'est & dire,
qui implig TNAx!) EO Apnag, D Eo- D h
lS(XT\A f) = 0. Puisque U 4. = U A'p= U B,j.ona [L'(T\UAB)-=0.
B nEN pPEN (n;EN? neN
Avec les notalions et hypothéses de la proposition précédente, il est bon
d’introduire la définition suivante. -
Soit [ une forme sous linéaire continue additive sur un espace normeé
décomposable £z On dit que ! est réguliére si la fonction v de J daos R
définie par '

vd) = sup my4[) (A<]) _
el <1 o o

est additive, m,(..f) étant la composanie purement simplement addilive dans
la décomposilion de Traynor de fonction additive bornée A —m(4, fy =

[(Xaf) (Aegd).

Theoreme 2. Les hypothéses et notations sont celles de la proposition
précédente, Soil [ une forme sous linéaire continue additive et réguliére sur
Lg. Alors I se décompose en

' I=1,+1,,
on ,
() I, est une forme sous linéaire contimie sur £, admelttant la représe11tati,d.n
intégrale ' '

L) = f §*(f, T)dy, ¥f€Ls,

ou I' est une mulii-application de T4 valeurs convexes a(E’, E)y compactes non
vides de E’ dont le graphe appartient a J @ B(Epy) o
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(2) 1, est une forme positivernent homogéne, addilive sur £g, lipchitzienne a
I'origine de £g, singuliére au sens suivant: il existe une suite décroissante

(Z2), N d’éléments de J d’intersection vide telle que

L(dr~Ng, f)=0
pour tout f € £g et lout'n.

Démonstration. Fixons n. Nous alions montrer d’abord lexu,tence d'une

"Suite décroissante (A_ )GN* d’éléments de Sy=JNY; telle que p(ﬂ Ay j)=0
=1

‘et telle ‘qite w(¥5) = v(An;) pour tout j € N*,

Par définition de v(¥.). il exisle une suite (f;),cy d'¢léments de Ly avec
W7 lle < 1. Vg €N, telle que

w(Y,) = lim m (f Yn)
q—)-{- [e=]

‘Commne il'a été dit plus haut, il existe pour tout g< N, une suite décroissante
(Zq k JkeN d’¢léments de S, tels que

k=2

1
VR e AT: p’(quk) 2k+q+2 e! InE(Y!l\7¢[!k! ftr) = 0
{En posant: pour tout j & N*, Hn,j = U Zx.q. on oblient une suite décroissante
k> ' ‘
q>]
délefnents de Sn, tels que Vj E N#, pn(An,]) < 2 p.(qu) 2‘ 2—klﬁ )
g q/]
q=>]
§ R T . . 1 . .
» ( 2 :?:m) c'est a dire, V J < N*, P(An.j) g 55 , c& qui Impllque

v An,j)_= 0. Reste a prouver que, ¥j < N* v(¥,)= v(ds,5)
=1

Fixons j&€N*. Par définilion on a:

Vq> J 4, C UZq,
k)
alors V q > j, Y.\ 4n; G N Y, \Z,, CY,\Z,javecm(Y\Z.;, ;) ="0.
k> :

En conséquence, on a:Vq > j, m,(Ya\4,,j, f) =0, done my(Y,, fo) = m(4n,5, [ o)

Alors puisque v(Y,) == lim mP(Yn, [ on obllent
q-—)—]—OO
w(Ya) = lim m(An.lq). < sup . mP(An,j, f) = w(A,,;, D’auntre part
g—r+o “f]lgE{l ' ”

puisque v est posilive et additive et 4,; < Ya on a v{4,.;) << v(¥,) dott”
v(Y,) = v(Ay,y), ¥V JEN* Comme v est additive et bornée on en déduit,

.26



VjEN*, w(Ya\4n) = 0. Comme on a v(Yo\ 4y = sup mP(YD\An,jE, Fal
IS

= sup . |my(Y \4du; f)l on déduit que pour toule f < £g avec !]f“gn <1,
RS ‘ . S
MyYa\ A f) =0, Vj€ N* et par suile my(Yo\ 4w, ) = 0. VjE N, NIE Ly,
puisque VA € J, f — my(4, f) est posilivement homogéne. En ‘choisissant
A,:, = Ua €t en posant pour tout jEN, B,y = A\ Anjp1 o0 obtient une suite
disjointe d'éléments de S, tels que u(¥,\ G B,p=0ct Vj &N myBui. ) =0,
. i=0 : .
V€ L5, ce qui implique [(Xy f)=0 V€N, Vf € £;. A partir de la on
'va conslruire la suite (Zn)nenN annoncée, comie on a construit la suiie'(An):néN
associée 4 un élément [ de £g dans la démonstration de proposilion précédente.
Ceéi achéve la démonstration du thédréme. .

Si £ est un espace vecloriel ndrmé décomposable doat la norme est ume
norme de Riesz, ¢’est a dire, vérifiant:

€ Le g€ Le g <Ifl= gt o <4

‘et si [ est une forme linéaire continue sur £g, on 2 ia variante suivante:

Théoréeme 3.

On suppose que la norme sur £g esl une norme de Riesz.'On note ex(J)
I'espace vectoriel réel des classes d'équivalence modulo 1’égalité yp-presque
partoul des fonctions J-étagées a valeurs dans E, et on suppose gue pour lout

‘entier n, %y Ly soit ’adhérence dans Lg de Xy, eg(/). Alors toute | € ﬁ}::
‘(dual de Vespace normé ZLg) se décompose en [ = L+ oul, €Ly est abso-

lument continuc et !, € L’.E': est singuliére au sens suivant: il existe dans J iine

suite décroissante (Z;) N d’intersection'vide, telle que pour toute f &€ L nulle
sur Z,, on ait I[(f) =0 '

Démonstration.
oo
T = \J Y, oo (Y pen est la J-partition déj ‘introduite. Soil
n=>0

I, =J ‘A'Y,. Pour n fixé, on "se place d’abord sur Pespace mesuré (Ya, I, 1)
GComide dans le théoréme 1, on définit sur Jy la fonction d’ensembles v:

"v(A) = sup {Eu I(Xa; €) (Aidieny € P, (eicn < B}, VA € J,.
1=

Alors vest additive et -absolument continue par rapport a . 1l existe done
v e (L%o (Yn,_\én. W) tel que VA € &, v(')(.A)' = v(A). En vertu de la décompo-

.gilion du dual de L R ([2), chap. 8), il-existe i € Lit (Yo w), et o, €& RY
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.s'i,ngul'iére, tels que, YACSa, 0(%a)= J-h du~v,(Xa) v, est singuliére au sens suiyvant:
A
il existe dansd,, une suite décroissante (Y )en d'intersection p-négligeable,
telle que pour toute f € LR (Yn g), nulle sur Y,y on ait v(f) =0. On’ peut
supposer Yn,g = Y, et on pose pour tout J= 0, By ==Y,; \ Y41 O a done
w(¥Ya\ D B,.) = 0. On oblient donc VA ¢ Sy =, N By, v(4) = J‘ k. dp.
j==0 S :

. b - . A - .
Par ‘conséquent v est g-additive sur Ipje Alors comme on a, pour tout

(e, AYE€ B X Snj 1 lMae) [ < hell v(A), pour chaque ¢, A — [(Xa¢) esl une mesure

réelle sur fy,;, absolument continue par rapport 4 la mesurs positive v] ¢ °
) . . UL n?j

En utilisant un argument de relévement dans LR (Byijs - Sapjs ). OB {rouve Gosj
scalairement mesurable avec || goy(1) | < 1. Vi € Bayj lelle que, Ve € E,VAE Spj-

(N4 &) = J"< e, gui(l) > v(df)
. >

Comme v | S est absolument continue’ par rapport a @ | c5 . ona vics
ne .

= ‘hn’j
nsj )

nsj

* avee huy € Lky (Baj, Suy. p). Dot

Pl g g
nr . :
l('X.A 6) = J. { e hmj(i) Q’n,j(f) ) M(di), ve € Eo YA < Csmj- .
A S .. .

" Par recollement on construit g € E Yo scalairemeh-{ meéurable’,;télle QUe N

gal) = hyi guitd) i t € Boyy
guo{t) = 0 ailleurs

Puis comme (Yn)nGN e_st ‘une partie de T, on définit g € E'T scalairement

mesurableen prenant

gy =g, () si €Y,

Draprés la définition de g, pour (n, j) € N%, f < ex(J), on a

(1) ety )= Jota_ [ ouedn
T

:Montrons que f € Lg — J. {f@®), g(HYu(dh) est une forme linéaire continue sur L.

T _ o .
On a pour tout n €N, P"(Yn\U'Bn,j) = 0. Posons N = U YD\U B[;,j), N est
JEN Lo nEN JEN -
p-négligeable et (B P (mpEN? conslitue une J-partilion dénombrable de
TN\N. D'ot ' I '
| Vi€ e[ (frgdu= [ <f, grd
T - UB_ .
Lol
(o, PEN?
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Soit D= U B i YO La suite (Dp) est croissante et Jl’)p = T\N.
o<i<p ’
0sSasK P . T
Considérons d’abord [ € Lg telle que (fith, gtH> 0, Vi€ T.
Alors on a0 <C f(ﬁg) dy = sup f (f, ¢)dy, en vertu du théoréme de conver-
: ] p&N p . .
T ?
gence monotone.

f € £g élan! identifiée 4 sa classe d’équivalence, on peut supposer fI-B(E)-
mesurable. Comme E est séparable, il exisle une suite (f) )keN dans s () con-

vergeant simplement vers [ el telle que VES N, 1 ful <21 f1(cl [71, p- 101).
Pour p fixé,:la suite (Xp fk ), converge simplement vers X, £, De plus
St 0 o

i 'X.Dpfk H j‘;ég 21 fi Lg .pour tout p ct pour tQutk d’aprésla propriétép de Riesz de
l1a norme de £gz. Pour tout p, tout m, tout k, on pose '
- Iy =0y L9
By =y fne 90
Y = inf (A, .sup B ).
psk P 0<m<k prm
Alors pour tout p fixé, (Wp’k heen esl une suite croissanle de fonctions positives

J-mesurables majorées par I telle que ,
0L (D)= sle{p 1pr_k'(i.‘), vieT.

Dott en vertu du théoréme de convergence monotone

0< f hyty p(dt) = sup J' ¥ B,
T ) k 7

Pour chaque k € N, on a par construction

[ @wan< [ sup_hy) O ).
T PE T O

Lm<

- Nous allons monlrer que ( sup'h+n1) ) = *p (1) (O ), g{i)y, vi€Tavec pr€er(J)
0(\:111\ P P R
ce qui permettra d’uliliser la formule (1).

-+ -Par définitién, on-a pour tout m&N, vieT hp'm M=%, {fa(® gl
’ p 3

Pm
ot fn(l)= Exm,i(f). Cavic .

Eu désignant par Cp,y = {lé'T 1 ¢em s g()) =0}, Y(m, i) & cH? on a
A . L e
hp,m(!) =XDP(1‘) (E'X‘Am-i r]. Cos (‘t)fm,i, g({'))_, vt G T.

i=—=0
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Par‘,éoznrséqu'ent, ?our tout m &N, il existe f> ceg(J) telle que
I'l;"'m(lf);—= %Dp(t)(f:m(f), g, vie Tetf ;n(T)C[Q}Ufm(T)-

Douc, ¥t €T  sup 11+m= % sup (f v G0
o<m<k O l’0*<m<l,.

L'ensemble F\ des valeurs de (fisf' e f)) est une partie finie de E contenanl
0. Soit Fy, = {O—eu, Elpeer g} Poux chaque teT, et pour chaque k, on

pose () ='¢; ouj esl le 'plus pelit entier me& [01 v @} tel que.

,9‘(1')) = Imax <f (1), gin-
OSr<k .
~(t)e;. 11 est elair que (cpk [ell) est

Da s ces ¢ ditio 1 X
n onditions @y({)= 2, - 0<1<q

i==0 CP ]I" .

une parlmon de T; c’est une I-palutlon car g est scalalrement mesurahle 5

En effet pour tout i€ |01, . q] on a

el = N ltem(em,J(mqel g N !fGTI(em,gffD (ei, 9N

Osim<li 1Lm<.p
Par suite I'application # |- px({) de T dans E appartient 4 eg(J): comme

() C Frona || < sup, Ifcl<21fietXp (pu, g> = sup hi,

ogmgk om<k
D0nc pour tout k&N, on 2

0<[¥, {0 1D < JXD ® (oD, g(t)) mdn R

T

Mo

p
; _f B, j () (e, g e
‘T

n=={0

d: ou, en utlhsant ia formule (1)

0 < [ Wyt widt) < = = (15, , W) = (ke

T n--O j=0
ce,qui.implique 0 < f W) w@H AL WXp, @l g <200 1 F gy
T

d’ apres la prOprlele de la norme de Lg. _
Ajnsi, si' (f(f), g(1)} est 0 pour tout tET on a, en vertu de ce qui précéde
(frgydu<<20L1 1fll g, Passons au cas général.
Posons C= 1T f(h).g)) > 0}. Alors on a

J:,_.(f(i), g@)y wdty = .[ﬂ(?(c(f‘)f(f), 9(?)) w(dt) — f (“xT\C (i) f0), gy w(dd
!I.\

Comme Xcf et — '<'T\C.f sont des éléments de .ﬁE pour iesquels on a pour. toul
f€ T, (Xc(i) f(t) 9(”))0 et (- XT\c(f) f(t)= g(t)) >0 '
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l J"(f(l), g(f)> p@) 1 < AN T gy Cect prouve que f— J° (f@y gt w(d)
e ; | . T . .
esl une forme linéaire continue sur L. '

il en résulle que la formule de representatlon intégrale (1) s’étend aux fonc-
tions f € £ ,puisque pour tout 1t Xy, Ly est ’adhérence de %y, €e(/)- Son

(@) V€ Ln. Vi, ) ENT W0ip, )= [ (hau s 9 o
" T
Posons [ (f) = J.(f(t), gy pdh, vf € Le. Alors |, apparlienl a £:p_;. et [, est
T
absolument continue. Soit {;=1— .. Alors I, € ,@;: Ii reste & vérifier que [, est
smcfuhew au sens défini dans ! énoncé du théoréme. ‘
En réindexant By, )a.j N2 P (Z Jnen OB obtient une J-parlition de T\N

avec p(N) = 0. En posant Z, = UZJ on oblient dans J, une suite décr oissanle

izn
d’intersection vide puisque N. Zy= n U Z ot (Z )JGN est une suite dls—_
neN‘ n‘j=n
jointe.Comme {_} Z, = U Z on a p(T\UZ ) =0. Con51dé10ns fele, f nulle

neN jeN
sur Z,. On a f TN\ Zan f soit

n
f‘ = 2 Xzes\zi T 2 %z f- On a donc Ly = ), L%z [) don
k=1 C k=l k=1
l(f) =04d’ apry és (2). Cem termme la démonstration. '
' Remarques. Slgnalons Ies varlantes svwantes obtenues 4 parlir du{
théoréme 3 et de sa démonstration.
1) Soit eg(J) 'ensemble des classes d’ appllcatlons J-étagées de T dans E.
Soil Jg I'adhérence dans £g de es(J). Alors loule [ € £ (dual de £g) se decom-
pose en {=[,l avecl, €£ absolument continue et I e ﬁE, singuliére au sens
su1vant il existe dans J une suite décroissanie (Zn) nEN d’ mtersechon vide telle
que w(T™N\, UZ“) =0 et telle que pour loute f€Je L\ 2. f) =0, Yn €N.
0n

© 2) On note EE (J)l ensemble des classes d’ apphcahons denombrablement
J—élagées de T dans E. On suppose que Lg soit l’adherence de "’E (J). Alors toute‘
lé ..fiE se décompose en l_l + I avec { GﬁE absolument connnue et [, € £E
s:nguhere au sens suwant

Ve 0, Y4 €J de mesure p.(A) flme Hfse eE(J) et A GJr\tl tels que.
!"-(Ae)<e etls(fo fe )>1H ”
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Ceci se démontre facilement a parlir des résultats du théoréme 3
(cf. Démonstralion du corollaire VIII 12 de [2]).

Ainsi une forme linéaire conlinue, non nécessairement réguliére, I,:-

définie sur un espace normé décomposable L dont la norme ||.'|£E est une
norme de Riesz, se décompose en
I=1,+1,

avec I, absolument’ continue et I, singulitre dans un sens plus faible. Et la
démonstralion indiquée dans le théoréme 2 me s’applique pas si [ n’est pas

réguliére. Signalons deux cas particuliers d’espaces normés décomposables’

£ o toute forme sous linéaire continue additive sur £ est réguliére.

Cas-1.-La norme [1.]|£‘E posséde la propriété suivante:
Pour ;1fﬁ£E\<\ 1, Ug”!i,; <1l Ael,BeJ, ANB=¢
. Onafxaf % glg <L

" Cas 2. Pour toute suite (A;.) dans J avec An| ¢, pour toule felg, il
existe un entier n, tel que [[%,, :f||£E < L

' La vérification est facile el est laissee au lecteur. (Remarquef que
my(4,fy = m (T, %f) pour tout A€ J etloutf &€ L)

Pour terminer donnons une application directe du théoréme précédent, -
On suppose que E est le dual [ort d’un espace de Banach réflexif séparable E.-

Soit ﬁ; I’espace vecloriel des classes d'application u-mesurables g de T dans
F telles*q:lle f, g) SOif” 1 — intégrable- pout tout""’f‘e Ly Si £§ est décom-
posable, on a le 7 '

~ Corollaire. Les hypothéses el notations As;onl celles du théoréme précé.
dent. Soit B un convexe de ﬁ;, 'po-ssédant les propriétés suivantes

() " Best o(£L}, Ly) fermé

LU

o Koy g + %, g2 € B.
“7 (i) B est borné au sens suivant: sup 8*f, B) = a <+ o=
R : Iflp <1

AlJors il existe une. multi-application ' de T dans les convexes non vides o(F, E)

compacts de F, dont le graphe appartient a J@® B(F), telle que B=Sp, ou Sp.
désigne Tensemble des classes d’équivalence modulo l'égalité p-presque par-

touit des. séléctions w-mesurables: de T’ apparlenant a £f.

. Démonstration. Draprés (i) [ 6*(f, B) est-une forme sous linéaire
céntinde sur £, additivé en. vertu de’ (ii). Alors en vertu du théoréme
8%(.,B) = [,(.) + [(,) oul, est singuliére au sens suivant: il existe dans J une
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suite décroissante A ey d'inlersection vide telle que g(T\LﬁJiAn') = 0 et

LKy 5,1) =0, VAEN, V€ Ly, et ot L(f) = [6%(f,T) p(@n), Vf & £; avee T
T

multi-applicalion de T dans les convexes non vides o(F, E) compacts de F, dont

le graphe appartient 4 J ® B (I'),

Pour tout n € N, pour tout f € £, on a, en vertu du théoréme *) de.. .

dualité ([2], th. VII, 7)

S(h Xy 4, B = 880, 1+ B) = 650 1T wlad)
T
= [0, Xy, T 8@ = 8% K, S

; .
Alors, VneN, s*(f, xT\Au B) = 8%(f, XT\An Sr). et puisque B et St sont a(ﬁ;, L)
fermés on obtient, XT\An B o= xT\An Sl'" YngN. On a done, vu€B, VreN,
Ign € Sp tel que XT\An ) u(t)y = xT\An ga(t). Alors gu(1) = g.,1(d), VieT\ 4,
car I\ 4n C T'\4,4;. 1l existe done ¢: T — F p-mesurable telle que pour fout
2, glp\ 4, =Ya D-P- |

D'ott g() € T'(¢) p.p. Alors u = g u p.p. et g € 8p.

On a done B C S et on obtient par un raisonnement analogue S C B.
D'oit B = 8- et le corollaire est établi, :

Remarque... Si ﬁ; = L}F I, J, p)etsi £y = LEO (T, J,p). le corollaire pré-
cédent montre qu'un convexe fermé borné décomposable dans L}? (T, 1, w)

est compact pour la lopologie o(LL, Lg’) (cf BISMUT [1], I, th. 1). On peut
consulter ([2], chapilre V) pour d’autres résultats de compacité dans lecas o F
n’est pas réflexif,

Commentaires. Le théoréme 1 généralise un résnltat de Macdonald ({6},
th. 7). En ce qui concerne le théoréme 2, signalons que Pallu de la Barriére
d' obtenu un résultat de décomposition des formes sous linéaires conlinues N
sur Ly ([8]) et, plus récemment Kozek ([5]); et Giner ([4]) ont oblenu des
resultats de décomposilion de formes ' linéaires confinues sur les espaces '
d’Orlicz: (cf. aussi, 2], th. VIIL5) pour le cas ot I'espace mesuré (7T, J, ®)
n'est pas o-finie.

~

") Ce théoréme et sa démonstration sont reproduites dans le chapitre II.
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CHAPITRE I

INTEGRANDES CONVEXES SUR DES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

‘Dans ce chapilre, on développe la théorie des intégrales convexes de
la forme

I = [, u) widt)
13 ?T )

qui a &té étudiée par Rockafellar ([3], [4], [5]) pour les espaces de Banach réfle-
xifs séparables. Dans le paragraphe 1, on donne quelques résultals de mesura-
bililé concernant les inlégrandes convexes normaux. Dans le paragraphe 2,
on. étend:la défilion des espaces décomposables due 2 Rockafellar aux espaces
localement convexes et on obtienl un théoréme de dualité des intégrales con-
vexes définies sur un couple d’espaces décomposables, lequel théoréme géné-
ralise le théoréme obtenu par Rockafellar ([5]).

.. Dansce qui suit, (T, J, p) est un espace mesuré o-finie avee u-positive et
J p-compléte el £ un espace localement convexe séparé. On rappelle qu'un
espace topologique séparé S esl souslinien s'il exisle un espace mélrique sépa- ~
_ rable complet P et une application continue surjective i: P — S. Pour toul espace
topologique X, B(X) désigne sa tribu borélienne.
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§ 1. RESULTATS PRELIMINAIRES DE MESURABILITE.

Deéfinition. Une applicatten f: TXE —| —oo, -+ =] est un intégrande normal
si pour tout ¢ fixé dans T, f({,.) est semi-continue inférieurement sur F et | est
J @ B(E)-mesurable ; fest un intégrande convexe normal si f est normal et si pour
toul f fixé dans T, f(¢.,) est convexe.

Dans tout ce qui suit, on suppose que E et son dual E’ sont sousliniens
pour des topologies localement convexes compalibles avec la dualité. On
rappelle un théoréme d'existence de sections mesurables suivant.

Théoreme (en rappel) ([2]). Soient S un espace souslinien et I' une
application de 7' dans I'ensemble des parties non vides de S. Si le graphe de I’
appartient & J®@B(S). alors il existe une suile (o,) d’applications (J, B(S))-me-
surables de T dans § telle que, pour tout ! € T, (54()a s0il dense dans T'(f);
chacune des ¢, ne prenant qu’un nombre fini de valeurs dans S.

1. Lemme 1. Soit f une application de TxE dans] —eo. + 0], Alors f
est un intégrande normal si et seulement si pour toul ¢ fixé dans T, ensemble

épi fi={(z,r) € EXRI[f (@ @) < rf
est fermeé et le graphe de la mulli-application f1— épi f, appartient a JQB(EQR).

Démonstration. Tout d’abord, f(f,.) est semi-continue inférieurement
si et seulement si épi f, est fermé dans 1'espace produit ExR.

Supposons f normal. Alors ’ensemble
G={t I TXEXR|f(t, 2) <1}

qui est e graphe de la multi-application ¢ i~ épi f,, appartient 4 J® B(EYQB(R).
Par ailleurs, JQB(EYQB(R) est ¢gal & JQB(EXR) parce que B(EXR) est égal
a B(EYBB(R) en ulilisant le fait que R est un espace de Lindeldff car R
posséde une base dénombrable d’ensembles ouverts.

Inversement, si le graphe G de la multi-application ¢ (— épi f, appar-
tient & (J @ B(E)) @ B(R), alors, pour lout r fixé dans R, il est classiquement
connu que la coupe suivant r de G,

e eTx E|(tar) €6
appartient a J x @(E). Comme
(D ETXEItae,nN€G =, x) €T X E{fit, ) <r)
I'application f est J @ B(E)- mesurable,.

2. Corollaire. Soit f un intégrande normal sur T'xXE, alors ia fonclion
[*:TXE" —] —co, o]

M ) = sup[(x’, ) —f(I, x) | x €E]
est un intégrande convexe normal sur TxF".
Demonstration. Il est clair, en vertu de la définition de f*, qu'on a
[, &%) = supf{x’—xy—r | (z, r) € épl fi

35



Comme I esl. normal, le- lemme précédent monlre que le graphe de la
multi - application ti— épt f, appartienl & J ® B(EXR). Puisque E X R est
souslinien, il existe, d’aprés le théoréme en rappel, une suite d’applications
(ta, ra)y (J, B(EYXBR) -mesurables de T dans E x R telle que pour tout
i € T, (ux(f), ra(t)), soit dense dans épi f,. D'out '

[t @) = sup [(x', tua(f))—ra(1)]

Donc f* est J @ B(E") - mesurable puisque ‘chacune des (£, ') |— (&, ua(f)) est
J @ ‘B(E’)-mesurable en appliquant le théoréme en rappel 4 chacune des u,..

3. Definition. Soit £z (resp.fp) un espace vectoriel des applicalions
(f, B(E)) (resp. (J, B(E"))) mesurables de T dans E (resp. E’) tel que pour tout
u(resp. v) appartenant & Z£g (resp. £g') la fonction scalaire fi— (u(?), v(t) ) soit
intégrable sur T. En verlu du théoréme cilé en rappel, la fonction & (u(l),
p()) est automaliquement J'- mesarable.. Soit A un ensemble dans J tel que -
p(4) soit finie. Soit mu(d, ANJ, w) (resp.mg (4, ANJ, u) I'espace vectoriel
des applications f(J, B(E)) (resp. «J, B(E’))) mesurables de A dans E (resp. E’) lel
que f(4) soit relativement compact dans E (resp. E’).

Nous allons donner maintenant la définition d’espace décomposable qui
étend celle de Rockafellar, L’espace mesuré (T, J, p) étant o - finie, il exisie

une suite croissante (T',) de parties intégrables de T avec T =JT. Lz est

décomposable si

(i) VA€, Vfc L ona %f € Ly

(id). LnJ me(Tyy Ta N T, ) C La ,
Si £ est déco’mpoéabl(—:, pour tout 4 €.J, tout g € Ly, on a¥ag € Lp ﬁ_E‘\e‘lst
décomposable si Lg' vérilie '

() YAel. Vg € L. oné Yag € Lz,

G Ume@a To 0,0 € £

Remarque. Si E est un espace de Banach réflexif' séparable et st Eg est
’espace vectoriel E muni de la topologie faible o(E, £'), alors E esl souslinien

parce que la topologie de E est plus fine que la topologie faible o(E, E7) de
sorte que notre définilion de décomposabilité étend celle de Rockafellar puisque
Mgy (Tu, Tu N J, pest Vespace L5 (Th, Th N J.p).

4 — La proposition suivante qui repose sur une propriéte spéciale des
espaces sousliniens intervienl dans la .démonsiration du théoréme de dualité
des intégrales convexes, B

Proposition 4, Soit E un espace localement convexe souslinien et soit u
une application mesurable de T dans E. Alors it existe une suite (4,) d’ensem-

bles J - mesurables telle que.. -
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Ann A, =¢ si n=m
p@\ U4y =0
a H
vn. u(4,) .est.compact.

Démonstration. Comme | el o finie, il-suffit de démonirer la proposition
dans le cas ot p. esl bornée. Considérons la mesure borélienne définie v sur
B(E) par wB) = plu—3(B). VB € B(E).

Comme E est souslinien, v est une mesure de Radon d-aprés (Bourbaki, [1].
prop. 3, P. 49). Donc il existe une suite (X,) de compacts dans E telle que
K.NnK, =¢ sins+m

v(UKz) = (B

Posant A, = u—l(K,;), vn; il est clair que la suite (4yn) répond a I'énoncé.

5. Proposition 5. Supposons £g décomposable. Seit. v un ¢lément de Lg

" tél que
q (v, u) = J.(v(t'), u()y wdt) = 0
7 ; .

pour tout u &€ Lg. Alors v est égale a zéro presque partout.

Demonsiration. Comme E est le dual de E’, il existe dans E une suite
(em) Séparant les points de E’. Il suffit alors ‘de montrer que, pour toul n fixé,
pour tout x fixé dans E, (p()., x) = 0 presque partout sur T .

Soit A € Ty ~J. En vertu de la décomposabilité de Zg, la fonction
* vectorielle Xax appartient & mg(T,, T, N J, p),-done %% appartient & Lg. Ceci
implique

oy, &) w(dh) = 0.
| A : o

Par suite (u(f}, &) = 0 presque partout sur T, D’oll notre proposition.

6. Corollaire. Soit Lg (resp. Lg) le quotient de ZLg (resp. L) par la
‘relation «égalité presque partout». Si Lp et Zg, sonl 'décomposables, alors la
forme hilinéaire :

(u, vy = | Ca®, vet)) pdl)
T

définit une dualilé séparante emntre Ly et Lg.
Démonstration. Ceci résulte directement de la proposition précédente.

 §2. THEOREME DE DUALITE DES INTEGRALES CONVEXES POUR DES
ESPACES LOCALEMENT CONVEXES

7. Convention. Si f est un intégrande normal et si p appartient &4 £y, nous
:adoptons la convention suivante.

(Iﬂnmmuwnsigﬂnmm+mmw:+w
. T

T
I{(H) = { - ) ’
. +oo si- [ fit, )yt w(dh) =+ =
. T



Si f est normal, alors f* est normal d’aprés le corollaire 2. Ainsi nous pouvons
adopter Ia méme convention pour I'intégrande duale f*.

Théoréme. Si Lg est décomposable et si la fonctionnelle intégrale [ dé-
finie ci-dessus sur £z est finie pour au moins un élément u, dans £g, alors la
fonctionnelle intégrale [+ définie sur Lg, par

CfFect oty wdny sio [ e o)y pdn) < 4
©T T

|t si [ FaE o@Dt ped) = +
T A

L0y =

est conjuguée de I, c’est a dire,

Iew(v) == sup [{u, v) —Ii(u) | u € Lg}
pour tout v € Lg,.

De plus, si f; est convexe sur E pour tout 1 €T, si £y, est décomposable
et J;a est finie pour au moins un élément v, € £y, alors I; et I» sont con-
vexes, semi-continue inférieurement pour toules topologies compatibles avee la
dualité sur Ly et Lg’, et duales I'une de l*auire.

Démonstration. Il suffit de prouver que pour tout v dans Lg, l’inégaiilé
[ o, v(t) w(dy<sup (v, uy —I(w) | u € £y
T .

car l'inégalité > est évidente. Soit B un nombre réel tel que p<C/I»(v). Il sagit
de prouver l'existence d’'un élément u € Lg tel que

B<{u, v) —I(u)
Comme I(u,) est finie, il existe une fonclion réelle intégrable o telque
“ (o), a,(1)) — [, u () =a(d)
pour tout ¢ &€ 7. D'oti, pour foutf € 7.
it v)) = o)

Nous allons montrer maintenant l'existence d’une fonclion réelle intégrable
T telle que _ 1

{ f1® pedy>p
NE

Y(I) << f*(t, (D)) pour tout t & T.

Comme p est o-finie, il existe une fonction positive intégrable h définie sur T.
Si Ip»(v) est {inie; prenons

T = ™, v(t)) — & h(?)
ol £ est un nombre réel strictement positif suffisamment petit. Si I;#(v) vaul
+ oo, considérons la suile (E,) de fonctions intégrables sur T ainsi définies,

Eall) = { inf In RO, % £t )] st £ 0(0) >0
fot, v(®)) — h(l) si f*(, () < 0

5
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Par définiion des g, on a

lim (D) = % £t o) si fod o(D) > 0

n—> <

de sorle que lim fgn(a’) 1u(dl) = -}-e= en vertu du théoréme de convergence
: n—> o T -
~ monolone. Parsuite, il exisle un enlier N, tel que

{ Exol®) pdhy >

T
11 suffit de prendre Y() =Ey_ () ({ < T) pour obtenir Uinégalité T(¢) < ¥, v(D))
pour tout < T. Considérons alors la multi-application

Ty = fx € E[(o), x) — fii,x) > T} VigT.

Alors I' est 4 valeurs fermées non vides de E et le graphe de I' appartient 4
J @ B(E). Donc T admet une section (J, B(E)) - mesurable, s, d'aprés le théoréme
cité en rappel. En verlu de la proposition 4 et du fait que p est o-finie, il
existe une suite croissante d’ensembles intégrables (Z,) telle que

p@\ U Zy =0
vm, %, s € U me(Ts, T, M7, v

En veriu de la décomposabililé de Zg* pour tout m, I’application
() = Xy (1) $() + Top (O LD
appartient & £g, Kt I’ on a .
(V(D), un{h) ~ fit, u () =T si 1 €2,
(V(), uy(f)) — f(t, ua®) > a@t) si +€T\Zy

Donc - : .
J'{‘B(l‘). ug(f)) u(dt) — ff(t, un(l)) @) > Y@ g(di) + ] _d(l').v- (d).
T T ' Zo T\Zn’

Pour m assez grand, on a alors

[0 uny wdn — [ £ ua0) 61dd > 6.
T T

D’olt .
L#(v) = sup { (v, uy) — I(u)| u € Lz}
Remarques ‘
1) Lorsque E est un espace de Banach séparable et L son dual faible, on
peut remplacer dans la définition des espaces mg(Tn, T, N J, w) et mg, (T,,
T. N J, p) le mot « compact » par borné », El la notion de décomposabilité de Ly
et L5, reste valable ainsi que la démonstration du lhéoréme précédent.
Cependant, il n’esl pas nécessaire d’uliliser la proposition 4 dans le cas
considéré, en remarquant que, pour loute application scalairemenl mesurable v
de T daus E (resp. E’), la fonetion #1— || v(t)||g (resp. | U(t)”E;,) est mesurable,
E; étant le dual fort de E’. ’
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4} L UOUUOIL UE UECUHIPUSADLIULE INLFOAUlle aans ce chapitre est, enfail,
plus générale que celle ‘introduite dans le livre de Castaing-Valadier. ([2])
Cette notion a Pavantage de s’appliquer aux espaces d'Orlicz.

3) lly a une variante du théoréme de dualité précédent, 4 savoir le cas
OWE est un espace de Banach réflexif non nécessairemenl séparable. Pour ne
pas alourdir ce chapiltre, je n’ai pas développé ce point ici. Je signaie que
celle variante s'obtient en utilisant les mémes argumenls de Ia démonstration
du théoréme de dualité et un théoréme de section mesurable pour un espace
de Banach réflexif non séparable. Cependant, les technique de démonstration
~données dans le paragraphe I ne restent plus valables. Mais on peut démontrer,
" moyennant des hypolhéses de régularité sur l'intégrande f, que pour toute
application mesurable » de T dans Ej, la fonclion composée

= f*¢, v(®) = sup [{v(t), =) — [, ) | xS E]
esl mesurable sur T'; lorsque T esl un espace compacl muni d’une mesure de
Radon positive p.

Pour terminer, je signale que les démonstrations délaillées de celte vari-
ante sont données dans le chapitre VII du livre de Castaing-Valadier ([2]) et
ont été trailées dans un exposé cral a ’Eeole d’Eté de Nha Trang.
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CHAPITRE III

APPLICATIONS DPE LA DECOMPOSITION DES RORMES SOUS-LINEAIRES
CONTINUES DEFINIES SUR UN ESPACE DECOMPOSABLE ET DE LA
DUALITE DES INTEGRALES CONVEXES

Les notations et définitions étant celles des chapitres précédents, on pré-
sente dans ce chapitre quelques applications des résultals obtenus dans les
chapilres I et II. On donne dans le paragraphe 1, la formule de polarité des
intégrales conveszes définies sur un espace vectoriel normé décomposable de
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fonctions vectorielles mesurables et on en déduit la décomposition des sous
gradienls des intégrales convexes définies sur cet espace el un lhéoréme de
minimisation sans compacité.

Dans le paragraphe 2, on présente des applications directes du théoréme
de décomposition obtenu dans le chapitre 1. On y trouve notamment un théo-
réme de fermeture qui intervient dans les équations différentielles, généralisant
des résultats obtenus par ARSTEIN (| []) et WAKEMANN ([8)).

Enfin, dans le paragraphe 3, on présente V'exislence des solutions d'une
équation D’évolution aléatoire du type

—X(w, 1) € VP, (X (0. D)

olt w parcourt l'espace probabilisé (Q, o, P) et ¢ parcourt I'intervalle [0, T,
I'(w, ) est un convexe aléatoire, a variation continue a droite par rapport au
paramétre [ el alP'r(w l)(X(m,l)) est le cone normal de I'(w, 1) en X(w,0). L’exis-

tence des solutions d’une telle équation a été également démontrée de fagon
indépendante par Moreau ([5]) dans le cas o le convexe I'(w.[) ne dépend pas
du paraméire w.

§ 1. POLARITE INTEGRALES CONVEXES ET THEOREME DE MINIMISA-
TION SANS COMPACITE.

Dans tout ce paragraphe, on suppose que Lz est un espace vectoriel normé
décomposable au sens donné dans des chapitres précédents. On suppose de
plus que la norme ”‘”g posséde 1'une des deux propriétés suivantes,

E

(1) Pour toul u et tout v appartenant 4 la boule unité U de Lg et pour
tout A et tout B dans J, on a Xau+%s0 € U. %)

(2) Pour toute suite décroissante (4,) dans J, d’interseclion ¢, pour tout
u € L, il existe un entier n tel que |{¥Xy u|lp < 1.
o

Soit L’ ’espace vectoriel des classes d’application scalairement mesura-
bles p de T dans E’ telles que (v, u) soit intégrable pour tout u € £Lg' Dans
ce qui suit, on suppose que Ly’ est déeomposable comme L. Soil £g le dnal
topologique de £g. : .

1. Theoreme 1. Soient [ un inlégrande convexe normal sur T E et f*
l'intégrande convexe normal, dual de f. Soient Iiet I les intégrandes convexes
définies respectivement sur Zg et £y et salisfaisant au théoréme de dualité

indiqué dans le chapitre 1l. Pour tout [« L, on pose’

o : (e)*(l) = sup {luy— Iw)|u € Lg}
Alors on a la formule de polarité suivante:

(M) = I#(v) 4 6*(l, | dom I;) ou

(*) Pour tout mesurable A €J. Xa désigne sa fonction caractéristique.
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l=1 41, ou [, absolument continue de densité v, ¢’est A dire,
L) = f (u, v) dp, Yu € Lg, et I singuliere. .
Démonstration. En vertu du théoréeme de dualité, I; et I,+ sont duales
I'une de Favire pour la dualité (L5 . Lx). Par définition de (I)%, on a
({)*(l) = sup [I(u) — I{w) | u € dom 1]

En vertu du théoréme de 1déc0mposilion donné dans le chapitre 7, [ se décom-
pose en I =1 + 1/ avec :

IQ(H) = J‘ {u, ) d[ul-, Vueﬁg

et [ singuliére au sens: il existe dans J une suite décroissante (Zn) d’intersec-
tion vide telle que, pour tout n, pour tout f € Lg, [(¥r~\z, ) = 0. On a alors

A0 =swp || (o) de — L@ + Lw]
ucdom kg T .

< sw o [ f(u, 0)dy —Iw] + sup L
ucdom I udom Iy
Donc
U)W = Ips(vy + 5%(l, | dom Ip)
Pour établir I'inégalité inversé, remarquons que pour chaque u & dom I, »

(u. v) dp — I(u) est finie, done il existe un réel a tel que I»(v) > a. Alors
T - -
pour tout >0, pour tout u; € dom I¢. il existe n(s, u,) tel que

C ] e o) wan > a
T\Zn
[, o)y —ft, wet) w@n > e

Zn .
Fixons uy &€ dom I; et soit n, > Mg, uy)- On a

A0 = sup [~ [ 1 a®) w@d)~ [ ft, uw) w(any
u€Llp Zn, ' T\Zn,
D’ou grace & la linéarité de et 4 la convexits de fit.) pour t € T,
dp*(D = supg [l — f @, u@)dn] + sup p [d(uy — f f(Z, u(t)) u(dy]

n> n(E’ up) =

uexzn B Zn° uexT\znn E T\Zno
Compte tenu de la décomposition de [ = 7, + 1, on obtient
U = sup- [ [ (w oyda~ [ ft, ue)) wan + 1,w)
uexz Ly .

—+ sup [f {u, vy dp — ff(t,u(f))u(df)]
”EXT\ZnB‘gﬁT\zno ) T\ Za,
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Par suite on a:

I = [ ot vtpean + sup | [ teanty, vty = £t we)] wedty +1,0m)

T\Zn° ue Z“u E Z“o
ot (Ip* > [ ot v®)p@d + [ (i), o) — F(t, ui(0) w(@) + Lay)
T\Za, Zn,

Vu le choix de a et de n,,on a
U = a— e+ L(w)

Comme u est arbitrairement choisi dans dom /;, on a

doM) 2 a - + 8% |dom [})
D’oir UY*() > a + 8%, | dom I))
‘pour tout a tel que I;#(v) > a. Par conséquent

Up*d) > Ix(v) + 6%({ | dom I})
ce qui termine la démonstration.

‘2. Théorame 2. Les hypothéses et notations étant celles du théoréme |,
on pose, pour 4, < dom /g,
sl(u,) = fv € Lo —u,) < L) — Ii(w,), Yu € EE}

Alors tout v < al(u,) se décompose en v = vy + vyavec v, € 3(u,), absolument
continu de densilé g € £y telle que g() € of(f, u(f)) presque partout et
vy € N(u,|dom Ip) = {v € Ly v —u,) <0, vu € dom 1}

Démonstration. On a
v € alin) & Iiw)) + Up* (v) = v(w,).
D’aprés le théoréme de décomposition donné dans le chapitre I, v se décompose
en ¥ = p; 4 v, avec v; € L, absolument continue de densité g € Lz, etv, € £
singuliére, D’aprés le théoréme précédent, on a
(I*(v) = Is(v) + 6%, | dom [))

Donce
v € 8l(u,) = vi(u,) + va(u,) = L (u,) 4 Iw(g) -+ 8(vgdom Iy)
Soit ’
b € u,) e 0= Img) + Iiu,) — f{un. ) du + 6%y | dom I,) — vg(u,)

T
Puisque u, & dom [;, on a
8*(wg|dom It) — vy(up) > 0

et puisque I; el J;» sont duales I'une de 'autre pour la dualité (£g, £g') daprés
le théoréme de dualité donné dans le chapitre I/, on a

Lestg) — [ @) dw — L)) > 0
T .
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d’ou
Uo(U,) = 6%y | dom ;)
V€W & L) — Liw) = [(u, gy du
T
La premiére égalité implique
DE(” - un) == u?(u) _ v2(uo) '<\ 09 vi G dom If
c’est 4 dire A '
e N(u, | dom I))

et Ia deuxiéme égalité implique g € al(u,) « 9D € of, (u, (1)) presque partout
et vy &€ of(u,) cari; 1 I* sont duales I'une de Pautre pour la dualité (Zs, £g).

Remarques

1) Dans le -cas considéré ici, le théoréme 2 généralise le théoréme de
LEVIN ([4]); la différence enire le théoréme 2 et e _th_éqréme de LEVIN esl:

19 le couple (Zg, _,g;;) englobe le cas (£p> L[FIJ_{]).‘ 22) Iei, (R, of, p) estun

espace mesuré o-finie alors que dans ([4]), (Q, -4 p). n’ est pas nécessairement
o-finie. 3°) Dans le théoréme 2, il 1’y a pas d’hypothése de conlinuité portant
sur f,.

2) Le théordme 2 intervient dans lintégration des .m_uIti-appli'c'a.tions
mesurables a valeurs convexes formés et en particulier, le lhéoréme 2 s'applique

a la comparaison des mesures (Voir [3]). Je n’ai pas développé ce point ici
qui n’a pas été traité a I'Ecole d’Eté et qui dépasse le programme prévu.

3. Minimisation sans compacite

Les hypothéses el notations sont celle du théoréme 1. Soit 4 un ensemble

U de formes linéaires absolument continues définjes sur Ly et soif B I'ensemble
des densités correspondant. On a par definition, B € Lz et 4 — [, c(La)lv & Bj

ol : )

Ly = [ (o.u)dy, va & 2.
T

Théoreme 3. On suppose que 'adhérence A de A dans (Le) pour Ia dualité
a((Lg), (£g)) soit compact et que A soitinclus dans 4 + L, L, étant 'ensemble
des formes linéaires continues singuliéres sur Zz. Soient g el It* les intégrales
convexes définies sur £z et £Z;° et vérifiant les hypothéses du théordme 1. Sj
O &€dom I = fu€ Le | ILi(w) < +- w} alors la fonctionnelle intégrale I
atteint son minimum sur B, ‘ -

-

Démonstration. On a, pour » € B,

Iy = sup [(l,uy—(I)wiue Ly}
= ({p* ()
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_ ?ﬁ (l* est la dualede /; pour la dualité ((£g)’, Lg). Comme A ={l }v < Bj
est relativement compact pour o((£g), L&), il existe donc 7€ 4 tel que
' inf  (I* )= {*(])

1< 4

Soit { = 1°*+ 7° la décomposition de 7. Par hypothése, T & A.Ilexiste done
v € B tel que To(u) =_|‘ (u. v Ydp, Vu € Lg. Or, en appliquant le théo-
; A
réme de polarité a (I9)*
“ do* (1 = I*w) + 6* (I | dom Ip)
ou [ = I* + I’ est la décomposition del avec
#(w) = f( v,u)dp, Yué& Lg
Comme O & dom I on a
C (I*(D > I#)

D’ou
inf Ip@) <o)< dp* (D) = inf_ dp*d)
- v ER 1 €74
< inf (Ip*(,) = inl I@x@®)
‘v & B » € B

§9. APPLICATION DE LA DECOMPOSITION DES FORMES SOUS LINEAIRES
ADDITIVES CONTINUES A UN THEOREME DE FERMETURE

Dans lout ce paragraphe Lg esl un espace vectoriel normé décomposable
dont la norme | .|l Ly posséde l'une des deux propriélés (1) ou (2) indiques

dans le début du paragraphe 1.

La proposition suivante intervient directement dans le théoréme de fer-
meture que nOUS avVONs €n vue,

4. Proposition 4. Soit (I,) unesuite de formes sous -linéaires additives
continues sur Zg, absolument conlinues de densité ', c'est a dire

Ly = [6*(F O, T@) pd), Vf € L
T
On. suppose que sup | L(f) | <= W ”133 pour Vf & £y, ou « est un nombre

n
réel strictement posilif. Alors il exisle une multi-application A & -valeurs
convexes-cormpactes non vides de E dont le graphe appartient a J®RBE,)
qui vérifie ‘

g [fed me]<alle, €t
T i .
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by Si S, (resp. Sp, ) désigne 'ensemble des classes de sélections scalaire-
ment mesurables de A (resp. T'n), si (h,) est une suile dans Lg, telle que
h, € Sy pour tout n, convergeant vers h pour o(Lg,, Lg), alors h € S,.
n
Démonstration. Comme sup [I(f) | < a ||f||£E. la suite (l;) est relati-
n

vemen! compacte dans l'espace des applications de £ dans R, muni de la
topologie de la convergence simple. Soit alors I une valeur d’adhérence de {
pour celte topologie, Il existe un filre F plus fin que le filire de Fréchet tel que

Iig! L Y=IUf) Yf € Lg

Alors il est clair que ! est une [orme sous linéaire, additive continue sur £y
caron all(f)i<<a |[f[|£E pour tout f & £Lg. Par application du théoréme de
décomposition, [ se décompose en [ = [* + I* ou [* est sous linéaire additive
continue sur Lg el absolument continue de densité A, c’est a dire I*(f) =
= J.é*(f, Myw, Vf € Ly, el I* est positivement homogéne, additive sur L,
11" )
singuliére au sens: il existe dans J une suile déeroissanle (4.), d’'intersection
vide, telle que l(XT\A ) =0, pour tout ¢ el toul f & Lg. Par suite, on a
1< a||f”g pourtoutfeﬁfga
Soit (hy) une suite dans £Lg, vérifianl les hypothéses de I’énoncé.

On a
¥g €N, V] € £, lim [ fowde= [ ¢/ bydp
: T\ Aq TN\ Aq
d’on
VgEN, V€ La | (f, nde < lim [ o=t T
TN Aq T\ Aq
Par suite
VeEN, v s [ (f mdn< L0kpNa, ) = £0rxa )
T\Aq
Soit
[ omda< [ 8% By
TN\ Aq TN\ 4q

pour tout f € £g el toul g. En utilisant Ia décomposabilité de £y et la sépara-
bilité de E, on déduit facilement de l'inégalilé précédente que h(t) € A(l) pres-
que partoui.

Pour alléger l'énoncé de la proposition suivante, introduisons quelques
définitions et notations. Soit (F, d) un espace métrique séparable et D une
partie dénombrale partout dense de F. Sur l'ensemble des applications de
Tx F dans E’, on définit la relation d’équivalence o

_ g~9evyeD gy=gy
oil gy = {h:T—E | h{t) = g(t. y). VI E Ny, u(Ny) = 0}
soit g=|{g:TXF ~E|g ~gj
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5. Théoréme 5. S0it § Uensemble des g donl un représenlant g satisfait
wux condilions suivantes,

1) yw&F, gy <Lle

2) Il existe une multi-application scalairement mesurable T, de T &a
aleurs convexes compactes non vides de E’O. telle que )

| o, T | <anf g, v/ € £
T

U o est un réel strictement posilif el lelie que

Vg, ) €F X F, gt y) —g(l, 2 € d(y, 2) Tld)
¥vig= N avec p{N)=0.

Alors & est séquentiellement [ermé au sens suivant: si (g'n) est une suite
ans G convergeant vers g, c'est a dire, si, yy€D, (gg) converge vers gy pour

iLg, Lg), alors g€ &

Démonstration Soit {(g,) une suite dans G convergean! vers g. Montrons que

. € @. Pour toul n, posons A, = gy Alors la suite (A,) est la suite des densités

s formes sous-linéaires addilives continues sur £g satisfaisant aux conditions
y la proposition 4. Par suite, il exisle une mulli-application A scalairement
esurable & valeurs convexes compactes non vides de E, telle que

| [s*. &y du| <fll gy vf € £a et
T

rifiant la propriété 2) indiquée de la proposilion 4, Pour tout couple (y, 2)€D XD
ec y <=2z, posons

v, 2 (py — Ialb 4) = galls 2)
{ oy 7 () i, 2)
| gn € g Alorson a o%*e S, , Vo
i g Ph An

\ vertu de I'hypothése, (¢ 3’7%) converge vers ¢ pour o(£,, £5) ol

~. Ey_gz
it = ——
d(y, =)

nc ¢ %€ S, par application de la proposition 4, c’est & dire, il existe N, .&J
sc w(N,,,) = 0tel que '

1, gy — g(i, .
vien,,,, D003 cap geg
diy, z)
ur prouver que g'e G, il resle & montrer I’exisfence ¢': T X F—FE’ vérifiant
“conditions 1) et 2) de I’énoncé avee g’ ~ g¢.

Soit N= U Ny, > On a uN)y==0
(y, z) € D*
yFz
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Définissons '
g't, ) =0, vieN, vexeF
gt 2) =gl x), viEN,VreD
g, x) =lim g(i, T, VIEN
je=e
siz= limy; @)D,
j—roe
Alors il est clair que g”~ g. Montrons que, pour ¢ N, pour (%, %z} &€F XF
avec Xy~ Ty, ON &
g, x1) — g1, Tp)
d(x,, %)
Pour {€£N, (), x) & D X D avee %1%y, ON a g'(f, =) = g(t, ;). Donc la
propriété est vraie, Pour (1, %) &€ Fx F avee xy==a, el (1. T)ED X D,
considérons les suites (y}) (i = 1,2) dans D telle que

€ L)

1 = lim y} et =, = lim ij

On a, pour ¢ & N, pour toul j,
| gt v}y — gt ) € dw}, ¥]) A
Comme la multiapblication (@, y)—d(z. PDA(L) est de graphe fermé de F X F .
dans E}, lorsque j—+oo, on a
g’(t, Ty — 't T) cd(zr, T) AD

Commeay@ﬁg. Yy € D, ceci termine la démonstralion.

{
3. EXISTENCE DE SOLUTIONS D'UNE EQUATION D'EVOLUTION
ALEATOIRE.

Soient I Vintervalle [0, T]de R et (2, G, P)un espace probabilisé complet.
Soit F un espace hilbertien réel idenlifi¢ a son dual et soit Fg I’espace vecloriel
F muni de la topologie affaiblie o(F, I'). Une multi-application € de I 4 valeurs
convexes fermées non vides de F est & variation continue a droite sur [ s’il
existe une fonction réelle croissante continue & droite sur I, v, telle que

RC@), CEN' <oty —o(r), 0 v<ILT
ou h désigne la distance de Hausdorff des fermés non vides de F; remarquons
quil revient au méme de se donner une mesure de Radon posilive p sur [0,T]
leHe. que ‘
RCl). CEN<u(ot) 0<T<IKT.

Soit ¢ une muti-application a variation continue a droite sur I. Pour

lout  dans F et'tout ¢ dans I, on pose '
s*(w, C(f))=sup {(@, a) | u € (B}

48



Il est facile d’exprimer la distance de Hausdor{f des convexes (i) et C('r) &
l'aide des fonctions drappui 6*(. , C(1)) et 8*(. , C(z)),

(1), C(z)) = sup |8&%w, C@)) — 6%(x, C(1))|

«=&BND
ot D est le domaine des fonctions convexes 8*(. , C(f)) el B la bouig unité de -
F. De plus, pour toul = et tout y dans F, on a

| d(z, C1) —d(y, C(0) (< sup (&', %) — 6%, C(1)) ~ (&, y) + &¥( C(r)) P
- x'<BAD
Sle—yll 4+ 1 o) —o(r) |

de sorle que les fonctions &*(x, C(.)) (pour x & D) et les fonclions d(z, CGY)
(pour © € F) sont continues 4 droite sur I. 1l en résulle que la f_oncllon'
(t. ) —»d(z. C(1)) de I X F dans R+ esl séparémenl continue a droite sur { et
séparément continue sur F, donc elle est borélienne sur le produit I x F; ceci
est un résultat bien connu car on sail quune fonction séparément continue
a droite et séparément borélienne est giobalement borélienne (¢f. Lemme 7).
" Ainsi le graphe de la multi-application C,

GC) = [(hb ) €1 X F|d, C(B) = 0]

estun borélien de I F. Si v est une mesure de Radon positive surl,J  la{ribu des
enseinbles v-mesurables de I, alors les intégrandes convexes

£, T) = 0 si & C)
’ 4 oosi xg= G)
[*(, y) = 8*(y, C(1) ‘ _
sont J, ® B(F)-mesurables ot B(F) est la tribu borélienne de F, sous réserve

que F soit séparable car la fonction f est borélienne sur I X F, donc J, @ B(F)
mesurable (ceci pour tout mesure de Radon positive v sur I).

Dans le cas parliculier ol v est continue, on voit aisément par des
considérations précédentes que les fonctions 8*(x, C(.)) (pour x& D) et d(x. C(.))
(pour x < F) sont continues sur I de sorte que le graphe de C,

6= {tneclxFia ) < 8%, Cb)
z&D

est fermé dans I XF . Par suite la fonction
' 0 si xz&CW)
4+ si x&ECH

est semi-conlinue inférieurement sur I X F . Signalons que la fonction

(t, ) 1- f(t, T) = }

& g) = [*1. 3 = ™y, CQ@)
n'est pas globalement semi-conlinue inférieurement sur I'XFf ; cependant pour,

toute fonction mesurable, u, de I dans F, la fonction ¢ i f*(, u({)) est mesu-
rable (voir lemme 2). Remarquons enfin qu’une fonclion réelle & variation
bornée est universellement mesurable eu tant que différence de deux fonctions
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nonotones. Par suite, si C est une multi-application 4 variation bornée sur I,
vest a dire, il exisle une fonction réelle & variation bornée, v, sur I telle que,
' R(C(h, C(p) < o) — v(@) | (7, Hhel

iJors, grace 4 la précédente remarque et des considérations indiquées plus haut,
on peut montrer que pour toule fonction mesurable, u, de I dans F, les fone-
tions ]— f(t, u(®)) et E]- ¥, w()) soni mesurables de sorte qu’on puisse
gtiliser le théoréme de dualité (12]) des iniégrales convexes définies a parlir,
des intégrandes [ et f*. Pour 1a commodité du lecteur, je donnerai I'énoncé de
ce théoréme avec une hypotheése légerement plus faible parce que cet énoncé
s'applique directement au probléme traité jei. Si v est une mesure de Radon
positive sur I, J, la tribu des ensembles v-mesurables de /, on nolera par

A7, 1a tribu P @ v-complétée de la tribu produit o @ 1.

RESULTATS PRELIMINAIRES

6. Théoreme 6. Soient (Q, A, P) un espace probabilisé complet, F un
espace hilbertien réel séparable. Soit ' une mulgi—application de Qx[0,T]2a
yaleurs dans les convexes fermes localement compacts non vides ne contenant
pas de droltes (L.C.5.D.) de F . On suppose:

(i} Pour tout » dans Q et pour 0 < 7 < T,

h(T(w, 1), T(o, 7)) < pll7, 1D
ot p est une mesure de Radon positive sur [0, T}

(ii) Pour tout ¢ fixé dans [0, T), la multi-application T'(t,.) a son graphe
dans o4 @ B(F), ot B(F) est la iribu borélienne de F. '

(iii) 11 existe une application scalairement P-intégrable y, de Q dans F

telle que y,(w) C I'(w, 0) pour toul w € Q.
Alors il exisle une application X de Qx[0, T] dans F de la forme

a) X(w, t) = Y,(w) + J‘ X(w, s) p{ds) ou X est une applicalion

1o, 1] o
A%J .mesurable de Q X [0, T] dans F telle que { X(w o<1 P S p-p.p- ’
et vérifiant.

b) Pour tout I fixé dans [0, T, il existe un ensemble P-négligeable N(i)
tel que X(w, {) € o, 1y pour o & N(B. : !

Demonstration. Je repreads ici la démonstralion d'un théoréme analogue
donné dans ([2]) car cetle démonstration conduit aux théorémes d’existence de
I'équation (E) et permet de fixer en méme temps les notations qui seront uti-
lisées dans la suite. '

* Soit (S,) une suite de subdivision de {0, T]:

o_ﬂt’;<t’; ...<t‘:..—.<t;n=T
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définie par

t;l__— il'_.
2ﬂ

Couﬁme les multi-applications T'({,.) sont de graphe mesurable, on construit
grace aux théorémes d’existence de sections mesurables (cf. théoréme cifé en
rappel dans le chapiire II) une suite d’applications ¥ - mesurables

gt =0, 1, ..., 2") associées 4 chaque subdivision 5, telle que

vo < Q, y?(w)é ['(w, f;l), 0Cigg2m

Vo € Qg (0) — gl = AR (), T, 1)), 1< 2"
D’aprés la condition (i), on a; pour 1 <{ig2%,

(D Vo € Q,l!y?_l(w) — y?(m) < M(]f?ml , i?])-
Avec les notalions de ’énoncé, nolons
v(t) — o(1) = p(jz, 1), O0<CiCICT.

Pour (w, 1) € @ X {ti“_l, #7[ et pour 1 i 2" posons

i, (w) + i ¢ 9 Mw) st o(f) — o ) >0
(N —p(i® ) w yPw) si p(?) — v(f!
X0, 1) = { V& TN R e T T /i i i1

2 yl(w) st o) — o(?_ ) =0

Enfin on pdse Xo(w, T) = y‘zln(‘m) pour&tout w dans Q, Vu l'inégalité (1), X, est
de la forme S b
X,@0) = g (@) + [ [ofo. )pds), (@0 € QX0 T]

10, 1]
oll [, est une application o# @ Jp - mesurable de Q% [0, T] & valeurs dans la
boule unité B de F. Soit 9 la boule unité de LE@ X I, A @ Ju, P® p). -Clest
un ensemble convexe compact pour la topologie U(L%;(Q xI, A® Jp, PQu),

L¥ @ x 1, J@;JF, P@u)). Soit Lp(Q, o4, P) lUespace vectoriel des classes
d’applications scalairementl P-intégrables de Q dans F. Munissons Le(Q, A, P)
de la topologie faible o(Lr(Q, 4, P), LR (Q, 4 P) ® F) el désignons par & I'en-
semble des applicalions de’{0, T} dans £p(Q, o4, P) définies par

% = [¥: [0, T) = Le(, A, Py | ¥(w, ) = y{w) + J‘ Y(w, §) u(ds), ¥ € .
' o,

Munissons & de la topologie de la convergence simple sur I. En vertu de Ia"’

compacité faible de U, % esl séquentiellement compacl. En effet, soit (Y,) une"”’
suite dans 9. D’aprés le théoréme d’Eberlein-Smulian, on peut supposer que
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la suite (V) converge vers Y € 9 dans 'espace compact 9. Par suite, pour tout
t [0, T), pour tout h € LT{(Q, A, P), toul x dans F, on a:

lim ( Va(t) b@@) = (gor h@z) + Iim [ [ [ (Fatwrs), hw)myucds)]
>0 . T na ‘
X P(dw}
= (s k@ @)+ [ [ [ (Yo, 9, hw)w ) w(@d9)[Pdo).
- Q o,
Soit

fim (Y0, D, k@)= (Y(. 1), h®)

n—>c

avec

Yo, 1) = go) + [ Vo, 8) plds), (o, HE X
1o, 1] o

Or par construction, la suite (X)) demeure dans 2. Done on.‘peul supposer que la
suite (X,) converge vers un ¢lément X € &. Done pour tout (v, #) dans Qx1I,on a

X(w, 8 = g (o) + f K, s u(ds), X € U
]0: t] -
vic(0, T, Vo & F, YR L (@ A, P), "
lim { Xn(-’.t)’ h Rx)=( X(‘I 1), h ®m )

n—>o
Ceci étant, pour tout ¢ dans {0, T[ désignons par jn(tj 1a valeur de i (12" telle
n n .
que i e'[tjntt)—l . tjn(t)[' Posons, pour (e, 1) c & X [0, 7,
Ba(1) = t? «y Pour £ € 10. T[, 8,(0) =0, o (Ty=T
- (2)

Xy, 0,() = g2 (0), Xo(, 0) = 7o), X0, T) = yoa(®)
jalD) |

On voil que la suite (8,()) tend vers  en décroissant. Et, d’aprés ce qui précéde,
on a, pour tout { dans [0, T}, tout x dans F et tout h dans L (Q, o4, P)

(3) lim (Xof., 0,000, h § =) = (X(., 1), h @ T)

F ) R

Le reste de la démonstration consiste 4 prouver la propriété b) de I'énoncé.
Soit1 fixé dans ]0, T[. Dans les cas ou { =0 ett=T, la propriété b) est
trivialement vérifiée. On va montrer qu'il existe un ensemble P-négligeable
N) Viel que
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‘Comme [(w, {) est convexe fermé L. €. S3D. pour toul (w, HE€ QR X {0, T},
il existe d’aprés ([2]) une suile (e,) dans F telle que

of)
T f) = {} T(wd

m=i
avec C Tale, ) = [y € FI(ey.y) < 0%(w, 4, e)]
8%(w, Fey) = sup (e, Y) <<t
y €T {w, 1)

Donc X(w, f) appartient a T'(w. #) si et seulemenl si
(en X(w, 1)) < 8%w, 1, eg), VL

Considérons I'ensemble A dans G défini par
A=loecQ] Xw HéENo H}

et supposons P(4)>0, Il existe un élément e, tel que I'ensemble -#-mesurable
A : :

Ap = fo € Q[ (em . X(ow, ) > 6%, 1, en)]
soit de mesure sirictement positive. D’ou

@ f (e s X(w, 1))P(dw) > [ %0, £, €,) P(dw)
An ' A
or on a d’aprés (2),
(5) f (e, Zafw, 8(1))P(dw) < J' 8%(w, 8a(2). eg) P(dw).
An Am

On déduil de (3),
6) lim I(em, Xu(w, 8a(D)))P(dw) = J' (e, X(w, O)YP(dw).

n—poe

Am Ag
Daprés la condition (ii), on a
6*(m 0a(1), €,) — 8%w, 18.,.) | < | em W (@(Ba(l)) — (1)
d’ou
(7)  lim f 8% (o, Ba(l), eg) P(d ) = .|' b%(w. 1, em) P(dw).

I—=0
Am . A
Par suite, on déduit de (6) et de (7)
8) J' (e » X(w, 1)) P(dw) < f s%(w, 1, e )P(dw)
' Ag A,

ce gui conlredil I'inégalité(4).

Remarques. 1) SiT ne dépend pas de o, le théoréme 6 est valable
sous des conditions plus faibles. En examinant la démoustration de ce théoréme,
on voit qu’il n’est pas nécessaire de supposer r@) L.C.S.D. el F séparable.

2) Bien entendu, il est plus snnple d’ufiliser la compacité de °2L pour
la topologie faible cs(L2 ,LF) parce que la compacité de 9L pour cr( L )

+53



. _ o
‘repose sur des résultats difficiles, & savoir: le dual de LII_: est L si E est un
4 .

Banach séparable ([7}]) et, si E est un espace de Banach réflexif, le dual de
Li; est LEL(EL stant le dual fort de E) ([7]) et, ainsi la compacité de 9 pour

o'(L;, L‘E) est triviale car % est compact pour d(L;f’, L':;. ).

3) Comme la structure hilbertienne de Vespace F n’intervient pas
dans la démonsiration du théoréme 6, on voit que ce théoreme reste valable

en remplacant l'espace F par le dual faible G d’un espace de Banach séparable
G, T prend al'ofl_'s ses valeurs dans les convexes fermés L. C.S. D. de ce dual

faible sous réserve que % soit mélrisable pour U(ch, , Lé)!
‘ : s

o ‘Le résultat suivani est bien connu. J'en donne ici la démonstration pour
la“commodité du lecteur, laquelle est par ailleurs une version simplifiée de
celle déja donnée, dans la démonstration du théoréme 6. o
7. Lemme 7. Soit (Q, -#) un espace mesurable et f une application de
Q x [0,1] dans R telle que pour tout f fixé dans [0,1], f(., B soit ~#-mesurable

sur Q et pour loul w fixé dans @, f(»,.) soit conlinue a droite sur {0,1]. Alors
f est A4 @ B-mesurable; A &tant la tribu bor{élienne de [0, 1].

Demonstration, Pour tout entier n>>0, considérons l'application f, de
Q % [0,1] dans R,

Jalo, By =f (w, —k—) sit e [k—_l-. i]
n n- n
avec k = 1,2,...,n et - '
falw, 1) = f(o, 1).
Chacune des [y est o4 @ B-mesurable et on a
lim fale, 1) = fle, 1) , (o) €2 X ([0, 1].

n—>rcC
Donc f est o4 @ B-mesurable.

Grace au lemme 7, on peut énoncer maintenant le résullat suivant.

8. Theorsme 8. Sous les hypolhéses et notations du théoréme 1, la multi-
application (w,t) i I'(w,?) a son graphe dans (A @ B [0, T] @ B(F)) ol B[0,T]
est la tribu borélienne de [0, T], B(F) la tribu borélienne de I'. En outre,
I'application X de Qx{0,7]} dans F définie daas le théoréme 1 vérifie
X(w, f) € T(w, ) P @ p-presque partoul. :

_ Démonstration. En reprenant les notations de la fin de la démonstration
du théoréme 7, on a . '

) r(m,t)__—._{yeF[<em.y)<6*(m,t,em), vm}.
Comme le domaine D de | 8%(w, f, ¥) est indépendant de (v, 1). il est clair
que les fonctions (w, 1) i— 8%, 1, ;) avec &, € D sont séparément o#-mesurable
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sur @, séparément conlinues & droite sur I. de sorte que le graphe de T appar-
tient 4 (4 @ B0, T} D B(F). Resle & vérifier que X(w,1) € T'(w.l}, P @ p-presque
partout. '

Reprenons (encore!) la fin de la démonsiration du théoréme 1. On a
X(w, ) € T'(w, D)
si et seulement si
(g X(w, 1)) < 8%, i,e,) ., VIn.

Soit Q= (v, ) € QX I{X(w, )ET(w.0) }. Comme les fonctions (w,1)1— 8*u.t.e,)
et (w.f)—{ e, X(w, )} sont o4 @ B[0,T]-mesurables, I'ensemble ( appartient
a4 ADB[0,T] (remarquer que {e,, X(m..)) est continue a droile sur I et (e,, X(.,1)}
esl o4 - mesurable). Supposons que @ soit de mesure striclement positive, ¢’est-
a-dire, P @ w(@)> 0.1l existe e, tel que I’ensemble A4 @ B[0,T]- mesurable Q,,

Q= {{o,) €RXX1I{ey X(v, 1)) > o*(w. I, ep) |
soil de mesure slrictement positive, soit P @ p(Q,) > 0, D’o

(1) f (e, X(w, t)) P(dw) @ u(dl) > f 8%w, 1,e,) Pldw) @ w(d).

Qm Qm
Comme on a, pour toul n, toul o et tout ¢, ]

(e Xulon, 8,(5)) ) << 6*(w, 6a(f). €2)
on en déduit, en intégrant sur @, S
2) J' (e, X o0, 0a(1) P(d) @ u(dt) < fa*((u, 0a(D), €,) Pldw) @ w(dt).

Om . On
On a, en faisant {endre n vers + oo,

lim J' (e Koo 0 () ) Pldw= J' ( e X(w,t)) Pdw)

n—»oce
Qm(l‘) Qm(t)
ou Q,(f) est la coupe de Q,

Quy =0 €Q(0, 1) € Q,} € 4
En intégrant cette égalité sur I, on oblient

J‘ lim _{' (e Xa(w, 0,(8)) ) P(dw)](dD)

n—»co . .
I QD)
— um [ [ [ ¢ ew Xaw, 0a0) ) P(dw)| pidd
n—>r @
I - Qul®

lim f (e, X (0, 8.(D) ) P(dw) @ p(dd)
n—r o .
= J' [ J' { e, X(o, D) P(dw)] u(df)
I Qu® .
= J‘ ey X(w, B § Pldw) @ p(di).
Qu

.95



Draprés la condition (ii), on a
| 8%(w, 0,(1), o) — 8%(w, £, €,) | < [ em [] (0(8a(8) — (D).

D'ol, en intégrant sur @, el en faisant tendre n vers - co,

lim J' 6w, 0a(l)s £,) Pldw) @ u(dl) = f 8%, 1, e.) P(dw) @ p(dh).

n— %

Qn Qm
‘Donc on a, en intégrant les inégalités (2) sur Q,, el en faisanl tendre vers +
@ [ Com X ) YPEo) @ w(@D < [ 6701, ) Pdo) @ p(dD)
Qm QOm

ce qui contredit l'inégalilé (1).

9. Lemme 9. Soit f une application de 7 x F & valeurs dans ]—oo, +oz ] et
soit p une mesure de Radon positive sur I. On suppose que f vérifie la condition
suivante: Pour lout &> 0, il existe un compact K. © I tel que p(INKp) < e et
tel que f| Ke XF o soit semi-continne inférienrement. Soil » une application

Lusin p-mesurable de I dans I/, Alors la fonction

i f*(, v() =sup [{z, () —ft.z)) 12 € Fl

est p-mesurable. :
Démonstration. On se rameéne aussitét au cas c;ﬁ f esl semi-continue

inférieurement sur I X Fgz el v continue sur I. Soit A un nombre réel
Alors 'ensemble

[t el f*t vt) > A} = proji [A N4, ]
Ol ‘ _ A= it =, 1')61><F><R1f(t,_a:)\<\r}
| Ay =ftt, e, N EIXFXRI@ v(@)y =1 >1]
Si la boule unité B de F est munie de la topologie o(F, E), la [onction
, x ) —(z, o)) —r ‘
est continue sur I3 pB; >< R -pour tout p’isO, de sorte que !'ensemble
A, = v i) € IxnBx R|({=, v(f))-—r;:.?&}
_ nEN = ) .

est une réunion dénombrable de compacts dans I X Fgs X R et, comme A est
fermé duns IX Fs X R, on voit que proj; [A N Ay ] est une réunion dénombrable
de compacts dans I. Ceci prouve que’{ — f*(, v(f)) est p-mesurable.

§

Application. Soit € une multi-application-de I'a valeurs dans les convexes
fermés non vides de F. On suppose qu’il existe une fonction réelle a variation
bornée, v, définie sur I telle que

R(C(t), C(z)) < L_v(t) — o(r)l, (z, D I
Si u est une application Lusin u-mesurable de I dans F, la fonction

ts sup (u(®), T) = 6*ud), C)
&) o :

-~

est p-mesurable sur [.
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11 suffit d’appliquef le lemme précédent en prenant
0 si xelC(t
+eo si g C()
FH(E, y) = 8%y, C()).
En effet, comme v est universellemenl mesurable, on sc raméne aussitdt

au cas oit v est continue sur un compact K de I, de sorte que le graphe de G
est fermé dans K X Kg et done [ est semi-continue inférieurement sur K X Fg.

Grice au lemme 9 et aux ftechniques utilisées dans ({2)), on peul énoncer
le résultat smivant qui est directement utilisé dans la démonstration du théoré-
me d’existence des solutions de I'équation

@) {— X@) € 2051, X(D)
dans le cas « déterministe », ¢’est-a-dire, le convexe ¢ ne dépend pas de w et
est 4 variation continue a droite.

10. Theoreme 10. Avec les nolations et les hypothéses du lemme 9, sup-
posoas f; convexe pour tout f dans I, on pose -

J'f(t, a(1)) w(dt) si J‘f(t, WOt wlt) < -+ o

If(u.) = 1 1
? + oo i _f ft, uyip(dh) = +
1 R

'pour tout u & L};).(I, u) (1 << p << o). Soit f, la duale de f,. On pose, de fagon
analogue,

( [ rec. oy pan s [ fect, oyt pedn < + o

{ 1 1

< + oo s [ £ vy wdd = + o
I

Ifﬁ(v) =

pour tout v € LE(I,p) avee 1 -}--—L — 1. Si les inlégrales convexes I[; et It* ne
’ p

sont pasidentiquement égales & + oo, alors I; el I» sont duales I'une de l'autre,
11. Théoréme d cwistence des solutions et de dépendance des conditions initiales
de I'équation (E).
Théoréme 11. Avec les hypotheses et notations du théoréme 1, supposons
que (R, o4, P) est un espace compact métrisable muni d’une probabilité de Radon
P, ou de facon plus générale, supposons gue I'espace Lé(Qx I, 04”@.]“, P®yp)
est séparable. Soit 9 la boule unité de Lg(Q X 1, A@JP , P u). Désignons par
®(o, 1,.) el O*(w, £,.) les fonctions d’appui et indicatrice de T'(w, ),
' O(w, 1, T) = sup ez, wlue Mo Hi

0 si v €MNw, D)

4o si veET(n )

el soit a®*(w, , v) le sous-différentiel de O%(w, t,.) au point v,
HD*w, I, V)= [z € F | ®(v, 1, 2) + O¥(w, £, V) (2, v}

O*(w, I, v) =
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Supposons que l'ensemble convexe fermé M dans Li; (Q A, P) des sections
P-intgrables de la multi-application I'(,0) est non vide. Alors

a) Pour tout & € ¥, il existe une solution Xg de 'équation (E) de la forme
Xe(w, 1) = E(w) + f Xg(w, 8) wi{ds), (0, HEQ X I, Xg &« U
1o, 1] T
telle que —X’g(m, D € 30*(w, 1, Xe(o, 1)), P ® p-presque partout.
b) Désignons par L}; (8, o4, P), I’espace vectoriel L}; (2, =%, P) muni de
la topologie u(L}. (2, &4, Py, B Q APYQF) est par &y I'ensemble

K= {¥: [0, TI>LE (@, o, P)g | Y(w, 8) = E(w) + f Y(o,s) w(ds), e € M, ¥ U}

10, 1]
muni de la topologie de Ia convergence simple sur [0, T]. Pour £ € M, désignons
par St ensemble des solutions Xt de I’dquation (E). ‘

Sy={X::[0, 7] > L%:(Q,J.P)gf Xe(o, 1) = §o) + J‘ Xs(0, ) (ds),
lo.q]

— Xi(o, ) € BN 20,1, Xt (0, ). P& p-p.p.}.

Alors la multi-application &—Sg de M dans Py a la propriété de fermeture
suivante. Soit (&) une suite convergeant vers § dans le convexe fermé M el
soit X appartenant & Sg_; alors on peut extraire de (X ) une sous-suite ‘qui
converge dans &y vers un élément Xt € S, '

Démonstration. Avec les nolations de la démonstration du théoréme 6,
il existe une suite (X,) d"application de Q x |0, T] dans F et une suite déecrois-
sante de fonclions (8,) de [0,T] dans [0,T] telles que

Xa(w, 1) = Ew) - _[ Xo(w, $) pids), Xo € U

Jo. 1]

— Xu(0, ) € 2%, 8,(8), Xa(o, 8.(0))
lim 6,0 =1¢

n—>w

pout tout (w, ) dans Q X [0,T]. En effet, on a, pour ¢ & [0.T]
Y} (@) = proj (¥ () (@) I T(w, B.0))

par construction des yi (i = 0,...,2%) et, il résulte de la caractérisation bien
connue de la projection sur un convexe,

n .
U, (0= Y1 (o)

€ 30%(w, 8a(t), X (w0, On(t) si 0t} () — L (P> 0
n

1% n —_
vl @) = (p—p) -
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ol ju(t) estla valeurde i(I Ci< 2 telque I € [t:?1 O—1 t? (1 et ol 'on a posé
0u(f) = t;‘n (p pour L €10, T[, 80,(0) =0, &;(T) =T
X (0, 0.(1)) = y?ﬁ (1) (@) €T (e, 8 (D), Xafe, T) = Yo (w) € ', T).

V) — v(t}]n (n—1) = 0, il est clair que la relation

Si v(i‘Jn
— Xufo, 1) € a0%(w, 8, (1), Xa(w, 8(2))) est triviale puisque Xau(w, ) = 0.

D’aprés le théoréme 8, le graphe de I appartient a ARB(0,T1R B,
donc les fonctions @ et ®* sont des intégrandes convexes normaux sur
Q %[0, T} X F; en outre ' posséde au moins une section of ® Jp-intégrable,
Ceci implique que les inlégrales convexes

IgM) = f O(w, 1,U (0, ) Pidw) @ p(dl)
QxI
Ige(V) = _[' Ou(o, £, V (00, 1)) P(do) ® w(dt)
. QI
définies sur LE (@ X I, of @ Jp P @) et LL(@XI, 4 @7y, POu) sont duales
I'une de 'autre ([2], [6]). Considérons la fonction ‘

5@ = [ (| (U@ 0, &) + [ Uio) pd)] pdd) Pdo)
Q 1 : lo, 1]
définie sur la boule unité % de I'espace L};o Qx1, J@JP, P & ). Il résulle

" d’un résultat du a Moreau (*) ([3]) que la fonction ¢ est convexe sur . 11 est
facile de voir que g est continue sur % lorsqu’on munit % de la topologie

d’espace de Banach LE(Q X/, o4 @Js, POW (1K p<<+ o). Cecl étant, la
relation

— Xu(w, 1) € 80% (0, 0.(1), Xn(w, 8 (8)))
g'éerit

(1) Xa (w,'ﬂn(i)) € [{w, 8.() )
_ O(— Xo(w, (1), T, 0a(D) + (X0, 0a(D)), Xnlw, ) = 0.
Par ailleurs on a, en utilisant le fait que I'(,.) est & variation continue a droite,

(2) ®(=Xu(o, 1), T(w 1) <P (—Xalo, ), T, ) + 00(D) — 2(D-
Compte tenu de (1) et (2), on a

(3)\@(—Xn(w, D, Tw, 1) + (f(n(m, 1), X, (0, 8:()) < v(8,(1)) — v().
- Un calcul élémentaire donne
@] [ (ot [ Kulw ) p@] P @D

Qx1 1t, 0,(0)]
< [w®.@) — vy wan
I

g

~

(*) Je remercie vivement J.J. Moreau d'avoir bien voulu me communicquer ce résultat.
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De linégalité (4), on tire
3) Lo(— )+ (Xn, Xo) <Ig(—Xa)+- f (Xofw, 1), Xu(w, 0a()) P(dw) @
1

® 100 + | @OuH—0() w(an.
.
Compte tenu de P'inégalilé (3), on a, en intégrani,

©  Ip(=X0+ [ (Falwr 0, Xuw, 0,0 Pldw) © pidt)

&1
< [ wew — vy wan.
D’o1 [inalement, 1
(7) IQ( —Xo+(X,, Xo) < 2f (0(8,(1)) — v(8)) wdi).

I
Vu I'bypothése de séparabilité de L;(Q X I, A @) Jp, P @ W), U est corflpact
~métrisable pour la topologie faible o(Ly (R X I, o4 & Ju P @), Li@ x 1,
A @9 Ty, P @ u1)). Done, on peut supposer que la suite (Xy) converge vers X dans
I'espace compact métrisable 9. Or Ip est semi-continue inférieurement sur cet
€space compact mélrisable 9 en vertu du théoréme de dualité cité, et la fone-
tion convexe q(X) = (X, X) définie sur 9 est semi-conlinue inférieurement
sur 9 lorsque 9 esl muni de Ia topologie o(L% QXL AQJy, P @u) -
L;: (QXI, ARQJ,., P @ @) II résulte de linégalité (7) en faisant (endre n
vers + oo, : S '
(®) Io(—X)+ (X, Xy < lim inf [Ig(— X))+ (Xo. X)] < 0
n—»co R
Or (8) équivaut a '
(@ —X €0lp,X) o —X(w, 1) € 00w, t, X(o, D) P ® p-p.p.
ou alg, est le sous-différentiel de Ig,. ' E
La démonstration de b) est omise car cela résulte de la compacité faible
de 2 el de la semi-continuilé inférieure des fonctions convexes
Ip et X1> [ (R, [ X 5 wds) P @ .
Qx1 - T Jo.t]
Remarques. 1) Bien que ’hypothése de séparabilité sur LE(QXL AR p,
P @ p) soil réalisé dans le cas « comeret» oii Q est un espace compact métri-
sable, le lecteur a pu s'apercevoir qu'il est possible de supprimer cetie hypo-
thése si «I’élal initial» y, appartient 2 L;(Q, A. P).car il suffit alors d’appli-
quer le théoréme de dualité cité en définissant Ip et Ig, sur L%;(Q X1, A @Iy,
P®up) et L. QxI, A @ Ju, P@u) et en utilisant la compacité faible de %
pour la topologic o(Li(P @ u). Ly (P ® ).
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2) Dans le cas déterministe, la situalion esl bien plus simple et, nalurel-
lement le théoréme d'existence de I'équation (£) dans le cas considéré, est
valable sous des counditions plus faibles, Tout d’abord, il n'est pas nécessaire
de supposer que I' prend ses valeurs dans les convexes fermés L.C.S.D. et, 'on
peul se-conlenier d’appliquer les arguments ytilisés dans la démonslration du
théoréme 11 dans le cas IY séparable parce qu’alors le graphe de C,

G(C) = {(t. m) € I X F | d(y, C()) = 0}
est un borélien de IXF de sorte qwil est possible d'uliliser le théoréme de
dualité eité pour le cas F séparable.

Cependant, si 'on désire oblenir le théoréme d'existence dans le cas
déterministe (avec F non nécessairement séparable), on peul faire appel au
théoréme de Dunford-Pettis-Phillips qui permel de démontrer que le dual fort
de Lf;(], u) est L?(I, w) car, c’est le résultat qui fournit la compacité de
la boule.

Posons

gy = [ (UM, =, + _f U(s) u(ds))] w(dHU € U
L Jo, t]
o 4% est la boule unité de L;-O (1, p). Alors on a les inégalités
I (=X + ( Xo X <2 [ @0uo) — o) o
I
ol (X,) demeure dans 9. En utilisant la compacité de % pour CF(L;? , p), L;D(I,p,))
et la semi-conlinuité sur % des fonclions convexes Iy el ¢, -on termine Ia

démonstralion comme dans celle du théoréme 11,
Remarque. En utilisant le théoréme &, il n’est pas nécessaire d'utiliser la

compacité de 9 pour o (L;, U, w) LY (I, w)) parce que YU est compact: pour
O'(Li.. 4, w), L%(I,p)) el il suffit d’appliquer le théoréme 8 de dualité dans
I'espace Li(I, !

Commentaires. 1) J.J. Moreau a donné une démonstralion ([5]) différente
du théoréme 12, qui n’utilise pas le théoréme 8 de dualilé des intégrales
convexes. B '

2y Si I'on désire sortir du cadre hilbertien, c’est 4 dire, si F est un Banach
réflexif, il est nécessaire de faire appel 4 la compacité de 9 pour c(L; , w),

Ly, wp! |
Fh( 1)
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CHAPITRE IV

QUELQUES PROBLEMES NON RESOLUS D'ANALYSE CONVEXE ET D'OPTIMISATION

Dans le chapitre III, j'ai présenté des applicalions des résultats oblenus
dans les chapitres I et II. Dans ce chapilre jexpose des problémes non résolus
qui sont liés aux résultals présentés dans le chapitre HL

Probleme 1. Dans le théoréme 3 du chapitre III, si E est un espace de
Banach réflexif séparable et si le couple (£g, £g,) est (Ly Lé.), on peut démon-
trer que B est fermé pour la convergence en mesure et si I est une fonctionnelle
I:L}E —]—ee, +o=], semi-continue pour la convergence en mesure, I atteint
son minimum sur B. Le probléme naturel esl le suivant: B étant comme dans
le théoréme 3, soit I': £z, — |— oo, +oo] une fonctionnelle (pas forcément inte-

grale comme I¢#). Trouver des conditions sur I et sur B assurant I’existence d'un
élément de [} réalisant le minimum de I sur B.

Probleme 2. Ce probléme est 1ié au probléme 1. J'ai indiqué la'fermelure
en mesure de I’ensemble B dans le probléeme 7. Donner (si possible) une version
mullivoque de la fermelure en mesure, de facon précise, s1 4 est un ensemble
de formes sous linéaires absolument continues définies sur Zg el si B est U'en-
semble des densilés correspondant. Si adhérence de A4, A, pour la fopologie
de la convergence simple definie sur £, est compacte et si I'on a

Ac A4 A,

ou A, est I’ensembie des formes sous linéaires continues additives singuliéres
sur £z, B est-il fermé pour la convergence en mesure ?
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c’est 4 dire, si (T,) est une suite de densités dans B convergeant en mesure
vers une multi-application sealairemenl mesurable I 4 valeurs convexes com-

pacles non vides de E au sens suivant, VA mesurable de mesure finie
v9>0 lim plo € A| AT (0)), T(w)) > e} =0
n~>0oe
ou k désigne la dislance de Hausdorff des convexes fermés dans E: , alors -
appartient & B.

Probleme 3. Peut-on généraliser le théoréme 8 du chapiire 3 dans les
condilions suivantes. Soit I' une mulli-application séparément mesurable sur Q
et séparément continue a4 droite sur [0, T] (c’est a dire, yvo € Q, yxr € I,
t — 8% (x, T(w, 1)) esl continue & droite). Exisle-U’il une section séparémenl con-
tinue a droile et séparément mesurable de I' ?

Dans le méme ordre d’idées, soil (J,) une famille de sous lI‘lbU.S de A,
et, on suppose que, pour tout { &[0, T}, I'(,1) est J,-mesurable. La multi-appli-
cation T' posséde-t’elle une section ¢, séparément con{inue a droite et séparément
J.-mesurable. Bien entendu, dans le théoréme 8 ci-dessus, J, =4, vt €0, T].

Probleme 4. Le théoréme 11 donne existence d’une solulion de 1’équation
X (0 D) € of (w0 £, X (w0, 1)
o1l f(m, 1,.) est la fonction indicatrice de I'(w, &
0 six€l(n §)
Joo 51 weETNw, )
Résoudre le théoréme 11 danslecas ouf: QX [0, T|X F esl un.intégrande convexe

semi-continue inférieurement sur F, et jouissant des conditions de régularité
convenables par rapport aux paramétres w de .

flw, §, x) =

Probléme 5. Le théoréme 11 est-il encore valable si I’on supprime I'hy-
pothése de convexilé sur I'. Dans le cas, il faul introdnire une notion de céne
normal a I'(w, f) qui coincide avec celle donnée dans le cas convexe.

Probleme 6. Dans le cas déterministe, c'est a dire, I' ne dépend pas du
paramétre o, résoudre I'équation perturbée

—a(t) € a¥p ) (1) + G (D)

ol a‘I-’r(,‘) esl le sons différentiel de la fonction indicatrice

Wndm=}° stz €T o p,

4o si mET'(1)

et G est une perturbation mullivoque, mesurable sur |0, T] et semi-continue
supérieurement en « € F. Bien entendu, 8i G =0, ce probléme admet des solu-
tions d’aprés le théoréme 11 du chapitre III. Il s’agit de nettre des hypothéses
de régularité convenables sur G pour assurer I'existence d’au moins une solution
de cette équalion. Par ailleurs, il est naturel de poser le méme probléme lors-
que o¥p,, est remplacé par le sous différentiel of, d'un intégrande convexe

. semi-continue inférieurement et convexe sur F.

63





