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Dans cette note nous posons une conjeclure permettant la construction
explicite de surfaces minimales résolvant le probléme de Plateau dans R? pour
certains contours particuliers de B3 Par faute de ‘temps, l'auteur n’a pas pu
encore conf irmer ou infirmer I’assertion de cette conjecture avant le congrés:
cependant elle est vraie dans les cas le.s plus simiples connus ou le contour est,
soit le bord d’un disque, soit les bords enlacés de deux disques qui se coupent
orthogonalement, soit le neeud de tréfle, soit les nosuds toriques de type (p,q)
avec (p, q) = 1. ' : :

1

’

1. LE PROBLEME DE PLATEAU

(1.1) Soit K un contour fermé de J* ayant une ou plusieurs composan-
tes connexes: Le probléme de Plateau consiste 4 chercher les surfaces d’aire
minimales dont le bord est K. Ce probléme est lié 4 Pétude des films savonneux
~ dont le bord est K (cf [9]). '

Le probléme d’existence d’une surface d’aire minimale de bord K a été
résolu par J. Douglas (cf [2] et [3]).

: ) . A
K reste le probléme de consiruire explicitement des solutions an probléme
de Plateau. Nous nous proposons dans cette note.de donner des conjeclures sur
ce dernier probléme.. -

(1.2) Le probléeme de Plateau est un probléme de calcul des variations.
En, effet, si l’on considére Tensemble des surfaces de bord K, il s’agit
dans ce cas de minimiser I’ aire dans cetie ensemble. En fait il faut tout
d’abord -définir ce que I’on enlend par surface. On peut le .définir
comme J. Douglas (¢ [8]). En fait il faut élargir I'ensemble des surfaces
lisses de R* ‘et considérer les * varifolds™ de dimension 2 (cf [1]) ou les
‘eourants rectifiables (ef [4], [6]). Les surfaces solutions du probléme de Plateau
ne sont pas nécessairement des variétés différentiables méme st K est une
variété lisse de dimension 1. Les surfaces de Plateau ont souvent des singularités.
A ma connaissance c’est encore un probléme ouwvert de comnaitre les singularités
possibles des surfaces de Plateau. - !
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(1.3) Dans les cas que nous allons considérer la surface S de bord K,
solution du probléme de Plateau, sera non singuliére (si la conjecture est vraie),
ie. S sera une surfaces lisse a bord lisse K. Dans ce cas on peut parier du
genre de la surface S. D'autre part on rapelle que, si K n’ a qu'une composanle
connexe, i.e. K est un noeud, on définit le genre de K comme étant le genre de
la surface de genre minimum ayant le bord K. Une telle surface est appelée
- surface de Seifert de K. '

On a le résultat connu suivant (cf [5]).

THEOREME (1. 3. 1). Soient S et 8" deux surfaces de Seifert de bord K. On
suppose que le complémentaire de X dans le compactifié R* v {+ oo} = §° de R
est fibré sur 8", alors S et S’ sont isolopes.

{(1.4) Dans le cas ol l'on considére une généralisation du probléme de
y 8 ) - rx I o . ry o
_ Plateau 4 € (ou a une variété Kahlérienne) avec K bord d’'une sous — variéte

analytique. complexe de En, la solution au probiéme de Plateaun est 1a variété
analytique complexe elle-méme (cf [6] Corcllary 2.12). Le probléme de Plateaun
se place dans JR® mais pour certains contours K, nous avons une relation
natnrelle avec la géométrie analytique complexe, comme nous allons le vojr.
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2. NQEUDS ALGEBRIQUES ET FIBRES DE MILNOR

(2.1) Soit f(X,Y) un polynéme complexe de 2 variables non constant et
sans facteurs carrés. : '

Soit € la courbe définie par f = 0.

Supposons que o €C, i.e f(o, 0) = 0. On note S‘S la sphére centrée en o de
rayon € > 0. On sait que, si ¢ > 0 est assez pelit, la sphere S¢ coupe ( transver-
salement. On note Kg = S; nC. Sie >'O est assez petit, K est une variété de
dimension 1 qui est un entrelacement dans S¢ (C’est un neeud si K; n’a quune

" seule cofnpoif.sante connexe). ;

Définition (2.1.1) Un entrelacement K §® estun entrelacement élgébﬁqne

strict &°il existe une application conforme ¢ de §® sur S; telle que ¢ (K) C &
soit un entrelacement défini comme ci-dessus.

Exemples. St f ==Y, on obtient que K est 1e' bord d'un disque.
Sif=7Y*—X*,o0n obtient le nceend de tréfle.

_ Remarquons que si K C 8% est un entrelacement algébrique strict et si
r€ § — K la projection stéréographique x = $* — {z} — R® permet de
" considérer des contours 7t (X) CC R3. Nous les appellerons encore entrelacements
algébriques stricts de R®. Ce sont ces contours pour lesquels nous pensons
pouvoir construire des'surf aces minimales. On a le résultat suivant du a Milnor.
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Théoréme (2. 1. 2) (et [J])..Si € > 0 est assez pelit, f/|f| induit une fzbraiwn
de S, — K_sur §'.

En d’autres termes la fonctlon argument de { fibre le complémentaire
de S, ‘

Notons Fe = {x € S, — K, argf(x)=9}
avec 6 €[0,2x] . On voit que Fy = F U K_ et que le bc;r‘d oFgde Fg
est K.- . On appelle I’y la fibre de Milnor de f en 0.

(2. 2) Un résultat récent et non publié-de M.C. Grima et B. Morin nous
permet de construire combinatoirement et algorithmiquement une surface isoto-
pe 4 la fibre de Milnor Fyen fonction des paires de Puiseux de chacune des

branches analyliques de f en 0 et des nombres d'intersection deux a deux de
ces branches. Afin d'alléger la rédaction de la note nous ne donnons pas ici
cette construction. ’

3. CONJECTURES

Soit K. CC S, un entrelacement construit comme précédemment. Soit
Te S, — K et x ¢ Fy. Soit ® =5, — {x} - R® la projection siéréo-
graphique. Nous conjecturons que:

T

(3.1) Supposons que x(K_.) soit hord dune surface de Plateau
lisse, alors -5t (Fy) est isotope & une surface de Plateau de bord = (K. ) (les
mécaniciens diraient qu'il existe une déformation élastigue de =t (Fy) sur
une surface de Plateau de bord x 0:69)

(3.2) = (K_) estbord dune surface de Plateau lisse.

Grace aux constructions de B. Morin et M.C. Grima si ces conjectures
sont vraies, cela donnerait wne construction i isotople prés de certaines surfa-
ces de Plateau, 11 est facile de voir que ces conjectures sont vraies quand

J=Y, [=XY, ]' Y*— X3, '

Remarquons que d’ aprés (1.3.1) si K¢ est un nceud il suffit de montrer
quil existe une surface minimale lisse de genre égal a celui de K.

Si ces con]ectures sont vraies, elles le sonl pour tout enirelacement
algébrique strict.

Nous remercions B. Morin qui a (otalement inspiré 1'idée de ces conjee- .
tures. '
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