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§0. RESUME

Ce travail est consacré a I'étude du comportement asymptotique des valeurs
propres de I'opérateir: _ '
A = 040 +V
dans TR”, ol <4, est un 6pérateur différentie]l d'ordre 2m, a coefficients cons-

tants, formellement auto-adjoint ef elliptique, et V un potentiel tel que V(x)>1
et lim V(z) =+ oo, _

| ¥ —= oo

Soit N(») le nombre des valeurs propres de o4 qui sont plus petites ou
égales & . Alors '

NQY~ ae(h, V) A= + o0
ot ®(», V) est la fonction :

(0.1) ol V) =/ {n — V()i da
(f4 désigne la partie positive de f) et A est une constante qui dépend du sym-
hole principal % (&) de <4

02) A= gy,

(*) Presented te the Vietnam Second Mathematical Congress, Hanoi, August 1977.
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Le cas de l'opérateur de Schrodinger, c’est-a-diré le cas of, == Laplacien,
a été étudié par G. V. Rosenbljum . Notre travail généralise done celui de (),

Les hypotheses faites sur V sont celles de ( et sont énoncées au §1.

§1. NOTATIONS ET ENONCE DU RESULTAT

Pour un ouvert @ de IR” et m entier > 0, nous notons H (o) I'espace
de Sobolev usuel d’ordre m sur o et comme d’habitude L,(q) lespace H(0).

m .
Pour ue H (@) et A =0,.., m, nous notons la semi-norme

2 l !
lulya 0y = Z ” D%u m)
jal =

ot ;. .
ot )7 est la dérivation

( )|°'-| > oyt ey,

1 3
oL, " D,

et| i Lp (2) la norme de L, (@) issue du prociuit scalaire usuel noté <, >y (o).

L’espace H™(q) est muni de la norme :
”““H’"(a) |ty + el 0y

~ Nous notons Hy (h) P'adhérence de €, () dans H™ (a).

Lorsque @ = WR", nous notons H" au lieu de H ()" : de méme, les
notations { , > S f(z)dxz, etc...

Suite & l'introduction, nous considérons un opérateur différentiel d’ordre
2m a coefficients constants

F(D)= 3 2ap p*+f
atim .
i i 5 ﬁ-:__"

(RS~

aVec d,p = anp pour tout a, B; oA (D) est done formellement auto-adjoint.

Nous faisons I'hypothese d’ellipticité suivante : il existe une constante
E > 0 telle que, pour tout systtme dé nombres complexes T = (T,), |o] =
nous avons :

",

= m!
(1.1) Z aup Talg > E Z =T [Cal
lal=ifl=m la] == m
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Il est clair que (1.1) entraine la condition d’ellipticité usuelle :

A= 3 ag P B[P teR”

lgi=ifl=m

Considérons la forme intégro-différentielle sur R

afu, v) = =-S daﬁ Daub?'adx
a ém

Blm

Puisque o44(D) est formellement auto-adjoint, au, v) est hermitienne

(=]

e ) m
sur &, . Comme a{#, v} est continue sur H "5 H" et €, est dense dans H
a,(#, v} est hermitienne sur H ™

D’aprés L. Garding, la forme ag(«, v) est coercive sur H " Cest-a-dire
qu'il existe des constantes &, ¢ positives telles que:

"

(1.2), afu, W) + aful?, > C ul®m ueH.

[ U . n PN v .
Considérons un potentiel V sur B, vérifiant :

Vel,. , V=1
dim V(x) =+ .

x] —o0

(1.3)

Remarquons tout de suite que ’hypothese V> 1 est faite par commodité;
on peut seulement supposer que le potentiel V' est borné inférieurement car on se
raméne au cas précédent én changeant o#; par A + cte.

Notons .
Hy=luecH"; VYueL,}
C’est un espace de Hilbert avec la norme naturelle
o2 = a2 + 1 V22,
Considérons la forme infégrb-différentielle :
(1.4) | aylu, v) = ay(u, u) + [ Vuvdz.
Elle est définie et continue sur Hy x Hy.

Puisque V est téel, ay(u, v) est hermitienne sur H ’;

Elle est coercive sur Hy car de (1.2), nous avons :

(1.5) o ayln u)-i-al]u"iz,»(flluﬂém ue Hy.
v
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(Dans la suite, les constantgs issues des majorations seront notées par la
lettre générale C; par conséquent, différentes C se suivent sans &tre.forcément

égales).
Soit A l'opérateur non borné dans L,, auto-adjoint, engendré par le triplet
(ay(y, v); Hv, L,). A est une réalisation auto-adjointe de I'opérateur diffé.
rentiel oA(e, D) = A(D) -+ V(o) c'esta-dire que, pour u e D, le domaine
de .A, nous avons: : : |
Au = A, D
au sens des distributions.

D’apres (1.5), le spectre de A, qui est réel, est semi-borné inférieurement.

Il est formé de valeurs propres réelles A multiplicités finies dont le seul point
d’accumulation est + o en vertu du: :

LEMME 1.1. L’injection de H3 dans Ly est compacte, lorsque m > 0.

Soit (?»j)je ~ 1a suite des valeurs propres de A, les valeurs propres étant
rangées dans I’ordre croissant, répétées suivant la miltiplicité. Notons

NG;A) =73 1.
AN

Nous allons faire les hypotheses suivantes sur V.

Elles sont de deux sortes. La premidre est de caractdre taubérien et con-
cerne la fonction 6(x, V) =mes {z; V(z) < r}.

La deuxitme concerne des hypotheses locales ponctuelles et intégrales ‘sur
le potentiel V. Ces hypothéses sont: '

(1.6) 6(2r; VI Con; V)
pour » suffisammment grand,
(1.7) Vi{x) < CV(y)

presque partout, lorsque |z — y| < 1, |
(1.8) Il existe une fonction continue () >0, 0< ¢ ,,<,_ 1, 5(0) =0 etun réel
Pe To, 1[ tels que:

Nempigr 1 VE+2) =V @) de <o ([2]) |2FT () E2

[z +z—y <1
pour tout y, z ¢ R”, |z} 1.

Voici le résultat principal de ce travail :

THEOREME 1.2. Sous U'hypothése (1.1) sur Aq(D) et les hypothéses
(1.3), (1.6), (1.7) et (1.8) sur le potentiel 'V, nous avons
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1.8) NG; A~ Ae(r V)  n—>too
2 oln; VY et A sont définies par (0.1) et (0.2).

(Dans (1.9), F() ~ g(\) signifie que  Hm &) _ 1).
' o s 00 g(0)

§2. RESUETATS AUXILIAIRES

Dans ce paragraphe, nous énoncons quelques résultats simples dont la
preuve est laissée aux lecteurs.

9.1. COMPARAISON DE FORMES HERMITIENNES

‘ Sqieht alu, v) et b(x, v)_ deux formes hermitiennes positives définies
respectivement sur les domaines X et'Y avec XcY.

Soit Z un sous-espace de X. Pour c I, on note:
N(»;ab; 7} = inf codim {UcZ; alu, ) > 2b(u, u), ue U}

étant entendu que Péeriture U c Z .implique que nons’ prenons la codimension de
L relativement & Z, Cest-3-dire la'dimension du quotient Z[L.

PROPOSITION 2.1. Si Z; Z,c X, alors:
(2.1) NG ab; Z) KNG abs 2
pour tout » € B. ' ‘
PROPOSITION 2.2. Supposons que X muni de la forme afu, v) soit
un espace de Hilbert. Soit X, un sous-espace ferméde X et X) Porthogonal de Xy,
- Alors:

" (2.2) | N(x';a,'b';X).é_N((l +e)ns a b XO) +N(1+£x;a, b XI)

€ .

pour tout » € e e>0.

~ 2.2. PROBLEME DE DIRICHLE’I: ET DE NEUMANN SUR
UN CUBE

Soit Qp un cube de R’ d_q coté p> 0.
Notons :

an (4, v) = h3 S oa D“u-lsﬁ.;)d:c.
Qp( ) lﬂl|=ll51=rn 20 wp = .

Gréce 2 hypothése dellipticité (1.1), il est facile de voir que pour tout
y > 0, la forme ag 0 (u, v} + ¥ <u, > Ly(Qp) est fortemgnt coercive sur H™(Qp)-
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Notons :
No(; ¥)=N{x;ag, + v, I, ooy H (Qp))
Nfo) (Y)= N(R s 4gp t+ Y il ltiz(Qp); H(;n (Qp))

- Ce sont respectivement les fonctions de répartition des valeurs propres des
problemes de Neumann et de Dirichlet sur le cube Qp relatif 3 Popérateur diffé-

rentiel <42’ (D) + v. .
PROPOSITION 2.3. Il existe des constantes C > 0 et rg > 0 telles que:

(2.3)

(2.4)

A (L — ey (o2 (o —y) 4 1)¥2m ¢ [8——(#——1).’277: (0?"(— v+ 1) gDz o 1]
<NRGs VI<NpGrs v) -

< A1 +£)m'2m(p2m( —Y)+ 1)n/2m+ C[ g I)IZm( Zm(h__Y)_{_ 1)(“;;‘—-1)/2»;_!_1] |

pour tout Y >0, p>0, € ]Ol] et a2

Remarque. On obtient la proposition 2.3 en utxhsant les proposition 2.1
et 2.2 et les resultats de @ ot 9,

§3. ETUDE DU MODELE

\

Nous considérons dans ce paragraphe le cas ol -#,(D) est homogene
c’est-a-dire que:

040 (D) = X aaﬁ Dm+ﬂ
[2|=|pl=m " -

et le cas olt le potentiel V' posséde une régularité ponctuelle.
Soit B un réseau laticiel de cubes unités. Par
W, = WAEB) ’

nous notons la classe de potentiels V satisfaisant (1.3) {1.6) et I'hypothese
suivante : il existe une fonction décroissante J(z), &€ [1, o0 [ avec3(t) — 0
lorsque ¢ — —I— e et un & vérifiant 0 L a1 tel que pour tout cube Qe B et

" tout 2,y € Q Pintérieur de Q, on ait
(3.1) V(z) — V()| <tz — 3] * V(@ EIJ(V (2)).
Ce paragraphe est consacré a la preuve du :
THEOREME 3.1. 5 Ve W, (E) pour un certain réseau laticiel B, alors
(3.2)° NG~ ra(x, V) N 4 e,
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Preuve, Soit p, 'inverse d’un entier > 1, et considérons Ep le réseau la-
ticiel obtenu en faisant une partition de chaque cube de B en cube Qp de cOté p.

Notons Vp, Vp respectwement les bornes supérieures et inférieures essentxelles
de V sur Qp.

D’aprés le principe variationel de Courant, on a :

3.3 T NG VDS NGA K T NG Vp)
(3.3) 00 lE, : )<, B, NOSVD)

D’aprés (2.4), il existe une constante C > 0 telle que pour tout & vérifiant
0 < & < 1, il existe une constante C{z) telle que :

(34) NG, 4) < Y (1 4 g)"/2m 5! (02" (» — Vo) + 1) 4 -
+ C(e) 3! (P’” (x— Va) L 1)(ﬂ~‘1)f2m + Ccsl1

ot 3! est la sommation des Qo pour lesquels:
1
(3.5 —_
) Vo <+ 5

Soit 5 = 3 > 0 fixé arbitraire et prenons » = rg = %5- .

Choisissons p tel que:

(3.6)” o L ot L 28

. A
Alors, pour (o figurant dans la sommation S, on a, en. vertu de (3.5)
et {3.6):

(3.7) Vo < (14 20).

Dans le second membre de (3.4), il y a trois termes que nous notons dans
Vordre (I), (1) et (LI).

En utilisant (3.6) et {3.7), nous avons:

amn < £ st vol Qp < (2002 o (x (1 + 28); V)-
ph

En utilisant 1’hypothése (1.6) sur V, nous obtenons :
(IID) < Co"™ o (x, V) » 22
avec C indépendante de 3, (et de ).
Pour la somme (), nous avons :
(II) = C(e) T {p*" (. — Vp) + 1)0‘—1”2’" < C(e) (2np? D2 o (IID)
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Il vient, en utilisant (3.6) et la majoration de (I17):
(IN < C(g) 612 2(y, V) a2,
Pour majorer (1), fixons un 2> 0 (& choisir dans la suite) et soit ' la

sommation des cubes Qp. figurant dans $', pour lesquels Vo <t et sV ceux
des cubes Qp de X pour lesquels:

< Vo <2 (1 + 2a).
Ecrivons (I} = (I') + (I”). Alors, en utilisant (3.6), nous avons
(PY = Y (1 + &) 5" (0% (n — Vg) + 1)
LY+ &)L + 20" (s, V)

pour a2 X,

=
(I’-’) < Y(l + a)?l,"’l?nli]" éf ( ( 24_.) . I/( ) 4 iV( )w V ).rr,?m
e
En utilisant la propriété (3.1) de 'V, nous obtenons :

(I)n /Y(l + )n lel f [7\.(1 +26)—~ V(L)*{ o (V' )1+(a erx)Q(z)]u Zrnd

Choisissons maintenant ¢ = ¢; suffisamment grand pour que l'on ait :
5TH(] 4 26)1*'(“"‘2”‘)%*(:0) <8
Alors, nous obtenons :
gy + eyt s (A (1 + 38) — V(:c))”fz’"dx.
En groupant toutes les majorations, il en résulte que, pour 0 < &< 1 et

0 <& < -7, ona, dapres (3.3):

mis——*

N('M A) < Y(I 4 S)ﬂ"‘sz()u(].,-f- 33) — V(x)):i%: dx + C\"'fz”’o(ro, V)
‘" (C(S) 61;‘_2»: + Can;’?m) CD(R, V)

pour > et C des constantes indépendantes de ¢, & et »

.:>.|:-4

En utilisant le lemme 1.3, nous obtenons :
N(?\., A)_.":/: Y(l + E‘)n/?m(l + Ca1/2)11f2m q)(_‘\, V) + C,\"'z'"o(to, V)
+ (C(a)a”zm + Ca""z’”) o, V).

Comme X" = 0 (o (>, V)} lorsque » -+ + oo, nous obtenons, en pre-
nant la limite supeneure lorsque » — -+ oo, du guotient N(x, A)/yo (», V), puis
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en faisant tendre d’abord 3 — 0, ensuite € — O dans le second membre de l'iné-
galité précédente :

lim NOw4)

1Im -
ree + oo YOO, V)

Un caleul anzlogue, en utilisant les preiniéres inégalités de (2.4) et de
(3.3), permet de prouver aussi: '

im YO A) 5y
rrtoo Yo, V)

Ceci termine la preuve du théoréme 3.1.

§4. DOMAINE DE L’OPERATEUR 4

Nous allons, dans ce paragraphé, caractériser le domaine D(A4) de
Popérateur A. Cette caractérisation sera utilisée dans I’étude de la perturbation
‘asymptotique en approximant un potentiel satisfaisant (1.8) par un' potentiel
satisfaisant (3.1). ' ' :

Dans tout ce paragraphe, nous supposons queT V est un potentiel > 1,
vérifiant seulement V'hypothese (1.7). '

Le lemme suivant est essentiel :

‘ LEMME 4.1. Soit Q un cube unité etzz le cube concentrique 4 Q de cbté 2.
Soit ue D(A) telle que Au est nulle sur Q. |

Alérs, pour tout h >0, il existe une constante C,>0 (indépendante de u
et de la position de Q) telle que : ‘ :

@) [ Pl de<Cllelng IVl )

Preuve. Nous allons montrer que pour tout entier k>0, il existe C,> 0
telle que.: ‘ ' '

wy VIFE o2 dr < Cy(lulmeg + 1] V”zuﬂiz(b))'

Il est alors clair que (4.1) prouve, (4.1).
Nous montrons (4.1) par la méthode de « contours successifs ». Soient

Q=0 Qnon Qe G = Q des cubes concentriques 3 Q .tels que Q; est
relativement compact dans l'intérieur de Q;y;. '

~ Alors nous obtenons (4.1)’ si nous montrons: -
Yo : m! , . '
(42) ér- V1+((K i) 2m) ]u|2 dx + Z % é y&—iizm |IJ ul2 dx
} jal=m
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C ( f VI%J((k—j~-1),‘?m?lu"2 dx
' 1+1 ‘

|a|-—- ,- ;+1

pour tout j=0,..., k«—-l.
Soit done 5 fixé. Soit @:’ , positive, égéie a1sur Q;, asupport dags 5‘-.
Comme Au gst nulle sur Q, ona:
{8u.Aupp, =0
Comme 2(4)c HV, onatue Hy et I'égalité précédente donne.
(4.3) s VE i_uP dz + 2 fa,,ﬁ_z) (&u) DPu dz = 0. -

[Bl<m

Il est facile de voir, en utilisant la régle de Leibnitz, que lon a

(4.4) . L Jay D°(t) DPy dz — 1 ;E J aop ED%u DPu dz + R
: I“I--.._ . o ‘—m
.avec: _
(4.5) RIlgCc 3 ' ul g,
| e&m '

ptagzm—1

En utilisant I’hypothidse (1. 1) nous obtenons, pulsque E> Oetégaled 1
sur Q

(46) , ‘]alémfaaﬁ £D* Db dz > E !'“lH’”(Qj‘)

Bil=m
De {4.3), (4.4), (4.5) et (4,6), nous obtenons :

- 2
(4-?) f V‘“! dx + Elu IHm(Q )‘--... C pim |ulHP.(Qj+1) luIHq (Q_,-i-l)
1 <m

, ptoL2m—1
Notons V+ V_ les bornes sup et inf essentielles de V sur Q

. Nous avons de (4_.7) :
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(4.8) S VAT =Dz 2 g (VHe=zm pyi e g,
Q; - _‘ Q.-
< C(v}f‘)(k—j)ﬂm S al
. P~=m

1S m
Pta<2m—1

HP Q4 1) Jul e Q41"

En htiliéant 'inégalité de Young et des inégalités class

iques d’interpolation
dans les espaces de Soboley, il existe C telle que :

s |} | u
oL HP(Q, . ) e Q4.
I m '
p+qa<s2m—1
. 2 1—2m 2

pour tout € > 0.

En prenant & = (Vj*')“'"].’z'" dans. l’inégalit_é précédente, nous obtenons
de (4.8): _
[y e—iizm) I“lz dx

9
< C(vH 0 2 | + [ Vil
= J HM(QJ.H') VJ.'_-;- . ul"dx
Y
< C (_g:m) ( m: V(k—;—-—l)/Zm x 12
e MZ a!éf | D% [Pd
=" ¥4
R _
i f V1+((k-—f—1)f2m)iu!2dx)_
V.H-J.Q
j+1

L’hypothese (1.7) sur le potentiel V prouve donc :

f P C—i)izm) lultd

Qj i
1 R
-.é_ C ( Z 7{_:_' f V(k-—-r—-—l)/2m ID!qude
=m0y
+ f : Vi+((§‘-jf1jf2m) lu lzda.).
Qi1

De la méme manitre, en utilisant encore (4.7), nous avons auasi ;



Z ' V(L——J)!2m [ D% 2 d=

' ! —_—— a .
sc(Z e | v prypa,
" f V1+(<k—f—-1)/2m)|ut2 dx).

Qi+1

Les deux dernitres estimations prouvent (4.2), ce qui achéve la preuve du
lemme 4.1,

A laide du lemme précédent, nous pouvons, comme dans ), prouver le:
THEOREME A.2. Nous avons:

D(A)={ue H™;, Vuel,)
Il existe une constante C > 0 telle que:

_IIVuIIL,;,+llcﬁﬂ)(.l?)-ull,,2 C(||Aul|L2+[lz.I|L2) ue D(4),

§5. PERTURBATION ASYMPTOTIQUE

Nous donnons ici bnévement une idée de la preuve du” théordme 1.2; les
détails apparaltront dans un autre travail A paraitre. ‘

5.1. REDUCTION AU CAS HOMOGENE
' _ Avec les niotations introduites au § 2, il est bien connu que l'on a:
(5.1) NG &)= NGs; ay, | ll,; Hy)
avec ay définie par (1.4). 7

‘Considérons la forme a} associée 2 la partie homogéne de 4, :

@yl v) = 5 _ | Sau D' DPudz + [ Vuvds.
@] = |l =m : )

L’hypothese d'ellipticité (1.1) prouve ay ‘est fortement coercive sur H7.
Soit A’ Popérateur non borné dans L,, auto-adjoint strictement positif, engendré
par le triplet (a2, HY, L,).

Alors nous avons aussi : _
52y | - N(», A".)‘==N(7~ ; ay | ([12 i H
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{ .
Voici le résultat de réduction :

PROPOSITION 5.1. Si Ie théoréme 1.2 est vrai pour A’, il est vrai
aussi pour A.

52. PERTURBATION DU POTENTIEL
Griace 2 la proposition 5.1, on peut désormais supposer 4 homogene.

En suivant les idées de @, nous allons approcher V par des potentiels de
la classe %, et appliquer le résultat du modele.

Soit B un réseau laticiel de cubes unités.
Pour 2 € ]0, 1[ et t > 0, définissons p = p{¢, h) par Pégalité :
pb 1B/2m ; (pyl/2) = h.

Pour ¢ fixé, on a lim p(z, A) = 0.
hes0

Pour Q € =, notons pQ =p(Vp, h), Qp(z) le.cube de centre z et de
rayon p et déf:mssons une fonctxon V, par:

Les lemmes suivants sont analogues a ceux établis dans ) auquel nous
renvoyons par la preuve.’ '

LEMME 5.2. Pour tout he]0,1[, le potentiel Ve WE) et V,

vérifie les hypatheses (1.6), (1.7), (1.8) et (5.7) avec des constantes C indépendan-
tes de h.

LEMME 5.3. Notons a(k) = h -+ p(1, h).
II existe une constante C > 0 telle que : -
(54) - élV—Vhl;-éCa(h)Vg

pour tout he Jo,1[ e¢ Qe 8.
LEMME 5.4. Nous avons:

lim M =‘1 1 Tim .______.db(x Vi) =1
(5.5), hh—lzlo r oo @(x; V) « hi.mo )\.—lh-moc oln; V)

Pour he ]0, 1[, soit A4, I'opérateur essocié au triplet "(avk, H’;’;k, L,).
Voici le résultat p;incipal de la 'perturbation de V par Vi
_PROPOSITION 55. Soit o = inf (3, -Z-) et 8(8) = h+ p(1+ )

Pour tout > 0, il existe C(e) tel que:
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; ;s; A,,) — Ce) 3(R)° o(n; V)

SNGG;ASNAME+2);54,) + ClE) s alr; V)
pour tout x>0, he JO,1[ et e> 0.
Remarque. Pour prouver (5.6), nous avons utilisé essentiellement le
théoremz 4.2 et des résultats de (D et (9,
-5.3. PREUVE DU THEOREME 1.2

Prouvons que ’on a, par exemple :
5.7) == NG; 4) <1

li
h—lb-moo AD () ’ V)

(5.6) N

* Pour cela, utilisons la deuxidme majoration de (5.6) en divisant les termes
par @(x; V) et prenons la limite supérieure lorsque » — + oo, en tenant compte
du théorgme 3.1 (modtle appliqué 3 V, qui est de la cIasse %0, en vertu du
lemme 5.6), nous obtenons:

N(x; A) S q)(x(l-i—c)'Vh)

5.8 lim — 22 < 4
(58) Neo Ae(n; V)Y N o(r; V)
Faisons tendre h vers- O dans le second membre de (5.8). La seconde

égalité de (5.5) et le fait que l}un 3(h)° = 0 montrent que nous avons:
a0

3(B)°C (2).

. — NH;4) — ::b(x(l—}-s); V)
5.9 lim 272 00 >
(5.9) NN P O 7 T Y (NP 7
Comme il est facile de voir que :
T ¢(x(1 + &); V)
5.10 lim lim :
(5.10) s.[_r:}) Aer 00 o (x ; V)
alors (5.9) et (5.‘16) donnent (5.7) en faisant tendre & — O.
On montre, toujours avec (5.6) que l'on a aussi :

lim —--——-N(R 4)
':\.—--i—eo Aad (7\. V)
ce qui acheve la preuve du théorgme 1.2.
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