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RESUME

Une formule d'inversion d’opérateurs différentiels est mise en valeur,
permiettant la résolution des équations aux dérivées partielles par le calcul
hyperdifférentiel. Quelques applications aux équations de la chaleur et de
Poisson sont données. | :

1, INTRODUCTION

Dans les livres de réference de l'enseignement de Mathématique on peut
trouver plusieurs méthodes de résolutions des E.D.P. dont la méthode des fonc-
tions de Green qui consiste A écrire a priori la solution sous la forme d”une trans-
- formation intégrale.

Or on peut vérifier facilement que pour une équation trés simple comme
# + u=f(x)
la solution peut s’écrire sous une forme différente :
u=c¢<fe*f(z) dzx

Cela nous suggére de chercher la solution d’une E.D.P. sous des forme= plus va-
‘tiées que une transformation intégrale conventionnelle.

Ce probleme est d'autant plus résolu théoriquement par Treves! qui énonce

(*) Presented to the Vietnam Second Mathematical Congress, Hanoi, August 1977.
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que .la résolvante d’une EDP est un operateur hyperdifférentiel, c’est & dire,
d'apres Miller et Steinberg?, un opérateur différentiel d’ordre infini a coeffi-
cients variables :

F(:z:,D)=Za 2 D7 ~ 4.
. dx
i, j
Pour mener & bien cette tiche, dans la section 2. suivante, nous allons
montrer une formule qui permettra de factoriser une somme de certains opérateurs
en vue de l'inverser.

Dans Ia section 3., nous.montrerons quels sont les types d opefateurs in-
versibles par cette méthode ainsi que la forme des solutions des E.D.P. correspon-
dantes.

Dans la section 4., nous résolvons l’équatlon de la cha!eur et 'équation de
Poisson par cette méthode.

Ce travail se veut étre une esquisse d’une méthode pratique plutét qu’un
. exposé théor:que sur Vintégration de~ E.D.P. Les lecteurs nous excuseront donc
du manque de rigueur dans le raisonnement.

2. LES FORMULES DE BASE

Pour sxmphfler les notatlons, nous conmderons seulement le cas a deux

dzmenstons. Soient a, = _;a- 3, = ; ai et 1’opérateur d’intégration indéfinie par-
'y 3
tielle par rapport & la variable z. Soit s un opérateur commutant avec d,
| | [s,b]——sb —23,5=10 (2,.1)'
Alors, si A(x, s) est un opérateur de la forme '
Alz, 5) = .Zoai () ', a; analytique _ (2.2)
i=
ona .
o Az, 9] = 5 [o, 0, (a)] ¢ = 4, (. 9) (23)°

Grice 2 (2.1) et (2.3), on obtient facilement la proposition suivante :

PROPOSITION St A et B sont deux opérateurs ne contenant pas a3,
et tel que A~ 1B commute avec S A'B, alors

‘ - - -f A—lB jAnls
“ >, + B) = 5, & | (24)

X
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‘ —f A-1B SJA—1B
(4 a B)ul =e fe* A1 (2.5)

X

L’ équation aux dérivées paftielles
(As, + By u = f(z, y) (2.6)

admet donc.comme solution générale la transformées de Sz, y) par Vopérateur
au second membre de (2.5) qui est de type hyperdifférentiel.

3. RECHERCHE DES E.D.P. INTEGRABLES"

D’aprés ce qui précede, une condition suffisante de solvabilité de I’ E.D.P.
Lu=f(z,y) | BN CRY

est que: |
(i) L est.le produit des facteurs inversibles (4;5, + B,). C'est notam-

ment le cas ol chaque opérateur A B est de la forme :

AT'B = a(a) 8(y,0,) (3.2)
car alors 'opérateur ’
A7 B = [ alz). by, 3, (3.3)
s
commute avec A7 'B.
Exemples : ‘
1y (yo, —2z3)u=0 ' (34)
222, 2l 2L

y .
Su=¢ ¥  fe W T0=¢ ¥ gly)ve analytique

2) (2 ~Du=0 (3.6)
= (o, — 2,) (3’_; + o)u =0
= u =" J ¢ 2% F(), vf analytique
X
(i) la transformée d’une-fonction analytique par des opérateurs hyperdif-

férentiels découlant de la méthode puisse &tre calculée.

Ce caleul nécessite parfois I’algebre de Lie® et les relations de Baker-Camp-
bell-Hausdorf, de Fer et Magnus, de Zassenhaus que I'on peut-trouver des réfé-
rences dans un article de Wilcox?.
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Un cas simple d’opérateur- hyperdifférentiel est le cas de I'opérateur de
translation

e f(y) = f(y + @) (3.7

qui est lui méme un cas particulier des transformations géométriques. En effet,
on a:™.

e“a(y)by f(y) p— eubf] g(n) = g(f) + a) V (3'8)
ol b= o(y) =S a1()dy & 3, =al(y)s,
ot gb)=f (tp;“l( y)); ¢! désignant la fonction inverse de ¢

En particulier :

12y f=r0- noey’; Y, wneZ | . (3.9)

Le second cas‘important est-celui des transformations intégrales expC ot
C est un opérateur quadratique en la variable y et 'opérateur 2, :

C = ol + By, + Yy* + 80, + 2 +& C (310a)
ou C = a(e + py?) + By, + Y»° (3.10b)

Dans 1’Appendice A, nous rappﬂllerons brievement les résultats de Wolf® sur le
calcul de expC. f(»).

4. APPLICATION AUX EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DE LA PHYSIQUE CLASSIQUE.

Les E.D.P. de la Physique classique sont des equatmns a coefﬁcxents cons
tants et sont donc intégrables par cette méthode. Quelques exemples sont :
4 1. Equation de la chaleur. _ _

B, = az) 4 = 0 (4.1)

= (i) u(xt) = e = wlz, ) . - : (4.2)

D’aprés (4.2), nous voyons que si-u(z, 0) est un polynéme ou une fonction propre
de 02 3 savoir exper, COseX, Sinet..., u(r, t) s’obtient immédiatement. Sinon, on

développe uf{z, 0) en sérxe ou intégrale de Fourler et retrouve ainsi la solution
classique. :

(ll) On peut aussi ecnre - .
O, — D u=3 —2,) (T +o)u-0 (4.3)
116



moyennant la définition des intégrales fractionnelles®”. Nous obtenons par cette
décomposition :

— Y Vv o
H=e 'ﬂ/_‘f () + ¢ \/Tg(t'), v/, g analytiques , (4.4a)
= coshzl 3, (0, 1) + 1. sinhz} 5, u, (0, 1) (4.4H)
N bt
Un exemple classique® est : 7
1
1{0, 1) = —— >0
Vi
=0 <0
w, (0,8) =0 vt
Par cette méthode, un obtient fdcilement :
. — 1 : 2an 1
# = coshal’y, —= = (=)' ==
T &
1 L=
= A £>0 (4.5)
Ve

© 4.2. Equation de Poisson et de Laplace.'
Au = p(z, y, 2) (4.6)

Nous pouvons écrire comme précédemment -

A=l 4o+ ol=(o, + iy o2 +02) (o, —iy/ai+02)  (4.7)

iz¥ 52 2 —2izV 82 2 Bl &2 2
;_#u:A“IP/:e: 0.1:+ay fe ?z ba:-'—by fe!yéx‘i'by p’(x,y’ Z)‘ (48)
' z z

Si p(z, y2) est une fonction propre de Popérateur (o2 +97) le calcul
sera trées simple.

Pour I'équation de Laplace, 1 (x, , 2) == 0 et on peut mettre la solution
sous la forme :

2

sinz a__%,-}- oy |
4 = cosz y/ o2 +0Z ul(z, y, 0) + = u, (z, v, 0) {4.9)

2
6.17 + -ay

qui appelle a fortiori 2 développer les conditions initiales en séries ou intégrales
de Fourier car cosax coBy sont des fonctions propres de l'opératenr (32 + 22).
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5. CONCLUSIONS ET REMERCIEMENTS

4

Dans ce travail, nous avons coordoné des résultats connus dans différentes

domaines de I’Analyse pour décrire une méthode trés concise de résolution des
E.D.P. Cette méthode est pratique & appliquer dés que I’on est habitué au calcul
hyperdifférentiel. Nous pensons ‘que ce dernier est 4 développer non seulement
pour -valoriser cette méthode mais pour bien d’autres applications en Physique
Théorique. La factorisation d’un opérateur est aussi un probleme qui mérite d’étre
étudié. Dans P'appendice B, nous montrons nos premiers résultats dans ce sens,
concernant les polynémes d’Hermite. '

Nous remercions Mr le Prof. Lumer G. pour ses encouragements et dis-

cussions fructueuses.
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APPENDICE A

rd

L’EXPONENTIEL D'UN OPERATEUR QUADRATIQUE EN z, -f— ET
- x N
LA TRANSFORMATION INTEGRALE

Soient P et Q deux opérateurs obéissant 3 la relation de commutation
[Q. Pl=i | (A1)
. Posons
L=(P* — @ )/4
I,=(QP + PQ)/4 (A.2)
L=(P + Q%)
Wolf’ montre que les opérateurs exponentiels

exp(ial)), -exp(iBL), .exp (ivI;),  exp (z’c—%« Q), exp (ib ...;.. P)

sont représentés par les matrices

1
cosh%-—-sinh-;-‘ e‘"’g‘ﬁO cos —%—Y—sin-é—Y 10 15
. » 1 F) . 1 k)
msinh% cOsh% 0 ez B sin-;—'Y cos—é—Y ¢ 1 _O 1

Toute combinaisen linéaire de I, I, I, P, Q estreprésentée par une matrice
2x2: ' '

et on a: : -

) c —% i , "%(aq'z*'2qq’+dqé) "N
“F@=(np) 2 'E [ dge? @) (a3
1l nous semble que la méthode des fonctions de Green correspond 2 ce cas.

Ezemple :
Soit & résoudre : _ .
(@, + 92 — ) u =0 (A.4)
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Par la méthode déerite dans ce travail, on a

iz (2 32 232
0 = gz (y ay)feln.rCy 3 10

x

2, |
= ¢ 22— F(»), vf analytigue

1 inm e i ,
——, 1 _'—_‘:‘—(CDSZle—-zt‘["CSZY 2

= (—2x sin2y) 2 ¢ 4 f dte 2sn¥ et )f(f); Y =ilnx
o (A.5)

On obtient une solution particulitre en prenant f(y) =1

- 1
5T~ th (2lax) y2f2
u=[ch(2nz)] 2% , x> 1 (A.6)
(12 e

on ‘ nem L \1ts (A7)

2441
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APPENDICE B’

QUELQUES IDENTITES REMARQUABLES ENTRE LES OPERATEURS z,
d/dz EN RELATION AVEC LES POLYNOMES D’HERMITE

Posant D = d/dx, nous pouvons écrire les polyndmes d’Hermite sous
la forme:

H) = (=Dye™ (B.1)

Dans ce qui suit, H,,(A) olt A désigne un opérateur est un opérateur oblenu en
remplacant partout dans Iexpression explicite de H,(z) les * par AF,

Par un calcul direct, nous avons :

(D— H, () (D + H (2)) = p* — Hy(2) (B:2)
(Dz — DH\ {x) + Hg(zr')) = p* — Hy(x) (B.3)
Par récurrence utilisant les relations de récurrence des H,(x), nous obtenons :
.x + DY _ %?L . 7 —k
H( Vz_—).:z ;(k)ka (B.4)
(P—E@) = 3 (F (1) B B5)
k=0
(D+ B W) = 3 (%) D' H, () (B.6)
k=0
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