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, " Le but de ce travail est d’établir quelques théordmes sur I’approximation
des sections mesurables des applications multivoques par des sections mesurables
prenant valeurs dans l'ensemble des points extrémaux des images.

Ces questions ont une liaison étroite avec le théoréme de Ljapounov de ‘_

convexité des intégrales vectorielles et trouvent des applications dans les problémes
du contréle optimal (/1/ — /4/). Des résultats de ce genre avaient été obtenus
dans plusieurs travaux. 11 s’agit ici notamment de la topologie d’approximation.
'On montrait dans ce travail qu'il existe une topologie plus forte que la topologie
faible considérée dans les travaux connus, pour laquelle 1’approximation a encore
liew. Dans le cas de dimension finie ce résultat a été obtenu dans /5/, en utilisant
‘une version parametrique du théor2me de Carathéodory. Dans le cas de dimension
infinie, on a besoin d’un théoréme analogue, version parametrique du théoréme

de Krein— Milman qui serait démontré dans la suite. Dans les demonstrations des .

théoremes, on fait usage essentiellement de quelques résultats nouveaux de la
théorie des applications multivoques mesurables diis & V. Neumann, Ch. Castaing,
M. Valadier exposés dans /6/. ' ' - '

o, QUELQUES NOTATIONS ET RAPPELS.

_ . Soient (Q, =4) un espace mesurable, E un espace localement séparé, T une
application multivoque 2 valeurs dans les parties nonvides de E. '

~ Dans toute la suite, on désigne par E’, P'espace &etd;iteé)lea‘_foﬁct_ionnalles
' linéaires continues sur E; “B(E), la tribu borelienne dans E
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% ("), la fonction caracteristique d’un ensemble AL ; exA, 'ensemble de
tous les points extremaux d'un ensemble compact convexe 4 de E,

T, l'application multivoque, définie par
T:o—>exT(e) (yoeq)
Graph T, Pensemble {(v, 2) € @ X E| z & T ()}
3 Vensemble de toutes les sections mesurables de T
Rappellons quelques riotions (cf /6/). Soient (1, -4) un espace mesurable.

La tribu complétée A de A est, par définition, la tribu des parties de Q qui sont
i - mesurables pour toute mesure posxtwe finie, M, définie sur 4. Une tribu 4

est dite complte si oA == oA.En particulier, si of = =4, est la tribu des parties’
~ mesurables pour une mesure positive, ¢-finie alors 4 est complate.

Un espace topologique P est dit polonais, s'il est comp!et metrisable et
séparable un espace topologxque E est dit souslinien, s'il est image d’un espace
polonais par une application continue.

1. VERSION PARAMETRIQUE DU THEOREME DE KREIN MILMAN.

THEOREME 1. Soient (Q, =4) un espace mesurable avec A comj)let E
un espace souslinien, T une application multivoque de Q & valeurs dans ensemble
des parties compactes convexes nonvides de E telle que Graph Te a4’® @(E)
o) ane section mesurables de T.

Alors, pour toute famille des voisinages absolument convexes V(m) (m e Q)
du 2éro dans E telle que Uapplication multivoque :

V:ewl— V(M)

est de graphe dans AQ B(E), il existe une apphcahon mesurable 8{) de (ﬂ, A)
dans E telle que

1)) & a(e) + V() |
2) ﬁ(m) = 2 (@) B;(0), o »;(.) sont des Jonctions dej"mzes sur Q telles

que pour chaque « € Q, la suite {»; (co)i | € contient qu'un nombre fini de termes

nonzéros, () 20, '£ v =1, ) =1,2.)ed}

=]

DEMONSTRATION: Comme Graph T € -4 ®Q/B(E)Graph T € o4 ® B(E)
(/6/, th. 111, 22, th. 111, 36, cor. IV, 5) Dlaprds le théoréme de section de
V. Neumann dans le cas des espaces sousliniens (/6/, th. 111, 22; /8/, /9/) il

~ existe une suite {f; (m)l = Sy telle que ‘pour tout-» € @, i@(»)} =y 2 Te)
- Considérons I'espace vectorxel R, de tous lés suites de nombres réels a= C P
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qui he contiennent qu’un nombre fini de termes nonzéros. Muni de la topologie,
définie par le sysitme de voisinages du zéro :

Vgl,sz,..-, . — %l = (Ll’ Kz; -.-) € Rgm r I-‘\‘il ‘< S(i-—_—— 1, 2, "")%

ol 58,-}‘.:1 parcotirent P'ensemble de tous les suites de nombres strictement posi-
tifs, BR;> est un espace. localement convexe qui est limite inductive stricte des
espaces BR = {n = (x;, % 0) [2; =0 vi > n + 1} munis de la topologie
separée de I'espace de dimension n. Donc, JR;" est un espace souslinien (¢f. /7/).

Remarquons que si F est un espace localement convexe séparable et si
fY; ;:-1 est une suite bornée des élements de F, alors lapplication linéaire

A Y
(i)

définie partout sur BR;°, est continue. En éffet, si U est un voisinage absolument

convexe de zéros dans F et st ¢> 0 tel que {v; f el ona Iny;cC
i

chcUcUdésque = V1 11

2 4 B

En partlcuher les fonetmunelles lindaires a1~ 3 x, ai—~, (i = 1,2,..)
{i}

!
sont contmues sur Ro Par suite, le ¢simplexe standard® dans JRJ°

== h.—-(txl, gy ee )ERO I200GE=12.) 2 = 1}
 est fermé dans R, :

Considérons 'application multiveque ¢ de (0, <4) & valeurs dans I'ensem-
ble des parties de S, définie par

9 = =0y 2 € SIS 8,(0) — (=) e V(o)}

el

Comme pour tout «, } B;(m)izl est dense dans ex T (), daprés le théo-
reme de Krein—Milman, ¢ (o) = @

1l est évident que

G=4G,

_g(m, Meox R E(prQ(m,x) £ (o, x)) e Graph Vg

Graph ¢ ={ax 8In G (1)

;o (“"' 2 » B (W)-:-a ("')) € Graph-Vz =

prn étant la projection (m ) — o de 0 X R sur Q, et

f(w 2) = Zh B, () —-a ().
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- Done, o : N
| G=(prg ® f) (Graph V) = (2).

. B8 pryy ® f désigne V'application de o X R;o dans o X E, définie par la formule

(prg @ f) (o, M) = (pro(e »), flo, ») l/.

. On va montrer que prg @\f est (:4 ® @(R ), A& ’B(E)) mesurable. Comme
la mesurabilité de pry, est évidente, il suffit de ontrer que f(.,.) est mesurable. Il

est claire que pourtout » € Ro » F(+, 2) est (04 {B(E))-mesurable, et comme on -
la remarqué plus haut, pour tout « € Q f {,.) est continue sur Bﬂ , d'aprés un
sésultat de Castaing (/ 7/, th. 1, corollaire 1), £(...) est (o4 ® B (Ro ), fB(E))
mesurable. .

Ainsi, pry ® f ‘est mesurable Il en résulte de (2). que G, et done, Graph
@ est de&'@@(nu)

. D’aprés le théoréme de sections de V. Neumann pour les espaces sous-
liniens (/6/), ¢ admet une section x(m)-— (xl(o) 2 (@), ) AR ’B(R )

. mesurables.

Il est évident que pour tout #, la fonction @ l—x (o) est (a4 CB(RI)) :
mesurable, et pour tout » € 0, la suite numérique »;(»), r(»),... ne contient qu’un
nombre fini de termes nonaéros Par la construction de »(«), il est év1dent que
L’apphcatton ,

) S s(ﬁ.) = 2 *(0) B0

posséde des pwpnétés 1), 2) du théqféme Il reste h montrer que P () et

_ (04 @(E))-mesurable

" Solent : o o
: '__‘g‘,,ealx.(u)=0 Vi}n-{-l}”

' Il est claxre que pour tout n=1,2,. A € A, Q f}o A, étsur A,;ona

n=—=1

— s(«)— z x(«)ﬁ(-)

- Comme E est souslinien, p,{-) (z =1, 2,. ) sont des limites des suites
. de fonctxous étagées /6/, la fonction B{: ) 4, est mesurable. Donc /6/-

Graph (p()u)e(aaznA)@@{E)cA@@(E)
| ot ANA, =14 cald' = Af{A,,.Ae—ﬁfE
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. Par suite,
Graph 6 = [-1-1 (Graph g) N (4, X E) = y_lGraph (5|An) . 04-@ BE)

et es.t '(aél, ’B(E))-mesurable /6],

CORQLLAIRE. Les hypothéses et notions étant celles du théoréme 1,
supposons en outre que (e, A) est un espace mesurable, muni d’une mesure W > 0,-
fzme, complete. :

Alors outre 1 ) et 2), Uapplication plw) posséde la propriété »

3) Pour tout A€ o4 avec L (A) < + oo et pourtout £> 0, il existe un
sousensemble Ag de A, Ag € =4, un entier ng tels que p (A< Ag) < eet

e
B(0) =2 () B; (o)
. 7 1= )
pour tout » € Ag

DEMONSTRATION. 11 suffit de poser _
A, =lacAlr() =0 vizn +1}

et remarquer que

2, UN - THEOREME DE DENSITE POUR LES APPLICATIONS
MULTIVOQUES A VALEURS DANS LES ESPACES SOUSLINIENS.

Soient I = [0 T) € [0 =), # une mesure de Radon positive définie
. sur I, a4 la tribu des sousensembles - mesurables de I, E un espace localement

convexe soushmen

On désigne par Lz (I, 1) l espace des classes § équlvalentes des applica-
tions scalairement mesurables g(t) prenant P.-presque partout valeurs dans les
parties équicontinues de F’, et L;(I, &) Pespace des classes [t-équivalentes des
applications p-mesurables f(¢) de I dans E telles que <f(¢), g(£)} soit M-inté-
grable pour tout g() e Ly (I, »). Remarquons que comme E est souslinien,

<f(2), g(t)) est touJours -mesurable /10/.

Considérons dans LE (1, ) la topologie ‘C,, ,défm;e par le systéme fonda-
mental de voisinages de zéro:
'Ve, —y !f e Lyl m)1 o e If <f (:), g,(t)>dp«> | <

,--1,2 .'Bl-. .
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- ol g; (#) sont dé Ly (I p), (j=1, 2,.., m), m est un entier quelcongue. Il
est claire que cette topologie est plus forte que la topologie faible dans Ly (I, w).

Soit T une application multivoque de I & valeurs dans les parties nonvides
de E. On désigne par S l'ensemble des classes w- équwalentes de sections mesu-
rables de T. '

THEOREME 2. Supposons que

1) # 20, sans atomes

2) Graph T € o4, ‘® B(E)

3) il existe une partie bornée B dans E et une fonction p(*) € L +(, }L)
telles que pour tout t€ I, T(t) est un compact convexe nonvide contenue dans o(t) B.

Aéors, Si*' - est dense dans St pour la topologie T;

" Afin de démontrer théoreme 2, démontrons le lemme suwant quiserait
utilisé également dans la démonstration du théoréme 3.

LL‘MJWE Soient J= [0 Tl] c [0 o), I une mesure de Radon positive
sans atomes sur J, pt) (G =1, 2, .., n) des applications (A, B(F)) - mesurables
- de J dans un espace de Banach separable F telles que

ﬁ;() € LF(Js p‘)(l = 1, 2) -T-' n) l

- et soit | ﬁ(t_) o= % (8} 8,()

i=1

avec . () = d, Wmesurables et § 7»,-(#), =1

i=1l

~ Alors, pour tout £> 0, il existe une partition de J en n sousensembles
W-mesurables M, (i = 1 2,.., n) telle que '

sup || f [ﬁ(t) — 3 R, () B(t)] dy <z
tht E.T 1—1

DEMONS TRA TION. Remarquons d’avord que si ’on pose
fl, ;= s S Fanl (v e Ly(J, M)

- ||3J est uné norme et ."f”:‘] "'-“f“L;'

Par la défiriition de L},- (J, 1), toute fonction de L} (J, &) peut étre appro-
_ cliée pour la norme de LL(I, ) par des fonctions continues, par suite, par des.
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fonctions p.-mesurables constanies par morceaux. Soient Y,(.) des fonctions
#-mesurables constantes par morceaux telles que

| Z![s_,-(-)——v,-(-)'llz,},, <5 - (3)

=]

Comme 1 est sans atomes, il existe une partition finie de J en intervals
J?(p =1,2,.., %) tels queJ, < J, 4 (cdd? <¢ Vi'e Jpt'e Jp,;l)(p =1,2,.., &),

2 Jle@iar < £ | | @
=1 Jp

et de plus, les fonctions Y,(* ) prénnent des valeurs constantes a(;) sur chaque J,
(P = 1, 2] di=y k) ‘

Comme

M@ db = [ di = p ()

1), L

s

T

on peut diviser chaque J, en n sousintervals disjoints Sy 10 Ip, 200 oy, tels que

W (T, ) = [ () dp
. JP

Posons

(i=1,2..,%)
Ona

S X n@v@de =3 ag")Jf ri (f) dps ==
=1 - i= -
e : P

e

i=1

S . B | -
o) ,J,(Jp’_,-)ﬁjf 2 g, () Y (8 dw,

Par suite,

17 (57086~ £ 7,0 8,0) an] <
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fll S 10 [B (t)—— Y ()] | dp +J i 2 xM &) [v;(&) — 8;,()] Ild:»b

Ip =t

< 2.2 f___\j Y,-(t) — ;@) ldr (5)
=1 J; - . e
Estlmons l’expressmn _
o (2, t”)—-llf (2 »; () B (8) — E RAOL (r))dr» I
<

Soient J,, Jp» les mtervals qui contiennent respectivement £’ et ¢’. D’aprés

(3). (4), (5), on a
o(f, ) < _f lI E x; () B; (t)—= wa OIAGL dPa +

Jp Uy

L s ][f(2 x(t)ﬁ(t)—-— z xM(t)B(t))dP«Il

p=p "1 Jp i=l

% 22 fl\v,(t)—ﬁ(t)lldn<

i=1

Done

Ie0) ~ él’-"M;(') BN, = s o, ) <¢

et le lemme est prouvé.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.

‘Remarquons d’abord que St < LL(J, ). En effet, soient g(-)& L (I )
et H une partie équicontinue dans E’ qui contient g(t) pour (-presque tout
te 1. Alors le polaire U dans E de H, est un voisinage de zéra dans E et il
-existe donc une constante ¢ = c(g)> 0 telle que B, BccU Si Y()edpon
a donc

_ 1<y (&), g(t)>|$cf(t)-
par suite, V()& Lz(I, 1) '

Soient a (‘)€ Sp, €> 0, g,()eLEr(I k) (i=12..,m) Prenons
une fonction mesurable £(¢) > 0

telle que | [o® b =¢ 6)
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L appication mmuitlvueyuc

s(t)

Viger V(t)m%x&El[(x.g:,(t))l( =L 2emb ()

est de graphe dans =4, --® 7B(E). En effet, l¢s fonctions (¢, :c) p—r (x, g @)y +=~ S(t)

étant mesurables en ¢ pour tout z. fixé, continuses en x pour tout ¢ fixé, d’ aprés
/7/, sont 4, ® B(E)-mesurables. Donc Graph V & A, @ 7B(E) D'apres le théo-
reme 1, il exlste alors des fonctions p-mesurable x(t)> 0, des applications

B (t) e T() (=1, 2,..) telles que pour tout ¢ € I, la suite §»(¢){72; ne contient
qu'un nombre fini de termes nonzéros, 2 Y (t) =1 et

B(z) € a(t) + V(o) (8
ot 'on pose. '
BlE) = S 28) BL1) | (9)

.Soient H une partie équicontinue dans E’ qui contient les valeurs g;(+)

(j=1, 2,..., m) pour v presque tout t € I, et U==H, le polaire de F dans E.
Comme U est un voisinage du zéro dans E, il existe ¢ > 0 tel que B cU. Par.
suite, pour tout Y{-) € Sr,ona

[ <v(e) g > < cp(@® (10)
pour presque tout ¢ € [ ' '
Soit J == [0, T} = I tel que

. .
1{?&) c{w< v ()

D’aprés le corolaire du théordme 1, il existe un entier #.> 0, un sousensemble
mesurable K < J tels que

Jewaw <— -
_ 6c .
| INK
et '
ﬂe .
Ta()=1 : - (13)
=1
- : n£
Donc B(e) = _21 2 (£) 8,(8) (14)
_ el
pour tout te K
\ | , 107




Posons

= (v VteK ‘
) “la,  WteINK (15)
ot ay=1 sii=1, 8;=0 siisge]l,
et )
B(2) = 2z NOTXONE | - (16)
Ona _ |
51’” (h=1(vee D) an
Il résulte de (10), (12) (15) que o
1(6(15)—- B, g,(t)>|du/ = |<ﬂ1(t) g (t)> dw < —6~ (18)
Posons 7 . S |
D0 =<0, g, ) = GO, g0
- Alors | |

120 = (O AP On £O0): 1~ R
(i =1, 2 v g) 7 :
el résulte de (16) que | _
i 'P()==‘(*r1(-) ‘Pz() w,()) T~ R
Vu (17) on peut apphquer le lemme 1 avec. F= R” » muni de la norme zlf = -

= max . lx I pour tout x = (xl, Tosseey & )E Rm '
1.--—1

_ Il existe donc une partltron de J en n ensembles j-mesurables A,
(i =12, . 1) telle que

[e0)— Z xM()f“’()'] <Z

i=l

ou “ . - . /-

e

sup. \|f<a(:)-vu) &5 d. || <% (19)
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avec
e .

11 est évident que v () € St. D’autre part d'apres (6); (7), (8), (9) on a

J

i)
Doric, il résulte de (18) (19) que

dp <2

}
<alt) —B(8), g;(t)> :

tsf% |f<“(f]" Y (1), g_,(t)> dp‘

<a(:)-—ﬁ(:>, 50> d;-»[+tisfpej”f<ﬁ(:)—ﬁ(:), 20>,

t.t EJ

dn]+t.§ygj|f<s(t)—v(z) g,(z)>ds»[ <

Enfin, il en résulte de (10), (11), que

sup | f <G(f)—Y(t) g8)> dr i<

$,'t"EeEl v

sup | j <a(t)w- v(2), gf(t)>dM +2 [ pld)dp <e
ete] _ I\J

3. CAS DES ESPACES DE BANACH

Les notations 1, -4, étant comme. dans les theoréme 2, s0it E un espa-
céde Banach. Introduxsons la norme '

Hfllsf-; sup '| f faw vfe LE (I )
t, t 'er v

1l est claire, que

i, < nfuLE

Soit T une apphcatlon multwoque de I dans E
Ona |

THEOREME 3. Supposons que

1) &> 0, sans atomes _
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2) E est un espace de Banach séparable
3) Graph T € A, ® B(E), et il existe une fonction p(-) e Lh + (I, )

telle que pour tout t€ I, 1(¢) est un compact convexe nonvide contenu dans la boule
de centre 0 € E et de rayon p(2)

Alors, 87 est dense dans St pour la norme || - |

DEMONSTRATION. Soient o) € Sy Prenons une fonctlon e(¢) >0 u-
mesurable définie sur [ telle que

fé(z)d»-e L @)

L’application multwoque V:
| Vit V() =l2eE] Iz W) < e
est de graphe dans = 8. B(E), car

Graph V={(, z)e I'X E| ||x|l--— a(t) <0}

et la fonction (¢, ) — [zl — () est continue en z pour ¢ fixé et \-mesurable
en ¢ pour x fixé par suite, elle est <4,*® “B(E)-mesurable.

D'apres le théorgme 1, il existe des fonctions 2{t) >0 p-mesurable
(i==1,2,..), des apphcatlons p()e If (i=1,2,..) définies sur I, telles que

pout tout ¢ € I, la suite h(z)} =, ne contient qu'un nombre fini de termes
nonzéros, et

/ -
™~ . X ?«t-(t) =a ]
)

186 — @l < 22 @)

o, . - B(t) = (5-) M(t) ﬁ,‘(t)

Soit J = [0, Ty) c I tél que
n @ dp < = g (22)
N 4 ,

D’aprés le ¢orollaire du théorgme 1, il existe un entier 7, un sousensem-
ble w-mesurable K & J tels que :

| If\ KP(at) dp < -’ ;::1' ) =1 (Vte K) ' (23)‘ '.

et par suite,

(0 = £ 1080 (1€ K)
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Yos0ns

;‘i(t)%hi(t) vte K-
GC=1,2,..,ng)

t- Fo=3 LOKO (weD

. D’apr& (21) on a alors

I8()—B( )uLx Lo m <00 (-) —1) 60+ fz % ()8,0) (SN

f -1+ Z (t)’ (B)dr < f p{()dp < £ | (24)

b
i=]1 INK
n,

Comme 217» () = l(vte J) d’apres le lemme 1, il existe une partition
i=

le J en 1. sousensembles mesurables M, (i =1, 2,..., n) telle que
[30— Y m,000), <& (25)

il est claire que I’application

Y (t) E Kpt; (t) BA2)

nn

appartient S3. D’apres (21), (22), (24), (25) ona
“ a()—v() ”"1 <a(y—v() ";J + () — v () "LIU\JJ', <

<la =8O, + 186 =FOL,, + (B0 = YO, + 120 = YO g <2
Q.E.D. ) '

" Remarque. On peut montrer sans peine que dans le cas de dimension
finie la topologie définie par la norme IR [I - coincide avec celle considérée dans

le théoréme 2. Dans le cas des espaces E de Banach séparables, on ne sait pas
la relation entre ces topologies.

Je voudrais exprimer mes remerciements au prof. Ch. Castaing qui m’a -
proposé étudier ce thme et m’a dbnné de nombreux conseils précieux
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