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INTRODUCTION

1. Cet article est une contribution a ’étude des é_quétio_ns'd,e Pfaff algébri-
ques sur 'espace projectif complexe P_C. On considere les équations de la forme

(1) w o=

R

o (iyy ooy ) dt; = 0

oll  sont des pylynﬁmes homogenés pi‘emiers entre eux, de mémé degré, et véri-
fiant I'identité £ x; o' = 0.

. L’ensemble smguher S de cette équatxon est Ia partxe fermée de P, C dé

finie par les équations o = ol = .., = = 0. Une solution algébﬂque de

codimension 1 de I’équation « =0 est par défm:txon un poiynﬁme homogéne irré-
ductible f tel que o.df =0 sur f = 0.

. Lorsque @ est complétement intégrable (ie o.do = 0) sur P cC—3S,
’équation (1) définit un feullletage analytique & de eodimension complexe 1.

Une feuille F de & est dite algébrxque si F est la restriction 3 P,C— S
d’'une hypersurface algébrique de P.C. Elle correspond biunivoquement 3 une
solution algébrique de codimension 1 de I'équation « = 0.

Diverses questions ont été posées sur la nature du feuilletage et plus parti-
culitrement sur ses!feuilles algébriques.:

(*)Presented to the Vietnam Second Mathematical Congress, Hanoi Angust 19?7'.
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1) Que peut-on dire du nombre des feuilles algébriques ? |
2) Le feuilletage & admet-il des feuilles compactes (dans P,C — §)?

3) Y a-t-il une relation entre la nature topologique des feuilles du feuille-
tage & et les solutions algébriques de 'équation » == 0 ? Peut-on énon-
cer une condition suffisante pour qu’il existe des solutions algébriques?

Les réponses ont été apportées:
— & la question 1) et sur P,C par le théoréme de Darboux (voir [1] et [4]):

e ou bien il y a une infinité de solutions algébriques. Alors il ‘
existe une intégrable premitre qui est une fraction_ ration-
nelle et toutes les solutions sont algébriques.

. ou bien il 0’y a qu'un nombre fini N de solutions algébri-
m(m—1)

ques, N = 3

+ 2; métant le degré des coeffi-
cients o de o,

Une généralisation de ce résultat aux équations sur P.C a été donnée par

J.P, Jouanolou dans [4]. - ' \

~— 2 la question 2) ﬁar le théoréme de Gérard-Jouanolou (voir [2]) qui affirme
la non-existence de variétés intégrales compactes de codimension 1 dans PC—-S§
pour 1’équation » = 0, '

Une réponse 2 la question 3) sera donnée dans cet article. - ™
2. L’exposé se di\_rise en deux p‘ariies:

La premidre partie contient des généralités. Les définitions et propriétés
y sont exposées. On considire une équation de Pfaff algébrique » =0 sur P,C,
complétement intégrable, et de lieu singulier S. Soit & le feuilletage défini sur
P,C—8§ par w=0. Une feuille de & sera dite propre si elle est ouverte dans
son adhérence (relativement 3 P,C) et-impropre sinon. '

On rappelle alors la définition du bout d’une feuille et donne la classifica.’
tion des feuilles de .- Cette classification, due & M. Suzuki ([7]) est lgerement
plus fine que celle traditionnellement utilisée, et qui consiste & distinguer seulement
les feuilles propres des fevilles impropres. Elle hous servira 3 caractériser les
feuilles algébriques, - :

On rappellera ensuite les dé_fiiiitibns et théorémes concernant les feuille-
tages de Painlevé: ils sont nécessaires 3 la démonstration des résultats exposés
dans la suite. ' ' '

Dans la deuxidme partie, on s intéresse a I'étude des équaﬁons de Pfaff
algébriques sur P,C compltement intégrables..Soit & le feuilletage défini par -
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B o

une telle équation sur P,C— Set E= |F/F e G (F étant Yadhérence de F
relativement & P,C). On démontrera que E est un ensemble inductif. (la relation
d’ordre étant l'inclusion).

De 13, on déduira que: ¢ Si foutes les femlles de G sont propres, alors il
existe des solutions algébriques .

On démontrera ensuite que si K est un minimal de E, alors toute
hypersurface algébrique de P,C doit le rencontrer.



PREMIERE PARTIE

GENERALITES

§ 1. Formes; ‘Equati«ms- de Pfaff algebriques ; Ensemble singulier
et solutions algebriques d'une equation de Pfaff algebrique sur P,C.

DEFINITIONS :

LY. Une forme de Pfaff algébrique sur lespace projectif compleze P,C
est une forme o = ;«»" (%gs -o» 7, }dz; sur C"t? a coefficients polyndmiaux homo
genes de méme deg{;'é, vérifiant $ r.0f = 0.

1.2. Une équation de Pfaff algébrique sur P,C est la donnée d'une famille
de formes de Pfaff algébriques sur P,C {»a} ol » décrit C* et ol © est une
forme algébrique dont les coefficients polyn6miaux «f sont premiers entre eux.

1.3. Remarque: L’identité T a0’ = 0, qui exprime que les droites issues

de 0 dans C"™' sont des variétés intégrales, permet de définir o = 0 comme
équation sur P,C.

Plus préciséméht:

Le champ en un point z == (g s 2,) €t le champ en xz, pour tout
»& C¥, doivent &re proportionnels.

Comme ils sont respectivement
2! (6x) d(az)) = Sof (61) (z; dr + 2dx;)
et o7 (z)dx,
Cette condition €équivaut a l'identité Sx.of = 0.

DEFINITIONS :

1.4. L’ensemble singulier d’une équation de Pfaff algébrique
@ == Emidxi_‘;—ﬂ 0.

est la partie fermée S de P,C d’équations homogénes

-

m('=31=,,,=m"—'-0

1.5, Une solution algébrique de codimension 1 de P'équation » = O est un

. polyn6me f(a:o, - %) homogéne :rréductxble tel que o, df =0 sur(f = 0).
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52. Ftude topologique des feuilles du feuilletage defini par ung
equation de Pfaff algebrique.

On considere « = %J dz; (Lz;o' = 0) une forme de Pfaff algébrique sur
P,C, qu’on suppose complétement intégrable (i.e. v, dw = 0).

Soit S son lieu singulier.

D’apres le thébréme de Frobenius, 'équation w="0 définit dans P,C—8
un feuilletage g de dimension complexe n - 1.

2.1. DEFINITIONS Soit F ume feuille du feuilletage &,

1) F sera appelée une feuslle algébrique si elle est la trace sur P,C— S
d’une sous-variété algébrique’ F, de P,C.

2) F sera dite propre si elle est ouverte dans son adhérence (relative &
P,C}), et impropre sinon.

3) On appelle bour de F, ensemble B(F) = F — F (les adhérences
étant relatives 3 P,C).

2.2, Propriétés de B(F):

Il résulte facilement du ¢ théordme de continuité » que B(F) est un
ensemble fermé invariant (voir [7], premitre partie). Autrement dit, si B(F) n
n (P,C — 8) + o, alors toute feuille passant par un point de B(F)n(P,C—S)
est contenue dans B(F).

F propre équivaut par définition 3 B(F) = F — F,
2.3. Conséquence : Classification des feuilles de ([7], page 18) :

Puisque B{F) est un fermé invariant, les trois cas suivants sont les seuls
possibles :

@) B(F)>F

La feuille F est alors impropre et B(F) -

() BA)nF=o et BN N (PC—8) +a?
La feuille F alors ¢s‘accamule? & _&’autres feuilles.
i) B(F) S A

(La feuille F est propre si et seulement si l'on se trouve dans un des cas
u) ou iii). )

2.4, Cas ot la codimension de S est supérieure ou égale & 2:
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- PROPOSITION. Supposons codim(S) 3 2.

Soit F une feuille de F; B(F) son bout. Alors F est une fewille algébrique
si et seulement si B(F)=- o et B(F)c S.

Preuve. Si F est une feuille algébriqu’e, ona B(F)+ @ car
BF)= e F= F « F est compacte,

L]

Or, d’aprds un théoréme de Gérard-]ouanolo_g ([2]), il nlexisie pas de
feuilles de & qui soient compactes. B(F) < S car F ¢ F, implique

B(F)=F—~FcF,—FcS§. .

Inversement, si B(F) c S, alors F est uhe feuille propre et donc un
sous-ensemble analytique de P,C — §. |

Puisque S est un sous-ensemble analytique de P,C, F un sous-ensemble
analytique de P,C— S, dim(F) = n—1 et dim(S)< n—2; on se trouve dans les
hypotheses du théoréme de Remmert-Stein ([5], page 123) qui s'énonce :

¢ Soit X un espace complexe, ¥ un sous-ensemble analytique de X, A

un sous-ensemble analytique de X—7Y. Supposons qu'il existe un entier ? =0 tel
que dimY < p—1 alors que dim,A > p pour tout a € A. :

[dimY < —1 signifie ¥ = @]. Alors la fermeture A de A dans X est un
sous-ensemble analytique de X ». . :

Par suite la fermeture F de F dans P,C est un sous-ensemble analytigue
de P,C, donc un ensemble algébrique, en vertu du théortme de Chow ([5],
page 125), '

§ 3. Fenilletages de Painlevé, -

Les définitions et théorémes énoncés dans ce paragraphé ont été exposés
dans [3]. ‘ ' .

3.1. DEFINITIONS. Soit E— B une fibration et G un feuilletage défini
sur E. & est dit simple pour la fibration (E, x, B) si en tout point m € E, il existe

un voisinage distingué de m dans lequel la plaque de m rencontre 1! (Jc(m))
_au point.isolé m.

& est dit de Painlevé de 1re espdce pour % si tout chemin (7, [0, 1]) dans
B est relevable en tout point m de ftml(l(O)) dans la feuille de m,

3.2. THEOREME (Gérard—Sec).
1) Soit E B une fibration analytique complexe localement triviale et G
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un feuilletage sur E analytique de dimension égale & celle de B, simple pour cette
fibration.

. Si de plus, la fibre de (E, x, B) est ;:ampact_e, alors & est un feuilletagé de
. Painlevé de 1re espéce pour (E, x, B).’ '

2) Le résultat est encore vrai si 'on remplace ¢ fibration localement triviale
& fibre compacte ¥ par ¢ submersion propre 2,

3.3. Coséquence :

La restriction de x 2 toute feuille de & est surjective.
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‘" " DEUXIEME PARTIE

SUR LE FEUILLETAGE DEFIN! PAR UNE EQUATION
DE PFAFF ALGEBRIQUE COMPLETEMENT INVEGRABLE SLD 2,.C

§ 1. Existence de solutions algéhriques d’une equation de Pfaff sigébrique
complétement integrable sur P, C, lorsque ioutes les feuilles du foujl-

letage defini par Pequotion sur P,C— S sont propres.
Notations s
Dans la suite, nous noterons :

Cf;l'l Tmen 2] le sous-espace des (3, ..., z,) de C* d’équation z; == 0

Ciep ¢ 1a droite d’équation z; == 0, pour tout j=i.

1.1. LEMME. Soit m;’i A; (.1_:-!...., Z,)dz; =0 une éguation de Pfaff

polyndme sur C”, complétement intégrable, dont un lieu singulier T, est de codimen-
sion supérieure ou égale & 2. Soit @ une feuille du feuilletage défini sur C* — %
par U'éguation donnée. :

Alors 1l existe un indice ig tel que la projection de @ sur Uhyperplan coor-

données CE’;.'I:I v 53oven 2.} SOIt dense. En particulier, il n'existe aucune feuille dont
T , e

Uadhérence soit compacte dans C”.

Preuve. Il existe un indice ig tel que A;, ne soit pas identiquement nul
et que la feville @ ne soit pas contenue dans I'ensemble

ig le polyndme en =; A,
=3y = C[’"io] Xg "o

== réunion des variétés intégrales (de dimension 1) d’équation

-~ —1
(2p s Zigg oy 2,) € C z

(245, x,) 8t identiquement nul

-

(1, s Zyp o 2,) == constante.

En effet, si o est contenue dans S, pour tout 4, alors puisque
e
@ serait contenue dans l'ensemble singulier 3,, ce qui est impossible.

Montrons que la projection de @ sur C™ ! - est dense. Par
q E 20 <o Tyl
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Yabsurde, supposons le contraire, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert U dans
CI:I ~ .r,,]X P,C et prolonge Péquation en une équation a=0 qui est défi-
A

nie par la donnée de:

— 1’ quat:on 9=0sur C"T1X Ciz,

1
ig
— Péquation @ = Ajdr; + ...+ 4;dX;; + ...+ A, dx,=0sur
clx C[Xr'o] obtenue a partir de I’équatton Q=0 en falsant le changement de
variable X; = -—1—-
x;

0

- Désignons par :

% la projection canonique de C7 1A X PC sur CT 1A
) ; fzg, . ,x,‘o.....xnl fa1s - vy Tigp - Zyl

; la feuille prolongeant <

le heu singulier de Q

22 = réonion des variétés mtegrales de ne=0, d’équation

~
{zy; . 73 2,) = constante

(‘z1 U 22)

Ecrivant 4;, (resp. A,fo) sous Ia forme d’un polyndme en z;, (resp. en Xigh
o voit, puisque A, et A,'-o ne sont pas identiquement nuls, que 1 (8,) ~—qui est

A "
Yensemble des ()., iy % ) qui annulent les coefficients des polynémes A;, ou
1 ig

"‘4"0 — est un sous—ensemble analytique de

a—1 :
C{Ilo"'s;\ig- o zy) S QUE d:msz(zz) n—2.

~

. Par ailleurs, puisque = est propre et que 21 est un sous-ensemble analy-

tique de dimension inférieure ou égale & n —2, x (Z ) est aussi un sous-ensemble

analytique de dimension inférieure ou égale & n — 2 de CF“I
LLp vees Tigp v '-Tu]

= (21 U Zz) == (21) Ux (22) est donc un sous-ensemble analytique
dlm(E) <n—2et C* '

{I]_ - -'rion wery xnl

de CII -—1

H —-'2 est un ouvert dense
(210 oo Tigp o & ,,]

et connexe de C7 .
{xl,- - Tige s Fal
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Considérons la fibration

(crt —3) X P,C = = oA
. Tige ven N . ! %y A TE/(C”'—I —_— Z) X PIC [7 1o e Zigy T

o

L’équation a =0 définit dans. (CE:I ANPRE 2} X P,C un feuilletage
raen Tige Ty .

simple pour T, puisqu’on a enlevé les variétés intégrales d'éguation

———
(s oy Xy oy 2,) = constante, -

o’

On 2 donc un feuilletage simple pour une fibration triviale 4 fibre com-
pacte. D’aprés 1.3.2, c’est un feuilletage de Painlevé de 1re espéce pour

n—1 ey > - 51 ' <
((C{-'Ul- i) /-’;1'0' “ron g - 2) X PI'C, Tu C{'fl' =2 g:'ga"" xnl,_ 2’)'
Si aucun point de @ ne se projette dans U, alors puisque @ se projette

C!r‘-l

[21,wor oo 0] %), @ contiendrait U,.

surjectivement sur U, =U n (
Mais alors par prolongement analytique, @ (et done aussi la feuille @)

serait entitrement contenue dans (C"™! —3) X (X, == 0). On a une contradiction
car @ esl a distance finie. -

1.2. Soit o = ;_'_wi_ (xg0 ey 2,) dx; (3; o' = 0) une équation de Pfaff algé-
brique sur P,C, suppzsée complétement intégrable (i.e. o do = 0).

Soit X = (o = ... = «” == 0) son ensemble singulier. -

L’hypothése sur les of d’étre premiers entre eux i'mplique que la sbus—
variété algébrique S de P,C est de codimension supérieure ou égale a 2.

L’équation » = 0 définit sur P.C — S wn feuilletage & de codimension
complexe 1,

- Appelons E Pensemble {F/Fe G},
THEOREME. E est un ensemble inductif.
Preuve. Soit F; > F,> ... une chaine dans E.
Cherchons en un minorant, De deux choses 'une: ~

~— ou bien un nombre fini au plus de F, rencontre S,

~ ou bien une infinité de F, rencontre S: alors tous les F rencontrent
S car la suite F; est décroissante.
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Dans le premier cas, on a N F; 5 & (intersection d'une suite décroissante
d’ensemnbles compacts!) et n F;€& P,C— 8. Si ze n F,, alors & cause de l'inva-

riance des F;, la fermeture F, de la feuille passant par x sera contenue dans

tous les F; et donc un minorant de la chaine.

Dans la deuxieme cas, on peut supposer, quitte & faire un changement
projectif de coordonnées dans P,C, que S ne contient aucun des (n—{—l) points di
repere projectif o, = (1,0, ..., 0}, a; =(0, 1,0, ..., 0), ..., &, = (0,..., 0, 1).

~ On choisit une métrique d sur P,C (qui soit bien entendu compatible avec
sa topologie naturelle). Alors puisque S est un fermé dans un compact, Pensemble
$T1/p pens des voisinages tebulaires de S, od

Tyjp = 3 ze P,Cid(z, S) < -;——E

forme un systéme fondamental de voisinages de S.
Pour tout sous-espace P,_; Cy, ... ;‘:.0, 2] = § (s ooy T,) € P,Clt;,= 0}
de P,C, considérons la projection cﬁmque

x,o H P’;C f‘ gafog — n—1 C{Io, seey -Tiol waey -tu}‘

qui & un point M de P,C —{a; }, associe le point d'intersection de la droite |

’ . . PV . -~
passant par @;, et M avec la sous-variété projective P, _; Ci,, ., ST

Soit x; | S la restriction de %;, 4 S.

L’application x; [S est bien définie car S né'céntient pas o,
Elle est propre et x,O(S)—(x,UIS) (S) est une sous- var:éte algebnque de di-

meunsion inférieure ou égale & 7 —2 de P,_; Cyp,, = s 7]

2]

wer Tjgp ey 3} et qui nappartient pas a

’ Si = est un point de P, C
x;,(S), alors (x ,-0)*1 (2) N 8= o et I'on peut trouver un voisinage fermé V(z)
de z tel que (J\:,-n)"_1 (V(z)) aura une intersection vide avec S. Comme les T,

forment un systéme fondamental de voisinages de S, pour p assez grand, on a
Ty ()7 (V) = @.

Par ailleurs, pour tout j= i;, lors qu'on fait z; =1, alors on se place

dans la carte 0 complémentaire de P,iCi, .., T )
. n



Dans cette carte, P,_; Cy,, J N €; dc_mne I'hyperplan affine de

Pt
v Tige s T

— ‘ s e 1l A -~
coordonnées C[xo ;}0'._ T3 2l ©F Tig €Y la projection sur Ci, = Tigr ez Tl

parallzlement & PPaxe z;

ig

P C[x.,. “ 20, B
%
t
a—1 C[_z-o, . .;; . r,,]
+ Taxe z;

. L L I, N

On voit ainsi que pour p suffnsamment grand, ia pmJectxon de Tvp P

sur Cl-ro. o T e xy ey 2) B ‘est pas dense.

o Comme on n’a qu'un nombre fini d’hyperplans affines de coordonnées, on
j _peut donc choisir p suffisamment grand pour que le tube T = T;,, quand on

se met dans une carte 0;, ne se pro;etle jamais de fa(;on dense sur tout hype: plan
de coofdonnées de la carte.

Soit a7 1a frontitre de T.

Chaque F ; de la chaine doit couper 3 7T car F ; rencontre S et ne peut se

trouver a 'intérieur de 7. En effet, sinon en se plagant dans une carte @ et puis
en projetant &, N O sur les différents hyperplans de coordonnées de @, on aurait

utie contradiction avec le lemme IL.1.1: la projection de F; N O sur tout

hyperplan de coordonnées de 0 qui est contenue dans la projection de T" sur le
- réme hyperplan, ne serait jamais dense.

oT étant compact, on a donc’ [1 (F; N aT) & @.

Si ze N (F_' N aT) alors xS etla feuille F_ passant par x et telle
que F > F pour tout i, et F est donc un nifnorant de la chaine.

CQFD

1.3. Application & Pétude de Uezistence des ssiutions algébriques de I)Equation
lorsque toutes les feuilles de & sont propres :
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: THEOREME. Soit » = 0 une équation de Pfaff algébriqgue sur P,C,
complétement intégrable S le liew singulier et G le feuilletage défini sur P,C—3S,
Suppesons que toutes les Seuilles de G sont propresa Alors:

1} Chaque feuille F donnée contient dans son adhérence une solution algébri-
que (autrement dit, ou bien F est algébri :que, ou bien F ¢ Saccumule » & une feuille
algébrique). :

- 2) En particulier, chaque feaille"de G contient dans sa fronmtiére une
composante irréductible de dimension n—2 de S.

Preuve. 1) Soit F une feuille du feuilletage &

D’apris le théoréme 1.2, E={F |Fe G} est un ensemble inductif. Par
" Zorn, F contient donc un minimal, disons K.

~ Considérons le bout B(K) de K (revoxr L §2)
Puisque K est propre, on -1e.peut pas avoir B(K) o K (cf. 1.3.3,, i).
On ne peut pas non plus avoir
BK)NK=g e BK)N{PC—-S)+o
puisque K estun minimal.

Donc nécessairement B(K) c S.

. Comme codim{S) > ?, la proposition 1.2.4. implique que K est une variété :
algébrique. .

. 2) La partie 2) du théoréme est une conséquence immédiate de la partie 1)

et du théoréme Lb) de [2] toute solution algébrique d’une équation de Pfaff
algébnque contient une composante irréductible de dimension 7—2 du iien
singulier S.

;

' §2. Les minimaux de E = | F|F ¢ G| ont une intersection non vide
"avee toute hypersurface algebrique de P,C.

Conime précedemment, soit :
o = 0 une équation de Pfaff algébrique sur P,C, complétement mtég‘rable

S son lieu singulier (codim S > 2)
G le feuilletage défini sur P,C-—-S

El ‘ensemble inductif {F|Fe g}

2.1. PROPOSI TION. Solt f(xg ey z,) un polyn&me homogéne de degre
< p>0, V la variété algébrique (de dimension n dans C*tY) déquation f=1.
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Alors la forme oy induite par « sur V définit sur V—(S n V) un feuil-
letage de dimension complexe n—1 qui posséde la propriété suivante: .
pour toute feuille ¢ donnée de ce feuilletage, il existe deux indices i, et

. - o . - » q,m Y4 > n'—]_
Joliy ok j,) tels que la projection de‘ sur la variété coordonnées C[xo, ""/z\fo' .,x\, )

soit dense.

En particulier, il n'existe pas de feuilles d’adhérence compacte.

2.2 THEOREME. Soit G le feuslletage défini sur P,C — S par une
équation de Pfaff algébrique o =0 complétement intégrable, E Uensemble inductif
E={FiFe@ |

Soit K un minimal de E et (f = 0) une hypersurface algébrique dans
P,C. Alors K et (f = Q) ont une intersection non vide.

Preuve. Soit p le-degréde fet V C cH

Considérons la projection pr : :
Vv (g ooy ) 1 f (igy vy ) = 1

la variété d’équation f = 1.

|er !
U—PC—(f=0) (oo )

Elle définit un revétement & p feuillets. En particulier, pr est propre..
On considére sur V'— S(o) n V le feuilletage défini par w, =0 (cf.
11.2.1) et sur U—~(Sn U) le feuilletage induit par &,

'Si K ne rencontre pas (f = 0), alors K sera un compact dans U. Par
suite, puisque la projection pr est propre, prHK) est un compact dans V.

Comme p;r projette _f_euille dans feuille, et que K est un fermé invariant,
si x est un point de pr (K) (et x n'appartenant pas 3 S(o) N V), alors la
~ feuille passant par x sera contenue dans pr~ (K), donc d’adhérence compacte.

Ceci contredit le lemme I1.2.1.
C.Q.F.D.
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