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On se propose dans cet article de démontrer que toute Gr - catégorie est
équivalente 2 une Gr -catégorie stricte.

1. Grcatégories strictes

DEFINITION 1.1. On appelle Gr-catégorie [1] tout groupoide P ayant
une loi, i.e un foncteur

@2 PxX P~ P;
une contrainte d’associativité - unité
4 v,7: X® (Y ®Z)Z(XQY)®Z gx: X=1Q X, dy: X=X ®1;

1

et dont tous les objets X possédent un inverse (X7, ty, py) du
t: XTI1®X %1, pr:X®@X 'L
La Gr-catégorie P est dite stricte si les isomorphismes a, g, d, ¢, p sont
des identités. :
EXEMPLE 1. 2. Soient @ : Ly — Ly 8: Ly ~~ Aut L; deux homomor.
phismes de groupes vérifiant deux conditions suivantes :
(i) Le triangle

d
Ll _ Lo
N e
Aut Ll .
est commutatlf W, désignant I'automorphisme intérieur de L, défini par =.
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(ii) d (e_x(z)) == e, (d (z)) pour tout = & Ly et tout 2 & Ly,

A partir de" d et ¢ vérifiant (i) et (i), définissons une Gr - catégorie
stricte P de la maniére suivante : -

Ob P=1L,
| Homp (z, ) = f(zm N} x 1 (327)
et pour ((zp, 30, £1) : 71—y (22 72) fim—y w®n=nmn
(2 30 1) © (0 920 ) = (@1 20 9290 1 02, (D)

DEFINITIONS 1.3. On appelle S-systéme tout quadrupole (L, Lo, 4, 0)
ott Ly, Ly sont des groupes et d: Ly — Lo 8: Ly-— Aut Ly des homomorphismes
de groupes vérifiant les condditions de 1.2. La Gr - catégorie stricte P définie
dans 1.2 est appellée Gr - catégorie stricte définie par un S - svstéme..

Soient P et P’ deux Gr-catégories strictes définies par deux S-systémes

(L, Lo, d,.8). et (Ls Ly &, 67) respectivement. Un Gr-foncteur de P dans P

est done un couple (fy, fo) ot fi: Ly— Ly fo: Ly — L, sont des homomor-
phismes de groupes vérifiant les conditions :

{i) Le carré

f1
Lj ""_‘———"""'L'l

N

Lo Ly

est commutatif.
i) £, (o () z) =0 (fo (2) f1(z) -
pour tout z € Ly et tout z€ Ly. ‘

2. Noyau d'un Grfoncteur

.21 Soient P, P’ ‘des Gr-catégories et (Ij F): P —~ P un ‘Gr-foncteur
[1]. On se propose de chercher un triple (K, (J, J), ) satisfaisant aux conditions

" suivanies:

(i) K est une Gr-;':atégorie. '
(i) (J, J): K = P est un Gr-foncteur. 7
_ Gii) »: (L,» 1) = (F, Fye(J, J) est un ® -isomorphisme fonetoriel bu
(I?., I 1,,-) est le Gr-foncteur & valeur constante I, de K dans P. N



(iv) Le triple (K (J, J ) ) est universel, 1.e. pour tous les triples
{Q (E E), }L) vérifiant (i), (ii), (iii), on a un Gr-foncteur unique (EVE):Q—K
teique(E E)—-(JJ) o (£, E) et L= rxE, _

PROPOSITION 2.2. Le triple (K, {J, J), ) existe.
DEMONSTRATION. On pose

ObK=3(X, PYIXEObP, I 1, — F(X)!

$
1, — FX
Homg (X, I'), (Y, m)) = { f € Hom, (X Y) l H . |P(f) commute {.
1, — FY
La loi ® sur les objets est
(X, ) ® (X, 1) =(X, ® X,, I
avec I’ défini par le carré commutatif
1y — : - F(X, ® X.,)
dy, [ ® 1 | F
1, ®1, L FX, ® FX,
et sur les fliches
[1®f,=/®f,  (dans P).

Enfin pour (J, J) et » on pose A
J(X! l’) = X: j= 1d, i )"(X. r) = l’_ D ’

DEFINITION 23. Le couple (K, (J, 7)) est appelé le noyau du
Gr-foncteur (F, F), on le note Ker(F, F).

3. Invariants d’une Gr-catégorie -
8.1. Une Gr-catégorie P est déterminée. 3 Gr-équivalence prds par ses
trois invariants [1] : :
xo(P) = le groupe des classes d’isomorphie des objects de P,

x(P) = Aut (1) = le groupe abélien des automorphismes de ’'objet unité
qui est muni en plus d'une structure de 1y — module, .

a(P) € H*(x,, *;) déterminé par la contrainte d’associativité de P
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On note par S(x,, &, &) avec « € a(P) une Gr-catégorie réduite de P.
Un épinglage [1] dans P permet de construire la - Gr-catégorie réduite de P et
les Gr - équivalences canoniques correspondantes

(G, G)

P S(Eo, '.lfl, a]..

(H, H)

4. Cohomologie de groupes

4.1. Soient 7: un groupe et A un x-module. Nous considérons le complexe
de cochaines
3 3, 3
— C'(x, &) —; C"M(x, 4) —

ol le groupe C'(x, A) de n-cochaines est le groupe des fonctions g de n
variables z; dans & & valeurs dans 4, satisfaisant les conditions de normalisation

g(xl, wvey iy 1, Ii+1, aeey xn) -"= '0, 1.= 1, 2, ey ﬂ.-

L’homomorphisme de cobord 3: C"(x, A) — C” +1(1\:, A) est défini par

ag(xlg ng seny x‘+1) = A

==.’El g(.'.Cz, weny I,..*.l) + 2 (—l)ig(x]_s erey '.’.C’- x,‘-{-]: reay xu+1) + (—-1)#13(51----- x;g)

Nous notons par H “(u:, A) les groupes de cohomologie de ce complexe,
ce sont les groupes de cohomologie du groupe 7 A coefficients dans le x-module

A [2).

. 4.2.' Nous savons que pour un groupe libré F, H (F, A)=0 pour n> 1
[2]. Ici nous allons introduire le homomorphismes

S,: C"VUF 4) —C(F, A), n21
vérifiant les relations

(4.2.1) 38, +S,5=1 n>2

qui redonnent l¢ résultat H" (F, A) =0 (2> 1) et dont nous-avons besoin par
la suite. |

Pour cela introduisons le polyndme f (e) = + %‘s —'—2—, qui donne
Cf()=0
f(—1)=—1." o



R

Ensuite considérons le groupe libre F qui consiste de 1 et des mots

£ . .
z=-¢'... ¢ ol les ¢; sont des générateurs libres et les exponents £; = £ 1.

k
Maintenant définissons S,. Soient g € C**(F, A) et z, .., 2, € F.

€ Em [ PR . .
Posons, pour z, ==¢* ... ¢, (représentation pas nécessairement réduite)

(4.2.2) - ,,g(:cl. Zgy reey Tg) = (—1) 2 s,g(xl. wrs Ty 1o es e e{(e"), e.).

i=

On voit immédiatement que s,g(x), ..., z,) ainsi défini ne varie pas guand
on fait varier la représentation de x,, et on vérifie aisément que s,g satisfait aux
conditions de normalisation. Montrons que

a'.S,,'_1 + S38=1, a >2

Pour cela supposons que la représentation de z, = éf‘ .e- ef,,"' soit réduite
et raisonnons par récurrence sur la longueur de la représentation réduite de z,. Il
est clair que la relation est vérifiée pour la longueur 0, i.e pour z, = 1. Suppo-
sons que la relation est vérifiée pour pour la longueur m—1 et montrons la pour

la longueur .m. Pour cela on s’apercoit qu'on a

($S,rﬁlg) (xgs s ) + (S agj (zy 0 z,) =

"-1

(as”_l g) (xl‘ b xﬂ—l’ e m—l) + (S ag) (-1:1, seey Ty &) . £ m—l) +

e g(xl, ,x,,_l,cl . eom ef(F')e]

1 m--l "
£y £, J(&,)
— 82y T, et e E ),

ou compte tenu de l'hypothtse de récurrence

(68”__.13‘) (.‘171, .,I)+(S 58') (-Tp--,x)— » o '

&l

= g(xl, seny 't?!"_l-‘ \ 8 ﬂl—l _::‘(8 ) e )

1 1.
. € m—-—) -+ smg(.:cl, o Lyys €00, € AT €

. _ .f( -
e £y g Ty, s Ty el1 e”' 1 g 'y

ce qui donne, pour s,,', = + 1,

S,—18) (2150 2,) + (5,80) (2100 2,) == g (@0 7). O

5. Gr-catégorie stricte d’'une Gr-catégorie

5.1, On se propose ici de démontrer que toute Gr-catégorie est Gr-équiva-
lente & une Gr-catégorie stricte déﬂme par un S-systéme. La Méthode employée
ici est la méthode d’ effacement

M



LEMMA 5 2. Soient P une Gr-catégorie préépinglée par (M, N) ou M
est un groupe et N un M-module [1], et u: Ly — M un homomorphisme d’un
groupe L dans M. Posons S(L,) = S(L,, 0, 0). Pour qu'il existe un Gr-fonc-

teur S(L;) — P compatible avec » il faut et il suffit que a(P)G H(M, N)
s'ammule dans H(L, N).

DEMONSTRATION. Soit (E, E): S(Ly,)— P un Gr-foncteur compa-
tible avec #. Par un épinglage dans P nous obtenons un Gr-foncteur

(v, 4} : S(Ly) ~ S(M; N, o)

ol @€ ZS(M N}, S(M N, &) une Gr- catégone réduite de P [1], u lhomo
morphisme donné et u € C*(L,, N). En experiment la compatibilité de (u, )
avec les contraintes d’associativité de S(L ) et S(M, N, a) rous obtenons

w*(o) = o3,
i.e a(P) s’annule dans H3(La, N).

Inversement supposons qué a{P) s’annule dans' H*(Ly, N). Dou u (cx)

. est un cobord am, i.e (u, %) est un Gr-foncteur de S (Ly) dans S (M N, a).
" Parla Gr—équwalence canonique

S(M, N, a) —
donnée par V'épinglagle et le préépinglage dans P, nous obtenons un Gr foneteuf
(E, E):S(L) =P D |

PROPOSITION 5.3. Soient P une Gr-catégorie préépinglée par (M, N)
et & ua épimorphisme d’un groupe. L, dans M. Pour qu'il existe une Gr- -cartégorie
stricte P, préépinglée par (M, N), déterminnée par un S-systeme (Ly, Ly d, 0)
et un Gr-foncteur préépinglé P, — P compatible avec u, il faut et il suffit que

a{P) e Ha(M N) s’annule dans Ha(Lo, N).

DEMONSTRATION., Supposons qu'il existe une Gr- -catégorie Fy déter-
minée par un S-systame (L, Ly d, 8) et un Gr-foncteur préépinglé (¥, F): Py—P
compatible avec u. Soit (D, D): S(L,) -+ P, le Gr-foncteur canomque Posons

(E, E) = (F, F) « « (D, D): S(L,) — P
nous avons un Gr-foncteur compatible avec #. En vertu de 5.2 a(P) e Hs(M N)
s’annule dans H (Lo, N).

inversement supposons que a(P) s’annule dans H(L,, N). En vertu de

5.2 il existe un Grfoncteur (E, E): S(Ly) — P compatible avec u, qui par
composition avec la Gr-équivalence canonique P '~ S(M, N, o) nous donne le
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Gr-foncteur (u, u): S(Lo) — S(M, N, @) ol u*(«) = au. Considérons la Gr-caté
gorie Ker(y, u). Nous avons

Ker(“) E;) == S(Lla 0, 0)
ot L, = Ker » X N, la multiplication dans L, étant
(53.1) (z, m) (5, n) = (29, m + n + %(z, )

d’apres (2.2). Soient y € Ly et (x, m) € L,. Nous allons définir une action de
y sur (z, m) notée @(y) (x, m) et donnée par la formule

8 () {x, m) = (yxy—L, my)

avec m, défini par le diagramme commutatif suivant

u(y, zy1)  id®ula, vy
# (yry=1) e—— —ul(y) ulay™) « u(y) (2 (2) w(y—))
‘ | | id ® (m @ id)
m - . ) (1 =2
| - u(y, y1) H
1 =« = ulw™. . u{y) u(y™1)

1e ‘ o
(532) m=uly)m+u(ulzy™ )+l ™) —uly, y™)
Montrons que 8(y) est un homomorphisme de L; dans L;. II est clair
que () (2, m) € L,. Pour avoir 'égalité ' '
0 () ((z, m) (2, m)) = 8(») (z, m) 0 () (&', m) :

il suffit de considérer le diagramme commutatif suivant venant de la compatibilité
de (4, %) avec les contraintes d’associativité dans S(Lg) et S(M, N, ) [1]:

a(y, 1) @ @ly, £y
wyzy by <= () ulay™) ()l )

oy [l @y ) @flid 8z, )
wWlyxy—lye’y™h) (u(y) (u(#:‘r) u(y‘*l))) (z:(y) () ul y’l)))
Wy 1) T !l

w() ulxy 1y’ y™1) ) ( () u(y™1)) (u(») (u(z’) u(y— 1))))

R



id @ Wzz, ——1)?k | l id @ o (ux) u(y—1), u(y), w2 uly—1))
O w230 ) i) (e o)) )
id ® (#z,2") Sid) T “ ' |

ulo)(Glayy) u(2ur—0) 09) () (o) uty) () )
| as(@sirmen s

u(y) (((u(x) w(y 1y u(z")) u y-“l)) — u(y) ((-(u(x) @y ulyNulz")) o« y“*l.))

ce qui donne . - _
u(y) u(zx, y=1) + u(y) u(z, y‘“l) + u(y, 1) + (3 2y~ + ulyay =, ya'y—1) =
=y, 22" y1) + u(y) ulzz’, ¥ 1) + uly) ulz, 2') + u(v y'—il
en remarquant que ' :

oulz) uly1), uly), ul") ) = (u(y ), u(y), u(yD))=ure) (v, 3, yT)=

'-au(y_l ¥ y‘”l=u(y Duly,y N —ulyLy).
Nou.s avons donc une application
8 : Ly — End(L,).

Montrons que _ . | , :
(533) 062 o m) = 805) (a @ (5 m)).

Pour cela considérons le diagramme commutatlf ci-dessous qui vient de la compa-
tlblhte de (u, u) avec les contraintes d associativité en remarquant que

a(u (z) u(x) u(z—1), u(y‘l)) = oc(u(z) u{z™1), u(y‘“l)) = dz, z~1, y—1)=
: = u(z) u(z1, y~1) + ul(z, 21, ¥y — ulz, 2 1)

et

@ (u(), (=), (i) u(z~1)) ) = (ulo), ), —1))

=u(y, z, 7%, y=1)== u(y) wlz, z— y 1)-r-u(:vz a1 "‘)+u(y ) —y, 2).



uly, zaz—ly 1)

u(yezely ™) o u(p)uleazr )
(g, 2z D] tid @ Wlzze, 5™
u(yz) ulxz—ly2) u(y) (u(zzz—) u(y™)
 d@iln )] o 1id @iz, 22y ®id)
| y2) (W) ulzy™) u(ly)( (z) ul2z=1)) (y'l))
omeleioe) ! tia@f (4 ®ie, ) 8id)
(o)) (sl ey ™)) ) ((eey ) e ) D)
| O R LR OO G

(u(¥) u(z)) ((u(x) u(y"l)) u(y_l)) e ul(y) (u(z) ((u(x)u z1)) u(y“l))) l

 a(uly), w2, wa)ulz) uly™D)

En vertu: de (5.3.2) et (5.3.3) nous pouvons éﬁrire ‘
(2, m) = 0(1) (z, m) = 8 (o) (& m) = 0 (yty (z, m)) =
c=0(y) pG) (z, m)) = 8 ™Y) (0 (») (2, m)).

Donc 6'(y) est un automorphisme, par conséquent @ est un homomor-
phisme du groupe L, dans le groupe Aut {L).
Posons
d:L, —~ 1L,
) {z, m) 1= x
Nous -obtenons ainsi un quadrupole (L'I, Ly d, 8) qui est un S-systeme.
Soit P, la Gr-catégorie stricte définie par ce S-systeme. Définissons un Gr-fone-
teur (v, v): Py — S(M; N, «) de la manitre suivante, Soient x, y € Ob Fy et
(s, m) : = — y une fleche de Py Posons ‘

0(2) = ul2), vis,m)=m + uls, z)
) v(z, 27) = wlz, 2) |
| Vérifions d'abord que w est un foncteur. It est clair que %({dx) = id .
‘Soient deux fliches - - :
Jamd, ln)

it
-l



!

Montrons que

v ((2, n) (s,

ie

m)) = v(t, n) v(s m)

m+ n+ ulg s) + E(ts,«x) =m4+n+ uls, z) + z{t ¥

Or nous avons

o (zt(t), u(s), u(x)) =t (1, 1, u(x)) =0 = ou{4s, z) =
' =u(s,2)—ults z)+ u( s2)—%u (2 5)

ce qui donne I’égalité voulne.

Il nous reste a vérifier que
phisme fonctoriel, i.e le diagramme

vz, ) la)v(2’) — v(zz’) est un ® ~mor-

suivant est commutatif

oz, )

Ay —— v{xx’)

(s, m) & o(s’, m")

oy )(y’)
ou en l'explicitant

'u((s, m) ® (5 m’))
oy, )
— o(yy’)

m+ (s, z) + wlzyn’ + al2)u (s, 2°) + 7 (y, ¥) =m + ulx}m’ + _

+ w{zu (5, 1) + ulz, &

) — ulz, 271 + uls, z'2™ 1) +

+ % (sz 8 271, 22”) + ulz, &)

or cette égalité vient de la commutativité du diagramme suivant

u(sxs'a™), x2')

u(sxs'zlza’) <
(3, )}
u(st)u(Sz1x2’)
2, 2) @ Us, 27)|
(1) el ) () ulataz))
id ® (id ® #a, 22)) |
(s ) (w(5) (Dl a)))
(u(s) u(x))'((u(S’) u(:c—lﬂ) u(m"))
id @ {id @ W, x’)N

w(szs’a— VY ul2x2”)

(s, 2521) @z, 2)
() wlasta) {ulz) al2?))
| id ® #x, sz 1)) @ id
(u(;s). () zt(S’xTI))) () ul2"))
Mid® (id ® (s, e ) ®id
(5) () (s Do 1)) () )

| (D) {7y =) {ula) )
/ a(u(s) ulz), wls") (1), u(z) u(z’))

(u(s) ul)) ((u(s’) u(z)) (ul ) u(:c’)))



Donc (v, v) est un @--foncteur qui est en plus compatibie avec les con-
traintes d'associativité dans Py et S(M, N, ). Par conséquent (v, ¥} est un
Gr-foncteur. En outre par sa construction on a

TEO(PO) = -Mr 'Jtl(PQ) =N

et on peut vérifier facilement que (v, ¥) est un Gr-foncteur préépinglé. Par com-

position de (v, ) avec la Gr-équivalence canonique S{M, N, @} — P, nous

obtenons un Gr-foncteur préépinglé - '
(F,F): Py~ P.J

COROLLAIRE 5.4. Soit P une Gr-catégorie preepmglee par (M, N).
11 existe une Gr-catégorie stricte P, preepmgTee par (M, N), déterminée par un
S- systeme (Ll, Ly, d, 6) et un Gr-foncteur préépinglé PO — P.

DEMONSTRATION. 1l suffit de prendre pour LO le groupe hbre ayant
pour générateurs les éléments de M, car on a dans ce cas i (Lo, N) =0, d'ot
Vexistence de P, et du Gr-foncteur préépinglé Py — P -en vertu de (5 3). Etu-
dions d’une maniére plus détaillée ' F,.

2]

Les éléments y de L, sont alors les mots de la forme

€, E £
y 1.2, n
= €
Y el 2 ) em .

avec ¢; € M et g = X 1. Soit u: Ly — M lépxmorphxsme canomque et’ soit
S(M, N, &) une Gr-catégorie réduite de P. Nous avons

*(a) e Z (LO, ‘J)

Cons1derons ¥ homomorph1sme S,: C"’( Ln» N) — C XLy, N) (4. 2) qu1 nous
dorme, en vertu de (4.2.1), ;

35, (u*(oc) _ iMa).
Posons - SRR
& =Sy (" (o))
Le couple-(u, #) est le Gr-foncteur de S(Lg) dans S(M, N, &) que nous avons

e , £ £ _
considéré dans 5.3. Pour z,y = ell e ™ de L, nousavons en vertu de (4.2.2)

(5.4.1) u(x,y) =S, (u* (a)) (z,v) _—_.Z £, (u(:c), u(el) u(e;_1 s’”lu(e )f(E ? u(e,-))

=1

-c€ qui nous permet: de conclure que % {z, ) =0 pour TE Ker u. Donc L, = Ker u
zN avec comme multiplication - o

|-



(5.4.2) Az, m) (y, n) = (ay, m + n)

d'aprés (5.3.1), et I'homomorphisme 0: Ly — Aut (L;) est défini par
(5.4.3) 0(y) (a:,m)ﬂ_= .(y::tyf""_l, u(y) m + u(y, 5’3))
en,rvertru_de _(‘5,.3.2) en ternant‘_ compte des relations
ulz, y ) =0 N \ o
a{u (), u(2), u(y— 1)) = oc(u(y) 1, u(y'“l)) =0=2u(y, 2,y 1)
@(om, 51 = u(y, y).
| Defmlssons d:L,—~ L, toujours comme dans (5.3), nous obtenons une

Gr- catégorle stricte Py determmee par le S-systtme (L;, L, d, 0). Quant au
Gr foncteur Pl‘eepmgle (v, ¥) : PO — S (M N, o), il est donné par les formules

v(x)-—u(x) -v(.S' m)_—m v(:z,,:c)—-u(x,x)

d’apras. (5. 3) en tenant compte de ...
u(S,z)=0. O

5.8, Application : réalisation d'un 3-cocycle comme Uobstruction d'un pro-
bléme d'extension.

5.5.1. On se prdpose d’appliquer (5. 4)1' pour retrouver le résultat de Mac

Lane[st:llr la realisation d’un 3-cocycle comme 1'obstruction d’un probléeme d’exten-
sion | 2

REERAIN

5.5.2, Imarzcmt de Mac Lane. Soient G un groupe, Aut G le groupe
des automorphismes de G, b : G — Aut G Phomomorphisme qui fait corres-
pendre & chaque z € G I'automorphisme intérieur 1y de G, Z(G)le centre de G
et Autext G le groupe des automorphismes extérieurs de G. Le S—systemé (G,

Aut G, I, id,,, o) définit une Gr- categorle stncte nofée Aut G dont ]es inva-
riants sont

x,(Aut G) = Autext G, x,(Aut G) = Z(G),
&(Aut G) = invariant de Mac.Lane [1].

‘PROPOSITION 5.5.8. Soient M un groupe, N un M-module et
@ & H*(M, N). 1l existe un groupe L, ayant pour centre N et un homomor-
phisme ¥ : M — Autext L, induisant la structure de M-module donnée sur N et
tels, que ObS (p, L;, v) = o (théoréme de la réalisation d’un 3-cocycle comme
Tobstruction d’un probleme d’extension [2]).

= DEMONSTRATION. Soit a € a: Nous obtenons-une Gr- catégorie
S(M, N, «). Construisons le S-systétme (L, Ly d,8) 2 partir de M, N, «



comme dans 5.4. Ensuite considérons le diagramme commutatif suivant dont les
lignes sont exactes

Ly
w| o)
Int L, — Aut Ly, — Autext L;
Par conséquent ¢ induit un homomorphisme ¢ : M — Autext Ly qui, par la

définition de ¢ (5.4.3), définit une structure de M-module sur N qui est la méme
que cella donnée sur N. En outre on voit sans peine que Z(L,} = N si M= 14,

Enfin considérons la Gr-catégorie stricte N Aut L, définie par le S-systeme
(L, = Aut Ly, id 4, r,) et le Grfoncteur (id;, 0): Py — Aut L; (1.3) ot Fy

désigne toujours la Gr-catégorie stricte définie par le S-systeme (Ll —6-1— L, 9) Ce
Gr-foncteur induit | homomorphisme

¢ : %o{Py) = M — Autext L, = x,(Aut L))
Par conséquent '
$* (a (Aut Ll)) = a{P).
Or nous avons _ | :
e*{a{Aut L)) = Obs(M, L,, ¥)
a(Pg) = a
ce qui donne

Obs(M, Ly, #) = 2. [J
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