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P

Soit (P, M, G) un fibré principal de groupe structural G. On rappelle les
notions suivantes dues 2 F. KAMBER et Ph. TON DEURI3]:

DEFINITION. Une connexion partielle sur (P, M, G) est un sous fibré
vectoriel F de TP tel que:

(i) F,,n VP,=0, VYueP, ot VP désigne le fibré vertical de P.
(i) F,=(R)F,, YuePeVvae G.
Il tésuite de la condition (ii) que si l'on pose L == pyL, olt p est la pro-

jection de P sur M et olt u est un élément de P tel que p(u) = z, on obtient un
sous-fibré vectoriel L de TM. -

Lorsqie (P, M, G) est munie d’une connexion partielle, on peut définir le
relevement partiellement horizontal X"* dun champ de vecteurs X de M.

DEFINITION. Une connexion partie.lle F sur (P, M, G) est dite plate si
vA, Be F,[A Bl eF. '

On remargue Jque si F est plate, le fibré vectoriel I est intégrable. En
effet, soient X et Y deux sections de L et soient X* et Y leurs relevements
partiellement horizontaux. Puisque [X* Y"] € Fet que p, [x* ¥"] = [X, Y],
onal[X, Y]eL '

DEFINITION.— Une connexion sur un fibré principal (P, M, G) est
dite adaptée & une connexion pgrtielle F si quel que soit Délément u de P, Uespace
horizontal en u contient F,.

(*) Presented to the Vietnam Second Mathematical Congress, Hanoi, August 1977 '
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DEFINITION. Une connexion o sur (P, M, G) adaptée & une connezion
partielle F est dite basique si 940 =0, VA € F.

Cette condition est équivalente & 1,0 =.0, VA € F ot Q est la forme de
courbure de «.[3]

DEFINITION. Un fibré principal est dit feuilleté s’il.est muni d'une
connexion partielle plate.

PROPOSITION 1. Soit (f, h, k) un morphisme d'un fibré principal
(P, M, G) dans un autre fibré principal (P’, M, G’} tel que h soit un difféomor-
phisme de M sur M’ et soit F une connexion partielle sur P, Alors, il existe une
connexion partielle F’ sur P’ telle que fF, = Fp,s, Vu € P.

Preuve: Soit v' € P’ et soit ' € f(P) tel que p’(u”) = p’(v'), p' étant
la projection de P’ sur M. On a ' == f(u) avec ue P. 1l existe a’ € & tel
que v’ = w'a’ = f(u)a’. On pose F,, = R, f«(F,). En utilisant le deuxidme
axiome d’une connexion partielle, on vérifie facilement que F). ne dépend ni de
@’ nide u. Soit '€ G’;ona v’ =f(u)a't’; dod Fly = (Rpp)e fu (F,) =
= Rpy F,;. D'autre part, soit A€ F,. N VP,. Il existe 4 € F, tel que A" =
= Ry (fuA). Par suite 0 = pyA’ = pi R\ Fe(A) = p fil 4) = hy(pyA); puis-
que kb est un difféomorphisme, on a p,A4 = 0; A est donc vertical et égal au vec-

teur nul; d’'ott A’ = 0.

Si le rang de F est égal & celui de TM i.e. si F est une connexion, alors
F’ est une connexion sur P’. On a ainsi démontré le: O

COROLLAIRE. Les hypothéses étant celles de la proposition, pour toute

- connexion sur P adaptée & F, son image par f est adaptée ¢ la connexion par-

trelle F.

On considire maintenant un fibré principal (P, M, G) et un sous-groupe

- fermé H de G, d'algeble de Lie §, tel que I'espace homogene G/H soir réductif,

Soit m le sous-espace vectoriel de g, algebre de Lie de G, tel que:

et g=h+m
Ad(H)m < m.
Soit x la projection de-g sur k. Alors, on a:
(n Ad(h) o & = o Ad(h), Vhe H.

On suppose de plus que H = H, X H, et on note b, et h, les algebres de”
Lie de H, et de H, ; ce qui donne une nouvelle décomposition de g :
g=0 + b + m~
. La projection canonique de G/H, sur G/H induit une submersion de
P/|Hy = P, sur P/H = V et (P}, V, H) est un espace fibré principal de groupe

>
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_structural Hy. A la projection de G sur ‘G|H correspond un morphisme f; de
(P, V, H) sur (P, V, Hy).

) Soit » une connexion sur (P, M, G). Alors @ = % o o définit une conne-
xion sur(P, V, H') comme il est facile de le constater en utilisant la relation (I).
L’image de la connexion définie par ¢’ par le morphisme f, est une connexion

_sur (P 1 Vs H1)-

On appellera connexion induite par » sur (P, V, H,) la connexion ainsi
obtenue et on désignera par », sa forme de connexion.

Soient @, ', 0 les formes de courbure de o, o’ et ;. Soit ¢ =& — o’
¢ est une forme sur P 2 valeurs dans m. On en déduit:

dw:dm’-{-d‘#
et a=dot — [ae]
2
, Lrs s iy .
=do’ +dg + > [& 0] + o o] + [ 0]
=0 + dy + -é—-[‘f; o] + [‘“’, ¢}
d’oli ;- | |

iz’m.ﬁ o0 — —12—1: o [ o]

Comme f] o = py . o' ot p; est la projection de Bsurly, ona:
figy=pe@=pox nﬂ—%ploﬂ: o Lo ol

En dé:ﬁgnaﬁt par 5y la projection de 3 sur Y, on obtient la formule :

(2) ffﬁlﬂxl"a‘“—;" 10 Lo ol

Un exemple de connexion induite est fourni par I'étude des sous-variétés
p
d'une variété riemannienne. :

Soit M une sous-variété de dimension m d’une variété riemanienne (N, g)-
de dimension m+n. On notera encore g la métrique induite sur M. Soient
(O(N), N, O(m+n)} et (O(Af), M, O(m)) les fibrés des repéres orthonormés de
N et de M. L’ensemble des repéres comprenant m vecteurs tangents orthonormés_
de N constitue un fibré principal isomorphe 3 (O(N)O(n), N, O{m)). De méme,
le fibré (O(N)/O(m) X O(n), N) s'interpréte comme le fibré des m-plans tangents
de la variété N. Soient (e, ..., €,1,) la base canonique de R™”. On considerera
R" ot R" comme des sous-espaces vectoriels de B engéndrés respectivement
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paf (€ps s €) € (€13 135 e0r Empn)- Soit u = (X1, ..., X,,4,) un repere orthonormé
de N d'origine z, alors f; (#) = (Xj,..., X,,). Si 'on considére # comme un
isomorphisme de R sur T «N; fi(u) sera un isomorphisme de R” sur le m-plan
tangent & N engendré par X3, ..., X,,. On a un morphisme (v, ¢)de (O(M) M, O(m))
dans (O(N)/O(n) O(N)O(m) % O(n) O(m)) qui au repere v de M au point z

fait correspondre le m-repere »(u) de N situé au-dessus du m-plan tangent #(z)
engendré par n(x). D’oit les diagrammes commutatifs suivants :

OO o)
5 '
/ J' / t l
O(N) O(N)/O(m) x Ofn) M
v y
ON) —22— O(NYO(r) ————O(3).
I L
. td T
/ N N~ M

Soient B et 9 les formes canoniques de O(N) et O(M). Sur O(N)/O(n),
il existe une forme canonique @; définie par: ~

8, (4) = u1{p(r,,4), YA e T,(0(N)YOm)

ol B désigne la projection orthogonale de T’uu) N sur le m-plan tangent dffini
par u. 1l est évident que:
(3) »’@ =0 et f{O=@Bg"
olt Bp™ estla R™-composante de la forme canonique
-Soit B la forme de Killing de a(m + n) et soit m le complémentaire

orthogonal de o {(m) + v (n) par rapport 2 B. On a

v

n(m+n)=n(m)é3u(n)©‘m
et

1

o Ad(O(m) x O(m)m c m.

Par .;uite, O(m) x O(n) est réductif dans O(m + 2) et la connexion
riemannienne o sur O(N) induit une connexion w, sur (O(M)/O (n),

G{M) O(m)x O(x), O(m)). La connexion », permet de retrouver la connexion
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riemannienne de (M, g). Soit % Yimage réciproque de « par le morphisme o
qui est un isomorphisme sur les fibrés.

PROPOSITION 2. % est la connexion riemannienne de (M, g).

Prenve. [l suffit de vérifier que o est sans torsion. On a:
—~ 3*
== p¥ == S
(4) P LACN et flwl ® ym) Tyoo
Puisque « est sans torsion

(5) dB =-— o A@ .
Comme f; est surjectif, les formules (3), (4) et (5) impliquent

.d9="": A B

_ On revient au cas général d'un fibré principal (P, M, G) et d’un sous-
groupe fermé H = H, X H, de G tel que G/H soit réductif. On suppose en
outre que (P, M, G) est feuilleté par une connexion partielle plate F. D’aprés
la proposition 1, le fibré (P, V, H)) est feuilleté par F;, image de F par f,.
De plus si » est une connexion adaptée & F, la connexion induite «; est adaptée
a “’1! ]

Soit fe r (H,), l’espace vectoriel des formes k-linéaires symétriques sur
h,, invariantes par Ad (H,). Puisque f; est surjectif, on voit, d’aprés la formule
(2) que f (Q}i) est parfaitement déterminée par :

1 k i 1 ,
f((ﬁl Po— Tyt Lo, ‘P])) = Z f((‘IE1° o) A (— 5 T ° [, tp])’)__
o iti=k - _ -
1l existe une valeur j, de j tel que {710 Le (p])J =0 pour > j,. On
remarque que j, < [-%— dim G/H ] Si la connexion o est basique, (@) =0

pour > [/2] et par suite f (5 =0 pour k> [g/2] + j,» ot ¢ est la codi-
mension de F. On a donc établi le ‘

THEOREME. Si le fibré feuilleté (P, M, G) est muni d'une connexion
basique, les classes de Ponirjagin du fibré feuilleté (P,, V, H,) sont nulles en
dimension supérieure & [g/2] + j,.
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