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Varictes riemannicnnes admettant
une fonction u telle que.

v+ fug =09

par éz}iNG -VU- BUYEN
Univesité de Paris VI

Résumé. On montre qu'une variété riemannienne M compléte, simplement
connexe, de dimension n >/'.2, munie d’une métrique g, admettant une fonction
réelle u solution du systéme V24 4 fug == 0, f étant une fonction réelle non
nulle sur M, est homéomorphe 2 une sphére S” ou 2 un espace euclidien R".

Soit M une variété riemannienne complete, simplement connexe, de dimen-
sion # > 2, munie d’une métrique g définie positive. Nous supposons que M admet
une fonction réelle u satisfaisant le systeme:

1 - Vi 4+ fug =10

ot f est une fonction réelle non nulle sur M et V2u désigne le champ de tenseurs
covariants d’ordre 2 défini par

’ v2u(X, Y) = XYu +‘(VXY)¥:

~pour tous les champs de vecteurs X, Y de M. \

Nous démontrons le

THEOREME. M est homéomorphe a la sphére S” ou & Pespace euclidien R”.

Notons que lorsque f est une constante positive Obata[1] a montré que M
est isométrique & la sphére S” (f) de rayon FYE

DEMONSTRATION. La démonstration se fait en plusieurs €tapes:
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1°) Soient $ un point de M, Y une.géodésique passant par p et paramétrée
)ar son arc a partir de p: Y (0) = p. Adoptons.sur M un systéme de coordonnées
e Fermi localement euclidien le long de Y de la fagon suivante -

- Soit m un point de M non situé sur Y. Menons de m une géodésique qui
oupe Y 2 angle droit en un point Y(s). L’ensemble des géodésiques perpendicu-
lresd Y en Y (s) est une variété M, ;(s) & n—1 dimensions et on a évidemment

.

1€ M, _;(s). Soit ¥ le champ de vecteurs tangents A Y et ers €9yeny y_q, 1 — 1
hamps de vecteurs paralltles le long de v tels que e;(s), e,(s),..., Z,_1(s) et
() forment une base orthonormale de espace tangent 3 M en v ts,. Introdui-
ons sur M, _; (s) des ccordonnées de Riemann en choisissant comme axes les géo-

ésiques tangentes aux vecteurs e, (s), e,(s), ..., ¢,_;(s). Les coordonnées de Fermi

e M sont (27, 2%, ..., ") ol !, 22, ..., 1 sont des coordonnées normales de m
ans M,_; (s} et z* = 5. Ces coordonnées jouissent des propriétés suivantes :

o8y ok

—t == 0, ‘["'J- = 0

4 1y blfk

‘'long de v.

~ Par rapport A ces coordonnées de Fermi le systeme (1) s’écrit alors le
ng de Y : '

) ' u’' + f(u=0
1 le signe prime désigne la dérivation par rapport 2 s.
2°) Posons v = «’.

LEMME 1. Les champs de vecteurs vey, b =1, 2,..., n — 1, sont des
amps de Jacobi normauz & Y. ' :

En effet, soit'J un champ de Jacobi normal 3 Y avec

) viJ+ R(J, V)Y =0

R est le tenseur de courbure de M. Par rapport au systme de coordonnées de
rmi défini dans 1°) le systéme (3) s’éerit :

) J” + IR I =0, bc=1 2.0 — L
&

(pas de sommation sur n)
Dérivons maintenant (2) par rapport & 5 nous obtenons :
} ' 27 4 (fu) =0

Soit maintenant A le champ de vecteurs associé A la 1-forme Vu = du
ini par vu(Y) = g(4, Y). Alors I’équation (1) §'écrit :

v,A — fu_Z:
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D’oi . _

Vy VzA = — Vy(fi)Z —fu VyZ
On en déduit : '
VyVz A—VzVy A—Vyz A=

=V (fu)Y — 9u(f)Z — fu(vyZ — vzY) + fu [y, Z]

On a donc:

R(Y, Z)A = v (fu)Y — vy (fu)Z
Le long de Y cette équation s’écrit ;

URbnbn = (fu),a b= 1, 2,.., n—1
(pas de sommation sur b et n)

(5) s’écrit donc :

(6) : '(J” + Rb,,b,,v = 0

Comparant (4) et (6) on voit que les champs de vecteurs ve, sont des champs de
Jacobi. :

3°} L’'équation différentielle (2) admet deux solutions Iméan’ement indé-
pendantes(2]

uy — 7y sin 0y, U, == 1, COS 6,
vy = 1, == T €OS By, Uy = Uy = —Ty Sin B,
o7y, 7> Oet By, B vérifient les systémes :

7, = (1—f)r, sin 0; cos 8;, 8} = cos? §; + fsin® &

7y = —(1—F)rysin 0,cos 8, 8, = sin? 8, + foos? B3

D'aprés le lemme 1, les 22—2 champs de vecteurs
U, = vléb, Vy== v,e,, b=1,2,.,n1

sont des champs de Jacobi le long de Y. Ils forment donc avec y et sy une base
de I’espace vectoriel des champs de Jacobi le long de Y. En partiZ sulier les U, et V3

forment une base de Uespace vectoriel des champs de Jacobi normaux a Y. Un
champ de ]acob: normal J a donc la forme suivante :

J Alvl + Az'az
od A, et A, sont des champs de vecteurs constants, normaux avy.

Notons que si 7, (resp. v;) s'annule en un point p de Y, alors v, 0
(resp. v; =k 0) en £, d'apres le théordme.de séparation de Sturm. Dans ce cas un
champ de Jacobl qu1 g'annule en p a nécessairement la forme suivaate :

(7) J = Alvl (resp J= szz)
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4°) Supposons que v s’annule au plus une fois dans U'intervalle ] —eo, 4 oo,
Dans ce cas un champ de Jacobi le long de Y ne s’annule du plus qu’une fois
sur Y. Un point p de Y n’a donc pas de point conjugué sur Y. La variété M est
donc homéomorphe 2 1'espace euclidien R”.

5°) Supposons que v s’annule plus d’une fois dans l'intervalle ] —e, 4 o [
Soient s;, 5;45, ¢ = 1, 2, ... deux zéros consécutifs de v et soit, pour un certain m,
" Spg1—Snm =S5, le plus petit des intervalles s;,,~s;. Posons p = Y(s,,) et mesurons

larc s a partir de p. Dans la suite nous supposons toujours que P'arc s sera mesuré
de cette facon. Alors, d'aprés le lemme 1, v(s,) est le premier point conjugué de p.

LEMME 2. Les géodésiques issues de p se recoupent en un point p’ & une
distance s, de p sur chague géodésique.

Soient v, Y, deux géodésiques issues de p. Les équations (7) montrent que
les points conjugués sur chaque géodésique sont & la méme distance s, de p. Les
deux géodésiques sont jointes par une famille de géodésiques Y, tangentes en p
. aux vecteurs (*}

cos ¢ Y,(0) + sin ¢ Y,(0).

Les points Y {s,) décrivent une courbe ¢ dont le vecteur tangent est égal,
en Y(s,), & la valeur du champ de Jacobi attaché 3 la famille Y, Il est donc nul en
tout point de c. Cette courbe est donc réduite & un point p’ et v, (s,) = Yo (s,)=p"

REMARQUES. 1. On démontre de la méme fagon que foutes les géodé- -
siques issues de p’ se recoupent en p. '

2. Si s,~+ 0, M se réduirait & un point, ce cas est donc exclu. .
LEMME 3. p’ est le seul point de renconire des géodésiques issues de p.

En effet, soit Y une géodésique issue de p et soit m = Y {s) avec 5,< 5,
Alors le champ de vecteurs A associé 3 la 1-forme Vu a pour valeur en m,
A(s) = v(s) Y (5). Comme v(s) =£ 0, si s < 5, Y () est uniquement déterminé
par A(s). Donc Y est la seule géodésique joignant pAm.

De méme, on démontre que p est le seul point de rencontre des géods-
siques issues de p’.

'6°) Posons maintenant :
B(p, s,) =f{me M|d(p, m) <s,}
B(Op s) =1Xe T,00 | X] < s} |
olt d{p, m).est 1a distance de p & m et T, (M) est l’éspaée vectoriel tangent de
(*) Nous suivons un ralisonnemeni de Bérgef. Gauduchon et Mazet [3] en 1'adaptant
A notre cas.
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M en p. D'aprés le lemme 3 la restriction de exp, a B(O,, 5,), que nous  desi:
gnerons encore par expy, est une injection done c’est une bijection,En fait,comme
B(p, 5,) ne contient pas de point conjugué de p, c’est un difféomorphisme de
B(0,, 5,) sur B(p, 5,).

Soit p un point de la sphére S* de rayon 1. Posons :
B3, m)=imeS | dp,m) <=}
B(O;, 5) = {X e TSN | [ Xl < =}
Soit  un isomorphisme quelcongue entre les vecteurs unitaires de TP(M)
et les vecteurs unitaires de T;,-(Sﬂ). Nous \définissons un difféomorphisme D de
B(O, 5,) sur B(Oy, x) de la fagon suivante: -

Pour tout X € B(Oi,, s,) posons X = xe ol e est un vecteur unitaire et
x = || X||. L’application D fait correspondre a X le vecteur X =zeavec e = i(e)
et 7= xzfs, Le difféomorphisme D induit alors le difféomorphisme
h: B(p, s,) — B(p, n) par le diagramme commutatif suivant :

D
B(O,, s, ‘ B(O,, x)
(expp)_l expy
h
B(p, 5,) ~B(2, )

Ii reste 3 prolonger ~ par continuité en un homéomorphisme H de
M= Blp, 5,) U {p}sur S" en posant: ' '
H(m) == K(m) si m € B(p, s,)

Hp)=7

ol 7’ est le point diamétralement opposé a P
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