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L’écoulement plan des fluides visqueux en régime d’Oseen est donné, dans
le plan {z, ¥) par les equatlons (11: - :
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ou u, v sont les composantes de la;vitegsé de courant, U est la vitesse- & Pinfini,
p la pression, « le coefficient de viscosité, p la densité du fluide.

A cause de (3) on peut trouver une fonction de courant % telle que
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En dérivant (1) par rapport & v et (2) par rapport & , puis en soustrayant

membre & membre, on trouve, & cause de {5) :
un 22 = 9n py,
dzI
ou, en. éppelant A==
A (A — 2 -?-) $ = 0,
On trouve, en résolvant’ (7) par la méthode de démgmbrement,
=G + H,

avec

AGmw4A—2»iJH=a

Si I'on pose

H = ¢*=F,
on trouve, pour F, Péquation- de Helmholtz
(A— lz)F = 0.
" Avec les écritures complexes
> 1/ 6') > 1 ( 5 . > ) »?2
— e | ey == — | — 1= A=
oz 2 (ax oy’ 8z 2\ax dy
nous avons
' >
u——w=_b—q—’ ;—w—- 2; 2%,
2y 2 32

. |
XD
ou u—iv=2z'—°£~ L 9t TE (*’F X )

(7)

®).

(®

(10

Les fonctions G et F sont des fonctions réelles. La fonction G est une fonction

harmonique, donc la fonction 2:'-%—2—; est 'une fonction analytique g(z):

g(z)= 2i2C.
oz

Appelons

-

¢(2,2)= 2(-—-+ F)
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nous avons

Y] . 82F » o F (sz r» o F
hA— - ~ ) == 2 - -
22 2(azoz+ 2 az) ) 4 + 2 az)
nfoF A ) A oF A '"‘) A —
= —_ — ——-—F E—] —_— — —_— = — ),
2 ( 2z + 2 2 2 ( 2z + 2 F 2
car F=F.
Ainsi la fonction # —¢v peut se mettre sous la forme :
_ u—iv=g(2) +ie"* v(z, z), (11)
du g(z) est une fonction analytique et %, une solution de I'équation
ot P
2 Ao 2
v 5 - {12)
L’équation (12) a été étudiée par I.N.Vekua (2] dans la forme générale

d .y
'S%ﬂ C(Z,Z)‘P.

Dans le cas concret de (12) et pour un domaine D simplement connexe, |
nous trouvons [5] d’aprés Vekua la solution générale '

1

#(z 2) = f(z) + 3‘-2%'0 VE'I___I J (i VT 1) £ z2) dt +

- 1 -
+ 7:.25 J-Jo (riVl — tf(?t) dt, ~ (13)
. .

du Jy et-J; sont les fonctions de Bessel d’ordre O et 1, f(z) une fonction analyti.

que dans le domaine D considéré comme contenant l'origine. En remplacant V1—:¢
par. f, nous avons )

i

. -
v(z, 2) = f(z) — xrile(uit) Flz—2)det+
0

. 1 .
+ 22 [ J (urit) Flz(1— P)) et (14)
J
Posons
- (=) = Zan""’

n=0
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nous pouvons éctire

1
L (z’ :0;) == Z Zn _— \.fZ Zd :z” le(?\.Tit) (1 —_ tz )" dt +
-~ 0 . '

=0

+ a2 Za 2" IJ" (mt) (1——&2) tdt (15)

n=0

Utilesons le développement des fonctions de Bessel [3] :

— (&Y - (—1) u2t
J () = (2) Z T (]
k=0
| . v Bl
et la formule P+ (1ep?) dpm kin!
' ”f (1= T2 (ktar )T
nous aurons
- n! 2"

- nl 2 - - 12 ‘ N
vz z)= Za” # i) )n Ju(ir) + 2z Za" = (nir)n ¥ S 4 1027).
=\ =
Nous -avons
J,Gu) =1 I (u),

olt I, («) sont les fonctions de Bessel 2 argument imaginaire. Pour simplifier
' ' 2npl _— . ‘.
a, par ¢, qui sont aussi des coefficients

Pécriture nous allons remplacer

indéterminés. Nous obtiendrons finalement

[==]

b (2,2) = Z ,,(M)— + Z a Iu_,_l(mr) il - (18)

n=(@ n=1{0

La formule (16) représente la solution générale de ’équation {12) dans un
domaine simplement connex contenant l'ciigine. Mais 'écoulement en régime
d’Oseen n’a de sens que si le domaine d’écoulement contient, dans son intérieur, le
- point & Pinfini, ot la vitesse est fini (égale 3 U). Or dans la formule {16) les
fonctions I, (»r) tendent vers Iinfini quand r — o=, c’est pourquoi il est naturel -
d’essayer de remplacer les fonctions I, (»r) par les fonctions K, (ar), qui satisfont
5 la méme équation différentielle et qui tendent vers 0 quand r— <o, et de chercher
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une expression analogue & (16) qui SatISfalt toujours & 1'équation {12). Nous
trouvons finalement la fonction

- - e o:‘_ . l zatt .
¢@z) =) a,K,G7) = D &K, 6 S (17)
=0 7 n=0 .
qui satisfait également & 1'équation (12). En effet appelons
A=ZdnKﬂ().T) ?;- ’
- r
- _ n .‘]
22072 n+1(‘\'r) =1 ?
0
et utilisons la relation classique (3] :
7_.._1 (2') + K.), N (Z)—-——-"- ZK:., (-'-
nous aurons, vu 4 = A — B
s A = B N by
2 —_ X B, 28 > 4don e
22 2 a2 2 > 2

Donc dans le cas d’un domaine d’écoulement contenant le point & linfini
la relation (11) donne, en prenant ¢(z, z) dans (17) au lieu de v (z, 2}:

2 (ete) ol - sntl .
“— v ~—g(z) + ie? (Z a, K, {(»r) ?;-—Za K, 41 {M‘) ) “(18)
0 - o

Les cocfficients a, doivent étre tels que les séries & droite convergent dans
le domaine considéré. L.a fonction g{z) est une fonction analytique dans le méme
domaine.

Ecoulement autour d'un oercle (d'on eylindre)

Nous pouvons prendre le cercle centré & origine et son rayon égal &
Punité R = 1. ‘

Nous savons que dans Pécoulement des fluides visqueux, la vitesse du
courant est nulle le long du contour.de V'obstacle, c-a-d. # — iv =0 pour » = 1.

Nous écrivons sur le cercle unité s==¢®==% , T == _%h . La relation (18) donne ici:
A i o0 o .
LY O .
o z( r,) iove? Nz 1
g =—i PXFICEEPIE IAE
0 0
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Avec la supposition que les séries & droite convergent, nous avons au
second membre une fonctlon analytique de la variable ¢. D’aprés le théoréme
d uhicité, g coincide avec cette fonction analytique dans tout le domaine r 2-1:

A 1 oo '
g(2) = — ie? (z+;) (Z a,K,(>) 2 -—-Z a,K,,(0) ;'371_) - (19)
0 0

11 nous reste seulement & déterminer les. ccefficients a,. Tout d'abord en
raison de la symméirie la vitesse doit &tre réelle quand = est réel (sur Paxe des z).
Ce qui exige d’aprés (17), (18) et (19) que les a, soient imaginaires purs et par

suite @, = — a,. Nous allons remplaces @, par i Ua avec a; réel et nous obtenons
#—iv= Ugl(z) + UQ(z, z), )
avec 1
3(+3) % R S TR
0 .
M+ ;) — on - ' et S |
= . z
e(z, z) = e° (ZanKn(x r) = + ZanKre+1(7”) ;E—‘FT) .

0 : 0 | o

Nous allons utiliser le fait que la vitesse u + iv est égale & U a l'infini. Si
nous réussissons 2 trouver un systéme des a, tel que

lim ©(z, 2)=0 (1)
lim g(z) =1 (22)

le probléme sera résolu, vu P'unicité de la solution. Nous verrons aprés que les a,
n
trouvés d’aprés (22) tendent vers 0 avec # — = comme 1{ (; ) . Dans ce cas la
: ne

relations (21) séra satisfaite, c’est ce que nous pouvons voir immédiatement en
nous appuyant sur le fait que pour r — o les K, (>r) tendent tous vers zéro

comme [3]: o
K0 = \[-E- e (140(3)

oﬁ.O(:r) tend vers 0 avec z.

Comme g(z) est une fonction analytique, la relation (22) équivaut 2 la
possibilité d’un développement de la forme

g@=1+ 2 +--—+



Nous avons d’autre part le développement (3]

R N
e = ZI,, (A) 2t + _ZI,,(L) ™ (23)

. n_=0 n=1

Nous avons donc T'égalité -

[;IN(N)Z”:{‘ ZI,I(,\.);];—E-] [; (anﬂ(l?\.}‘Z"‘}—; d,,Kﬂ_f.l(l)'zT-}—_*‘_l]=

~

En identifiant les puissances non négatives de = dans les deux membres,
nous obtenons un gystéme d’équations linéaires infini pour les «,

(Ko I+ K I) ag+(K I+ Ky Y ay + (K, 1 I,y + K, IL)a, ;4 -

(Ko L+ K L) ag+ (K, L+ Ky L) ay + (K, 1, ,+K, ,,+])a,,_l+...=0

. - . . .1 (24)
(KO 1,.:—1+K1‘In)a0+( In—2+K2Iﬂ+1)a"l+ +(Kn—110+K IZn—l)a' z--1+ w=(

Ici nous avons écrit [, K, 2 la place de I, (?») (7&)

Nous avons besoins maintenant de quelques résultats de la théorie des
systémes d’équations linéaires infini [4].

Définition : Un systéme d’équations _linéaires infini, écrit sous la forme

G+ Deam=b G h=1,2..) @25

k=1

* On éerit aussi (25) sous la forme
5=z, + b, , (25"
0 .

Mais on peut ramener (25’) A (25) par le changement de notation €y = c.

i
o0
x; +Zcikxk + 5,
0

avec lc,‘.k] = Ic‘.ki et le théordme reste vrai pour (25'). o

Finalement on a

-
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est dit totalement régulier si la somme des valeurs absolues des ccefficients ¢;, de
chaque ligne est plus petit qu'un nombre d inférieur & 1:

Dleglgd<l, (=120 (26)

k=1

Sous certaines conditions, il est possible d’approcher la solution d’un tel
systeme par la méthode dite de réduction qui consiste & résoudre d’abord le sys-
teme fini

N

.I" T ZC”‘, .L‘k=br’, (l= 1) 2;---’NJ (27)
k=l '
N N N . P
Soit &y, &y, .., Ty la solution de (27), nous avons le théoréme.

Théoréme: Si les termes libres b, d’un systéme infini totalement régulier
satisfont aux inégalités

IARS ’ | (28)

avee un K fixe, le systeme (25} possede une solution bornée unique | z; | M, qui

peut 8tre approché par la méthode de réduction
x; == lim N.

N o

Nous allons maintenant ramener 1e systeme (24) & la forme (25) par le
changement de variable ' :

Xy '
L= ‘ (29
“= 1K (29)
Le nouveau systeme s écrit :
KlII) K+ K1, K, I 4 + K.l
i ot SN It 0 . 7 ntn | _ ez 1
1+ TnKs R Tt T
' I Kol K, .1 K

M‘2:0+ (1 }_ 2 3) 'E imsen . .._"_l'__’_‘..—_?._-l_:#.‘.”’[nj:.l xﬂ_} + R 0

LK,y - IOKI IoKn—z ' (30)

KOI::—-1+KIIH x KJ.I?I"""2+K217]+1 -
LKy, ’ Ik, h
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La somme des | c,‘k { = c,; de la 7 - ieme ligne est

A,,'— et (211 21? t- ! 2-[;3.....1 I In } Iﬂ+1 + - i r [)z+u
Kl K2 l£n+m 1 |
I + - -—}- __rrmaL N
Kn '| K Iu+1 Kn+nz .12n+m + )

En faisant z = 1 dans (23), nous avons
g = Io(h,\]i + 20,(\) + 20,00 + -
\" .

et par suite

)Ly 6D

4 S k(e

m=0

Comme [y, <1, e K,1,> K,,ona

m?

Ay K Ay < < By < A

Donc si nous trouvons une borne supérieure pour A4,, elle est aussi supérieure &
tous les A,. Nous avons

K K
=L+ 22

A]=_~(11+12'+--+K0 R )

Pour » suffisamment petit nous avons

k 4m=;b)ﬁﬂmﬂhM)&”l+4(ﬂﬁﬂmwnq

1 , (32)
L)=1+00), K, (m):log—x (1_+,0tm)) pour 7 =0 g

1

Iei tous les 0(») sont positifs, ce qui donne pour Ay

n m+2
<L 1(2 ) . )
| f
log~ mﬁ}m m=1 (m-f_-l)
j ou
i
%E 1 x 1 {»\™ A3 - 1 /a\
S N W
: LS T 2 il f42mv2
L { ; m={ m=0
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ou

1 s A3 >

A < —— + 2 + g2,

1 lo 1 2 4

Y

- Donc pour  suffisamment petit (on peut prendre » < e %), tous les A, sont plus-
petits qu un nombre plus petit que 1 et le systéme (30) est totalement régulier.
Tant qu’aux conditions (28), elles sont certalnement verifiées si 'on prend K =1,

car dans le cas présent on a

bo=1, b;=0 (i=12,.) (33)
Donc pour » assez petit, le systéme (30) posséde une solution bornée unique
Ixi, <M,
que 1'on peut approcher par la méthode de reduction
| ;= lim ;. - (34)
N=co _

D’autre part pour » fixe et pour » assez grand on a:

K, 0= o (Z {1+ o)

L] N . Tn 21‘/1 1

"

la relation (21) est bien satisfaite et le probléme est résolu pour.» assez petit
(» < €%, ce qui ne constitue pas une restriction notable, car 'expérience montre

~‘qu'on a le régime d’Oseen seulement pour les assez petit » < —1— — 272 Nous .

persons du reste que cefte. restriction est due.i la méthode de démonstration -
plust6t qu'a la solution elle méme).

Regardons maintenant de prés 'expression de la solution. Nous avons
dans (34) e
(—1)a¥

AN
ol AN est le détermmant du systéme flm approximatif (27) et AN Ie méme déter-

N =
i

minant of I'en a remplacé la i-itme colonne par la colonne des termes libres &, =

~ Mais ici tous les &, (n = 1,2,...,) sont nuls sauf le premier bo 1(33) de sorte

_ que le déterminant AN n'est autre que le déterminant AY oi I'on a suppnmé la
‘premidre hgne et la #jeme colonne, multiphé par (1.

Appelons maintenant AV et AN les déterminants correspondants dans le
systéme (24)
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Nous avons

AN= I(I)VKoKl e Ki—-l"Ki K£+1. . KNIEN:

. N
A =L KoKy Ky Koy Ky
. Af\r - 1 z&fv
et par suite N T T TN
AV LK, A
_ AN
Donc d’apres (29) nous avons a; ={=—1) lim —A%—f-
N=rc0

ou AN et A.,N sont les déterminants « réduits» du déterminant infini:

] KOI] + K I ’KlII T Kz] .. K?i-llﬂ‘“l + Kﬂlﬂ N
KOII + Kyl K o + Kol Ky L o+ KD

--------------------------

--------------------------

et la solution du probleme d’Oseen relatif au cercle unité est

e

u—iv="Ue * ) (Z a, K,(»)z"+ Z a,,KnH(_x) ;?1-!':) +

0

o=

r oa |

+ Ue—z-(z-l- 7 (Z a,k, (mr)-—— + Z a, K, 10r) zn+1).

n+1
0
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