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Dans ce travail, P’auteur donne une condilion nécessaire et suffisante
pour qu’une matrice carrée appartenant a la classe FR soit irréductible. On
en déduit facilement une condition nécessaire et suffisante pour quune mairice
d’ordre n soit irréductible. Ces résullals permetient d*élaborer quelques algo-
rithmes effectlifs pour la reconnaissance de Iirréductibilité d’une matrice
carrée quelconque. En outre, nous donnons une condifion assez générale
garantissant la convergence des méthodes itératives de Jacobi el de Gauss-
Seidel pour la résolution des systémes d’équations linéaires dx = b, ou A est
une matrice satisfaisant a4 la condition de faible dominance. Nous prouvons -
aussi I’équivalence de cette condition avec celles donnces dans [3] et [4].

§0

Tout d’abord rappelons quelques définitions et résultats hien connus.

Définition 0.1. Soit A = (a;;), une matrice complexc d’ordre n 2> 2. La
matrice 4 est dite réductible il existe une partition de Iensemble des indices
N ={1,2, .., n} en deux sous ensembles non vides disjoints I et J tels que
ai]:0si(1',j)eIxJ. )

Quand une telle partition n’existe pas, 4 est dite irréductible, Dans le cas
oit n=1, A est irréductible si et seulement si I’élément unigue est non nul.

De cette définition, on déduit facilement que A est réductibe si et seulement
'l existe nne matrice permutative P tel que
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ot Ay; et A,, sont des matrices d’ordre r I <r << n—1)et (n—r),; respectivement_

Définition 0.2. Soit 4 = (a[. j) une malrice complexe d’ordre n. Construisons
le graphe orienté G (4) de n sommets By, P,,..., P tel que P, et P, sont reliés
par un arc allant de P a P/. si et seulement si a4 = 0. alors G (4) est appelé
le graphe orienté associé a la matrice A.

Rappelons le résultat fondamental suivant [2].

Théoréme 0.1. Soil 4 — (aij) une malrice complexe d’crdre n. Alors A est

irréduclible si el seulement si G (A) est fortement connexe (C’est & dire pour tout
couple (i, j), il existe au moins un chemin allunt de P a Pj ).

:

§ 1.

Définition 1.1, Soit A = (ar.j) une matrice complexe d’crdre a1 et-G 4) le
graphe orienté associ¢ a A. Nous dirons que A appartient 2 la classe FR si
G (A) posséde an moins un sommet P, tel que de P & un sommei arbitraire P,

a 1)

J =+ Iy, il existe toujours un chemin. Autrement dit A € FR si ’ensemble

?

H={i{s j <+ i il existe un chemin de P, éLPj} )
De la définition 1. 1., nous avons immédiatement les remarques suivantes,
Remarque 1. H <. N et si H = N, A est irréductible.

Remarque 2. Soit A = (aij) une matrice d’ordre n. Si I’ensemble

E={klay+0%j+rk}+p
Alors A € FR. -
En effet, il est éyvident que si ft € K, alors de Pk a PJ., J =k, i1 existe un
chemin de longueur 1 (composé d’un arc unique).
Remarque 3. Soit A = (a ) une matrice d’orde n. S'il exisie au moins un
indice 7 tel que P’ensemble \

K, ={k|aik+0,kﬁ£:i}

est non vide et satisfait a la condition
| kf{{fail + 0 avec chaque ¢ & NNHE UL,
Alors A € FR.
En effet, il est clair que de P, & Pj, J == i, il existe toujours un chemin de
longueur aun plus égale a 2.
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Remarque 4. La classe des matrices irréductibles est un sous ensemble
propre de la classe FR.

En effet, si A esl irréductible, I’ensemble H =N =1{1,2,.., n} et par
suile A € FR.

Drautre part il est facile d’indiquer des matrices appartenant & la classe FR
mais réductibles,

Par exemple, pour la matrice

4=|1

=
—_ O e oo
l—‘lOCCJD
e S W i
o Nean J e S

|

on a H =+ @ car 1 &€ H C’est pomquoi AdeF { Mais it est évident que A est

.....

I=1{4},7=1{1,235}
Lemme 1. 1. Soit A & FRetsoit H -= @,l’cnsemble décrit dans la definition 1.1.
Nous formons la smte suivante des sous ensembles de N == {1 2,.,n} H=H,
H ={i|ieN\NHYH .. UH, yetd au-%—(] avec j EHm_] b (1D
m=2,3,.,n
Alors les ensembles H_ sont disjoints et si H, est le premier ensemble vide

de la suite, alors e =y n + 1. D’aufre part, si e < n, on a

HezHe+1 ...=—'-Hn=@.

Démansiration. Considérons deux ensembles Hi et Hjavec i <{j. Si Pun
d’eux est side alors Hi M I‘IJ. = (.
Dans le cas ol Hi et Hj sont mon vides, nous ax*dns:
sz{k]‘lceN\(Hl MH"H_HJ | -1)

etIa,, + 0 bk, t € H, '}

de sorte que k € HJ. , entraine k § H, Donc H, (] Hj =, L= ]

Comme N est un ensemble fini de n éléments, les antres conclusions du lemme
sont évidentes.

Théoréme 1. 2. Soit A=(q;; ) la mdgtrice complexe d’ordre n, A € FR )
et § Hm b est la suile formée suivante le lemme 1. 1.
Alors A est irréductible st et seulement si
H |UH, J ..U Hn =N=4{1,2 ..,n}h
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Démonstration. a) Condition suffisante: Supposons que H, i |H, | | ... {|H =N.
H]
Soit (7, j), un élément quelconque de N x N. Alors i € H[ » 1<t << n Parla

définition des ensembles Hm, nous avons

>

Ay + 0 avecd, € H1_1

4 o s
alllg & 0 avec I, € th_g

a4, , = 0avec ]i_l < Ht_(t— = H,.

(—ati—y 1)

Cela signifie que sur le graphe ¢ (4), il existe un chemin de P a Pl
. . i1
avec lt_l c H, =H, i j est confondu avec un I quelconque (1< k<1 — 1), la

condition suffisante est établie. Dans le cas contraire 2 ) <+ J. Suivant la défi-
nition de H,, il existe au moins un chemin de P[t a PJ..
—-i

En un mot, avec le paire arbitraire (&, [)» T 5= j, il existe toujours un chemin
de P a PJ, Par le théereme 0. 1., A est donc irréductible.

b) Condition néccessaire. Nous démonirons par contradiction. Supposons
que A est irréductible et Hy |j H, i) ... [ < N. Prenons (i, j) quelconque
avec i€ H N\ (H, U ... | H)etj€ H [JH, ..U H . Dans ce cas il est
clair que

HyUHy Ul UH, =Hy ) H, ... H,_,

avec e < n, He_1 est le dernier ensemble non vide dans la suite {Hm b

Alors il ne peut pas avoir un arc partant de P, a Pj parce que, dans le cas
contraire, suivant Ia définition  des ensembles Hm , 8L j € H‘f ; 1 doit
appartenir a Ht-i-l ot Ht—H est 'un des ensembles H, , H,, ..., HE_I, He = (/.
Mais cette situation est impossible. C’est pourquoi, de plus, il ne peut pas
exister un chemin de P ;A Pj. D’ott A est réductible, C’est 14 une contradicfcion.

Donc si A est irréductible

HjHy \J..|UH =N,

n
Remarqgue 5. Dans la démonstration du théoréme 1. 2., nous lrouvons que,
si au lieu de H, nous prenons un sous ensemble propre H de H et nous contrui-

sons, av lieu de {H, |, la suite {ﬁm} de la manjére suivante:

H =0



Hp={ilie N\ (Hi 1 . U Hmp—1) et 3 Uj; = 0, j= 1, J €Hp 1} L 2)
m==2,3,..., 1,
le théoréeme 1. 2 resiera valable.

La démonslration n’est que la répétition (mot & mot) de celle dun théoréme
1. 2, remplacant H,, par H,.

Dans ce qui suit, en particulier dans les applications, nous employons le
théoréme 1. 2 sous la forme suivante:

Théoréme 1. 3. Soit A = (a;; ) la mairice d’ordre n, ACFR, HC H et {I_{m}
est la suite déterminée par (1. 2).

Alors A est irréductible si et seulement st

i UH ). UB=N={12..n}

Remarque 6. Le lemme 5 (§ 1) dans [3] peut déduire facilement du
théoréme 1. 3.

En effet, suivant les hypothéses de ce lemme, la mairice A appartient a la
classe FFR car

1

L={kia, +0¥+kt+0
-‘Et‘ avec L = H, nous avons immédiatement :
| H,— N\ L=N\H.
D’ou H, | Hy= N . Cest pourquoi 4 est irréductible.

Du théoréme 1. 3, on peut déduire £ acilement une condition nécessaire et
suffisante pour qu'une matrice carrée quelconque d’ordre n soit irréductible.

Posons ﬁl D {i} i=12.,1n
Avec chaque fixe {, nous formons les suites {"I;Tgl) } de la facom suivante :
7" = {1},

~ (i) ~ (D) ~( , =l
Hé:{k|keN\Gn‘U".UHQJagaU+mJ+hJeHW4}

m== 2,3, .., 0
Désignons par

O _gP L uEY =123 R
Théoréme 1, 4. Soit A = (aij) la mairice carrée d’ordre n. La condition
nécessaire el suffisante pour A soit irréductible est que

T _. 7® o= {1,2 ... n b
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Démonsiration. a) La condition nécessaire est tout a fait évidente car si 4

est irréductible, on a H = N ¢t H(:) ={i{},i=1,2,..., nsont les sous ensembles
propres de H. C’estpourguoi, d’apres le théoréeme 1. 3, nous avons

T @ ol N

b) Condition suffisante.

Supposons que T = T — ... = 7" — N. Considérons le paire arbitraire
GLDENXN, 4]
Car TV = N et suivantla construction des ensembles ﬁ'g ), on peut affirmer que
- de fous les sommets P,, i< j, il existe des chemins partant a PJ. . Donc, par
le théoreme 0. 1., la matrice 4 est irréductible.
Voici quelques exemples:
Avec la matrice ' ‘

1 1 0 0
A g 0 1 1
STl 1001
1000 |
nous avons © V
7' =11
~() _
™= {34},
B = {2},
IO = =
7Y = {2}
~(2)
", =13}
~(2) -
D= 34

T? = {1,2,3,4} = N

7 = (3
,—E—v;ﬁi)‘ﬁ__ {2}
Y = {1}
~G) _ 4}
" = {4

T3 = {1, 2, 3, 4}
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7 = {4
Y =23

~d) __ i1
A, =14
T — {1,2,3, 4} =N
donc A est jrréduciible, '
‘Avec la matrice

1001
p_f1011
10 101
100 0
nous avons
7Y =it
~1)
i) =124
=) _
Hy = 13%
TW = {1,2,3/4 =N
7 =
7Y = 13}
~(2) _

T = (2,8} + N .

Donc B est réductible.

Remarque 7. Dans le cas ol A est une maftrice réductible, alors, d’aprés le
théoréme 1.4, il existe au moins un indice j, € {1, 2, ..., n} teL que TUs) L N
et les ensembles TUs) et N N\, 7o) sont respectivement les ensembles I et J
satisfaisant la definition 0. 1 pour une matrice réductible,

§2

Dans cette section nous présentons gquelques algorithmes pour la récognition
de D’irréductibilité d’'une matrice cariée d’ordre n quelconque.
Les lemmes suivants nous seront utiles.
Temme 2. 1. Soit A = (afj), lz matrice d’ordre n. De 4 nous formons la
matrice 4, = (afj) de la facon suivante:
aiizlsvi:192s!-usn3
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=1sia, ==0,i

% ij 7 s

I

% = 0 si a;; = 0,7 ].
Alors 4 et A, sont équivalenles au point de vue irréductible.
Autrement dit 4 est irréduciible si et seulement si et si AR est irréductible.

La démonstralion est toul a fail évidente.

Lemme 2. 2. Soil 4 = (a[.j) la matrice non négative d’ordre n. A est irréduc-
tible si et seulement! si

(I 4+ H* >0

Démonstration.

a) La condition nécessaire est démontrée dans [2] (lemme 2. 1p. 26)

h) Condition suffisante. Nous démonlrons par conlradiclion. Supposons
que A4 2= 0, (I + A)”'"l ~ 0 cl 4 est réductible. Alors il existe une malrice

permulative P d’ordre n lel que PAPT a'la forme:

dans Ia quelque A;; el 4, sont les malrices carrdes respectivement d’ordre ret
(n—1), 1< r < n—1. 1l est clair-que - -

pampTl = (PAPT) (P4PT) (PAPT)

—.

“m [ois
possede la méme structure de PAPT . Daulre part,
T+ =¢  T4C A4 .. CrThamd
L+ ) Cn -1 T n—1 e n—1
C’est pourquoi:

n—1 n—1

P4yt PT= ¢ 14 € PAPT 4 ..+ CoT1pan=tpt
n—
posséde la méme structure de P4PF

D’ou la matrice’ (I 4 4)" 'ne peut étre po%mwe (est une contradiction.

Donc si 4 =0 ct (I —§— Ayl =0,1a matrice A est irréductible. Dn lemme 2.2
et la forme spéciale de A dans le lemme 2. 1, nous avons:

Corollaire 2. 3. Soit 4, = (ar.j'), la matrice_d’brdre n. Alors A est irréductible
si et seulement si A”—1 = 0.

ALGORITHME 1. Cet algorithme est basé sur le theoreme 1. 4 et pent étre
décrit par le bloc schéma suivant (Fig. 1)
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, ] Faire entrer 4 = (aij)[

|
!

oui Non
T ={1,2, ., N} |
J
it=1i--1
| |
oui i< n (
[ ron |

} A est irréductible

] A est réductible

Fig 1

ALGORITHME 2. Cel algorithme est base sur le corollaite 2. 3 et peut étre
décrit par le bloc-schéma suivant (Fig. 2)
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' \ Faire enlrer A = (ar.j) i

] Former 4, = (aij) l

oui

Non

oui K<n—1

:=Kx2\

Non

‘ A est réductibie A est irréductible

Fig 2

Remarque. Quand on écrit un programme pour réaliser l’algorithme 2 sur
un ordinateur électronique, la. matrice A, peul occuper la place de A. En accom-
plissant la multiplication )

A, XAp=0= (cl.j)
neus devons seulement garder dans la mémoire la matrice € = (‘(-::J) avec les
éléments
o= Lsic;+0

cij:-—() 81 cI.j==0.

o1



C’est pourquoi, au lieu de déterminer ¢, on doit seulement véritier sur la

1®me Jigne et la j*™¢ colonue de Ap pour connaitre qu’y a t'il des éléments
respectil's non nuls simultanément.

Cette remarque diminue considérablement la quantité des opérations néces-
saires @ exécuter.

ALGORITHME 3. Cet aLgorithme est la combinaison de deux algorithmes
1 et 2 exposés ci-dessus. En méme temps, le résultal donné par le théoréme
1. 2 est aussi employé. '

L’algorithme 3 est decrit par le bloc schéma suivant (Fig. 3)

§3

Soit A = (a!.j) la matrice complexe d’ordre n satisfaisant’a la condition de
faible dominance, c’est & dire il existe deux sous ensembles & et r de I’ensemble
N ={1,2,..,n} tels que
84+, 8nr=g,8Jr=N,
la.. |> 2]a;] sii€d
LY J+I 1]
la,. | = Z |a,,] siict
i j=11=l IJ

De A nous contraisons la matrice A comme suivant :

~ L .
a. 8{]‘7‘031“:'] 0.i€d
a;; = a;; avec les autres 7, J.

Autrement dit A est obtenue de A par le remplissement des lignes qui ont
les indices appartenant a .. : : ;

Pour la solution’ des systémes d’égnations lindaires Ax — b, ol A est la
matrice d’ordre n satisfaisant la faible dominance, la condition suffisante pour
la convergence des méthodes itératives de Jacobi et de Gauss — Seidel a &té
donné dans [1]

Critere (T). A est irréductible.
En basant sur le théoréme 1. 3 (voir § 1), le critére (T;) est équivalent avec le
critére suivant: (avec H, = 8)

Critére (T,). ‘ |
HUHU.UH =N={12..,n}



Faire entrer 4 = (a. )
iy

Former A, == (aij)

‘ Caleuler ro=2=Za. - ‘
J

Continuer avec
I’algorithme
1o0u?2

I

i
, |
) {
oui
I‘i = 1
l Non
L:=1L-+1 oui -
i € H fiy=n
—al NOI}.
ire=i+1
i<n oui
iNon
L =0 oui
3 Non
L —n oui |
!
A est Non n oui
réductible UHp=N
m=1

A est irréduac-
tible
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Dans [3] il y a la définition suivante (définition 2, § 2): La matrice
=(a; ) d’ordre n avec tous les éléments diagonaux non nuls est appelée une
HK matuce si elle accomplit les conditions suivanles :
1) L’¢nsemble

K =ik| |(‘kk5>jik“k}} + &

2) Ou bien K == N, ou bien A, cst la malrice irréductible (ou 4, = (fz'j) avec

i = 0siig¢Keta;= 0; et [;; =1 pour tous'les autres cas)
B lagi= Z [a, (FIeN\NK.
J 1
Ensuite dans [3] Pham vin At a donné une condition suffisante pour la conver-

gence méthodes itéralives de Jacobi et de Gauss— Seidel pour la solation des

systemes d’égnations linéaires Az = b, ot A est ]la matrice ayant tous les élé-
menls diagonaux non nuls (théoréme 1, § 2).

Critére (A). A = (a;;) est une HK-matrice.

Pour le méme probléme ci-dessns, Walter W. dans [4] a démontré la
condition suffisante snivante (avec A satisfail & Ia condition de faible dominanece).

Crité}'e (Zy). Il n'existe pas une partition de I’ensemble N ={1, 2,..., n} en
deux sous ensembles « el B non vides avec o = ¥ et
a;; = 0si(l, j) € o X B.

Nous démontrons I’équivalence des critéres (Ty), (T5), (4) et) (Zy).
L’équivalence entre (Ty) el (T,), de méme entre (T) et (4) sont faciles & voir,

Maintenant nous démontrons I’équivalence (7)) et (Ao)

Tout d’abord nous montrons (71} = (Z%,)

Supposons gue A est irréductible mais ne satisfait pas a la condition (Z£y).
Alors il.existe une partition de ensemble N =§1,2, ..., n} en deux sous
ensembles non vides a et  avec « (C 1 el a;; = O0si(i, j))€ o xXB.

Mais suivant la construction de 4 = (g, j-), nous avons

a, =051 ) € axp

Cela montre que A est réductible et nons avons ane coniradiction.

Il nous reste encore 4 démontrer que (Z4,) = (T;). Nous démontrons par
contradiction. ;

Supposons que A satisfait (Z») et A est réductible, Alors il existe une partition
de N en deux sous ensembles non vides I, J, disjoints tels que

a;=0si(Helxd
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[’antre part nous savons que les lignes de A qui ont les indices appare
tenant 2 & ont été remplies par les éléments non nuls, C'est pourquoi si
i€ l,iE&eti& 1.Done I v. Dou il existe deux sous ensembles non vides,
disjoints I, J, I [} == N, I v et a;; = 0 si (i, j) € I X J. Cela monlre que
A ne satisfait la condition (Z,) et ¢’est 14 une contradiction.

L’équivalence entre (T,) et (Z;) est établie. De cette équivalence on peut
déduire facilement que la condition (Z)) el la condition (Z;) dans [4] ne sont
que des cas particuliers da critére (Z,).

Regu le 16 Janvier 1976
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