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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION
D’UNE SORTE D’EQUATION INTEGRALE
STOCHASTIQUE DANS R"

HISAO FUJITA YASHIMA AND ANNA GIANESINI

RESUME. Nous considérons 1’équation intégrale stochastique & valuers
dans R", c’est-a-dire équation intégrale a laquelle une perturbation
stochastique est ajoutée. En premier lieu nous considérons 1’équation
linéaire avec les coefficients constants. Pour cette équation nous établis-
sons d’abord la borne uniforme de la solution et, en ulisant cette borne
uniforme et en considérant la solution dans un espace de Hilbert con-
venable, nous démontrons ’existence d’une mesure invariante pour cette
équation; la mesure invariante se démontrera unique. En second lieu
nous considérons I’équation non-linéaire avec des conditions convenables
et, en utilisant une méthode développée pour I’équation linéaire, nous
démontrons ’existence d’une mesure invariante pour cette équation non-
linéaire.

ABSTRACT. We consider a stochastic integral equation in R”", i.e. integral
equation to which a stochastic perturbation is added. In the first place we
consider the linear equation with constant coefficients. For this equation, first
of all, we establish the uniform boundedness of the solution and, by using this
uniform boundedness and by considering the solution in a suitable Hilbert
space, we prove the existence of an invariant measure for this equation; the
invariant measure will be proved to be unique. In the second place we consider
the non-linear equation with suitable conditions and, by using a method de-
veloped for the linear equation, we prove the existence of an invariant measure
for this non-linear equation.

1. INTRODUCTION

Dans cet article on va considérer 1’équation intégrale stochastique de la forme
t
(11)  dX(t) = P(X(1)dt+ / ot — $)g(X (s))dsdt + o (X (£)dW (1),
—00
ou X (t) est le processus stochastique inconnu a valeurs dans R", tandis que F'
est une fonction définie sur R™ a valeurs dans R, g une function définie sur R"
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a valeurs dans R/, ¢ une fonction définie sur [0, oo[ & valeurs dans R™*! (R™*!
désigne ’ensemble des matrices du type n x [), o une function définie sur R"”
a valeurs dans R™ ™ W (t) le mouvement brownien & valeurs dans R™; nous
supposons que ¢ appartient, au moins, a LI(O, 0; R“Xl).

Pour une équation analogue, Mao [4] a examiné des conditions suffisantes pour
que la solution tende vers 0, ce qui correspond a la mesure invariante réduite a
d de Dirac a l'origine. D’autre part, dans [2] on trouve une étude sur la mesure
invariante pour 1’équation stochastique avec un terme de retard ayant la forme
SN @i X (t —0;) au lieu de ffoo o(t — 8)g(X(s))ds.

Dans le présent travail on va analyser le comportement asymptotique de la
solution de I’équation (1.1) et démontrer I’existence d’une mesure invariante pour
(1.1). La mesure invariante sera obtenue dans un espace de Hilbert qu’on va
définir. Dans le cas linéaire, on démontrera aussi ['unicité de la mesure invariante.
Les auteurs tiennent a remercier vivement Professeur Wang Feng-yu (Pékin), qui
leur a suggéré des idées tres utiles pour achever le présent travail. Ils remercient
également Professeur Jerzy Zabczyk (Varsovie) et Professeur Ryszard Rudnicki
(Katowice) de discussions tres utiles sur le sujet.

Pour étudier I’équation (1.1), nous précisons avant tout que sa condition initiale

sera donnée sur un intervalle contenu dans | — oo, 0] et contenant le support de
la fonction ¢(— -). Pour uniformiser I’exposition, nous posons
(1.2) X(—7)=£&(7) pour 7 > 0.

Il est facile de restreindre I'intervalle de la définition de la condition (1.2), s’il est
possibile et commode, & un intervalle borné.
Le probleme (1.1)—(1.2) peut étre écrit dans la forme
0

(1.3) dX (1) = (F(X(8)) + / o(t — $)g(E(—s))ds) dt+

—0o0

N /0 o(t — $)g(X (s))dsdt + (X (£))dW (£),

0 —
(1.4) XO) = [ plt = )g(e(-s)ds.

—0oQ
Le théoréme d’existence et unicité pour le probleme (1.1)—(1.2) (ou (1.3)—(1.4))
sous des conditions habituelles, par exemple, la condition de Lipschtiz pour les
fonctions F(+), g(-) et o(+), fait partie des résultats classiques (voir par exemple
[3]). Pour & (et éventuellement pour () nous supposons

(1.5) £ € L5 (0,00;R") ps.,  supE(|{(1)]*) < oo,
>0
(1.6) suppp C [0, Lg], 0< Ly < oo, ou E(Sup|§(7)|2) < 0,
>0

de sorte que le terme f?oo o(t — 5)g(£(—s))ds dans (1.3) vérifie facilement les
conditions requises dans les résultats classiques. Comme on verra, les conditions
(1.5) et (1.6) sont compatibles avec la mesure invariante que ’on construira.
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Remarquons que le théoreme d’existence et unicité prouvé sous la condition
lipschitzienne des fonctions F', g, o peut étre facilement généralisé au cas ou F,
g, o sont localement lipschitziennes et il existe une suite { Dy, Fi, gk, o1 }72, telle
que

(1.7) Dy, : ouverts, Use D =R", Dy, C Dy,
(1.8) Fk‘Dk :F|Dk’ 9’f|Dk :9|Dk7 0k|Dk :O|Dk’
(1.9) Fy, gk, ok satisfont a la condition de Lipschitz,

(1.10)  si Xg(t) est la solution de I’équation obtenue en substituant les fonctions
Fk7
gk, ok au lieu de F, g, o dans (1.1) avec la méme condition initiale, on a
P({Xk(s) € Dy Vs €[0,T]}) -1 pour k— oo vT > 0.

En effet, comme F}, gk, ox sont lipschitziennes, la solution Xj(t) est unique. Si
k < Kk, alors pour presque tout
we {Xk(s) € Dp Vs €[0,T]}

on a

Xi(w; ) = Xpr(w; ) Vs el0,T].
Donc, en vertu de (1.7) et (1.10) Xy (¢) converge presque surement vers un proces-
sus X (t); en outre grace a (1.7)—(1.8) il est évident que le processus X (t) satisfait
a I’équation (1.1) et a la condition (1.2) p. s..

Dans la suite on va établir une estimation globale de la solution du probleme
(1.1)—(1.2) et, en utilisant cette estimation, démontrer ’existence d’une mesure
invariante. On considere d’abord le cas linéaire, ou on démontre également
I'unicité de la mesure invariante, et puis on examine le cas non-linéaire.

2. EQUATION LINEAIRE: ESTIMATION DANS R"

La plus simple des équations de la forme (1.1) est 1’équation linéaire
t
(2.1) dX(t) = —AX(t)dt + / o(t — )X (s)dsdt + odW (t),
—0oQ
ou A et o sont des matrices constantes du type n X n et n x m respectivement,
W (t) un mouvement brownien & valeurs dans R™, ¢ une fonction définie sur
[0, 0o & valeurs dans R™*™.
Pour le probleme (2.1), (1.2), on a l’estimation suivante.

Théoreme 2.1. On suppose que

(2.2) sup (min(BAB_1$,$> —/ ||B<,0(7')B_1||d7') > 0,
BeGL(n) lzl=1 0

\

ou
1BeB™ | = |1BeB™" | cmn mny = sup | BB~ al.
x|=
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Si X (t) est la solution du probléme (2.1), (1.2) avec les conditions (1.5)—(1.6),
alors il existe un mombre M tel que

(2.3) E(X®)) <M  vt>o0.

Démonstration. En vertu de (2.2) il existe une matrice B telle que
[e.e]
(2.4) |Ir|11nl<BAB x,x) > / |Byp(7)B~||dr.
x 0
Posons
(2.5) X(t)=BX(t), A=BAB™, ¢(r)=DByp(r)B™', &= DBo.

La formule d’Tto appliquée & | X (¢)|?> nous donne

d(|X (1)) =

= 2X(t) - /_ t @t — 5)X (s)dsdt — 2AX (t) - X (t)dt + Rdt + 2X (t) - dW (¢),

ZZUW Z szkaky o, B= (blj)
=1 j=1 i,k,l=1 j=1

Donc, compte tenu de la propriété de I'intégrale stochastique f(f X(t) - adW (),
on a

(2.6) E(X(1)*) = E(X(0)]*)+
+2E/ /t X (s)dsdt’ — 2E /t AX(t") - X(t')dt' + Rt.
[%S) 0
Posons
(2.7) y(t) = E(X @)%,
(23) o= min{de.a).  «= [ 1@0)]dr
Comme

2E[X(t)-/_ Bt — $)X(s)ds] <

t t

< aB(X () + - / REGEI: / gt = K5,

de (2.6) on déduit que

(2.9) ity <@ / 13t — 5)[ly(s)ds — aoy(t) + R

ag
Considérons maintenant une équation intégro-différentielle auxiliere

€0

_/_ |3(t — )| H (s)ds — agH (2)

(2.10) H'(t) =
ao
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avec la condition initiale

R
(2.11) H(s) = E(|X(s)]?) - 4=  pour s <0.
ag — o

Comme ag > ¢y > 0 (voir (2.4), (2.5), (2.8)), on a a3 — ¢2 # 0. L’équation
intégro-différentielle (2.10) avec la condition (2.11) peut étre transformée dans
I’équation intégrale

(2.12) H(t) = f(t) —I—/O U(t —s)H(s)ds,

0 t
f(#) :H(O)e‘aot—l—Z—O / / 6t = s)lle= U=t H (s)ds,
0 J—o00JO

¥(r) = 2 [

Soit z un nombre complexe tel que Re(z) > 0. Alors pour la transformée de
Laplace ¥(z) de la fonction ¥(¢) on a

T c > —z ! ~ —ag(t—T
0(s) = |2 /0 ot /0 ()l arat] =

|2 [ [ pe et drag) <
a0 Jo Jo

< Co —a0q| 24| . =2\ dr < Cg 1
< e ™e™dg | le(r)l[le™]dr < 5 < 1.
0 Jo 0 o

~ 2
Comme ag > ¢y > 0, on a |[¥(z)| < %% < 1 pour tout nombre complexe z tel que
0
Re(z) > 0. Par conséquent, en vertu du théoreme de Paley-Wiener (voir [5]), on
peut représenter la solution H(t) de I’équation (2.12) dans la forme

H(t) = /0 Rt — 8)f(s)ds

avec R(-) € L'(0,00). On voit facilement que f(t) — 0 pour ¢ — co. Donc on a
(2.13) H(t) — 0 pour t— oo.
Maintenant nous posons

(2.14) n(t) = H(t) + 6%“07_]:262.

Alors I’équation (2.10) se transforme en

(2.15) 0t = © / 18t — 5)[ln(s)ds — agn(t) + R

a0 J—o
Conformément a (2.7), (2.11) et (2.14) on a 7n(0) = y(0). Donc de (2.9) et de
(2.15) il résulte que
y(t) < n(t) vt > 0.
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D’autre part, grace a (2.13) et (2.14), on a

(IOR
n(t) — W'

Par conséquent il existe un nombre positif M tel que

(2.16) y(t) <M VYt >0,

et, en vertu de (2.5), (2.7) on a

B(X(0)P) = B(BX(0)P) < B~ g o BIXOP) = 1B 2 oy (D).
Donc, en posant M = ”B_IH%(Rn,Rn)Mv de (2.16) on obtient (2.3). Le théoréme
est démontré. O

3. EQUATION LINEAIRE: MESURE INVARIANTE

Dans ce paragraphe on va démontrer I'existence et 1’'unicité de la mesure in-
variante pour 1’équation stochastique (2.1). Pour cela on introduit Iespace de
Hilbert H = Hy x R"™, ou

(3.1) Hy = {u: mesurable ’ / lu(T)|?e "dr < 0o }
0

avec la norme
* 2 —1 1/2
(32) i, = ([ futryear) ™
Pour ne pas alourdir la démonstration, on suppose que
(3.3) p e C(Ry),  suppp C[0,Lg]  (0<Lp<o0).
Si X (t) est la solution de I’équation (2.1) avec la condition (2.2), alors on
définit
_ [ &
5.9 o) =x-n. Y0 = ().

On a alors le

Théoréme 3.1. On suppose la condition (3.3). Alors dans l’espace de Hilbert
H = Hy x R il existe une mesure invariante et une seule pour l’équation (2.1) si
sa solution est exprimée dans la forme Y (t) = (X%t)) donnée dans (3.4).

La démonstration de I’existence d’une mesure invariante consiste en plusieures

étapes, en recourant avant tout a des estimations de la solution X (¢) du probleme
(2.1), (1.2). Pour cela, on définit I’ensemble A, par la relation

w(r)e /4 — u(m)e /4
(85) A, ={uec (000D  sup 14T (ra)e /4|

<7
71,720,171 —72|<1 |71 — 7_2|1/6 }
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et on considere I’équation (2.1) avec la condition initiale (1.2) avec ¢ satisfaisant
a la condition

(3.6) Ve>0, Iy=7>0 telque P{{e A, })>1—c.

Pour la solution X (¢) du probleme (2.1)—(2.2) avec les conditions (2.3), (3.3)
et (3.6) et les processus stochastiques & et Y (¢) définis dans (3.4) on démontre
les lemmes suivants 3.1 — 3.7.

Lemme 3.1. On a

(3.7) E(l&lF,) <M,  E(YOlF) <2M  vt>0,
ot M est la constante figurant dans (2.3).

Démonstration. De (1.5), (2.3) et (3.4) on déduit que

2 _ o 2 —T1 _ o _ 2\ —T
E(|&|%,) = E /0 6(r) 2 dr = /0 E(| X(t —1)[2)e"dr
<M “Tdr = M.
~ /(; [ T

La deuxieme inégalité de (3.7) s’obtient immédiatement de la définition de H

et Y(t), de la premiere inégalité et de (2.3). O
Soit 6 > 0. Posons
(3.8) Bs = {u e Hy| sup |u(k)|e™™* <6},
keN
k+1
(3.9) Cs = {u € Hy ‘ Sup/ lu(7)|%dr < 62 }
keN Jk

Lemme 3.2. On a
(3.10) P({& e B;NCs}) >1—-6Ms2  Yt>0.
Démonstration. Comme grace au théoreme 2.1 on a

E(|&(m)]*) = E(|X (t - 7)]”) < M,

on a
_ M
P({|&(k)le™* > 5}) = P({|&(k)|* > 8%¢"/*}) < S20k2
e
Il s’ensuit que
(3.11) P({sup |&(k)|e ** < 6}) > 1—53& >1-3Ms2,
reN = = i 52¢k/2 =

olt nous avons utilisé la relation 352, e™#/2 < 3.
Il est clair que du théoréme 2.1 il résulte également que

k+1 t—k
E/ I6,(7)[2dr = E/ X (s)2dr < M.
k t—k—1



122 HISAO FUJITA YASHIMA AND ANNA GIANESINI

Par conséquent on a

k+1 o M
3.12) P({su / mPdr < 8%k >1-) —— >1-3M5 %
( ) ({ kelI\)T . |£t( )| }) kZ:O 52€k/2
De la définition de B;s et de Cs (voir (3.8)—(3.9)) et de (3.11)—(3.12) on déduit
(3.7). 0

Soit 4 > 0. Posons

e ™M u(r1) — u(m)|

(3.13) A = fuec(o,1) ] sup <5}
0<ma<r1 <t 71 —T2| <1 |71 — 72| 1/0
Lemme 3.3. Il existe une constante positive C telle que
(3.14) P(W(t—-)eAdMy>1-c52 wt>o
Démonstration. Pour chaque k € N on définit
Dsi = {uGC’O([O,oo[)| sup [u(n) = ulm)] §5ek/4}.

k<ro<m <k+1 |7_1 - 7_2|1/6

Des propriétés des trajectoires du mouvement brownien, on déduit qu’il existe
des constantes positives C’, C" telles que

W (t1) — W(ta)|
P({ sup — 176
T<ti<to<T+1  |t1 — t2]

>n}) <Oy vy >0,
Oou encore
1852 k/2
P({W(t— ) ¢ Dé,k}) < 0/5—36—%/46—0 §52¢ek/ ’

ol nous sommes convenus que W(t — 7) = 0 pour 7 > t. Donc, compte tenu de
la relation

hE

P{W(t—)edN)>1-S PUW(t—) ¢ Dsi}),

e
Il

0
on obtient (3.14). O

Lemme 3.4. Pour tout § > 0 il existe un v > 0 tel que
(315)  ({€(t+-) € A} n{W(t—) e A} n{& € BsnCs}) € {6 € Ay}

Démonstration. En écrivant I’équation (2.1) dans la forme intégrale, on a

X(t) =X (0) + / ’ [ / t_sgo(T)dT}X(s)ds

N /Ot [/OH p(7)dr — A| X (s)ds + oW (2),

et pour 0 < s1 < s9 la différence X (s2) — X (s1) a la forme

X(SQ)—X(SI):/Sl [/SSZ_TQD(T)dT}X(T)dT—I—

—00 1—r
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_|_/82 [/SZ_T o(r)dr — A| X (r)dr + o(W(s2) — W(s1)).

s1 0
Donc, si on désigne par ||C| la norme de l'opérateur linéaire (matrice) C' €
LR™ R™), pour 0 <71 <7 <tona

|&(T1)e ™/t — gy (ma)e /Y]

t— T1
<@t =g+ | [ R g - i

+(/tt " Ba(tmar)6ult — )|+ o] (Wt~ ) ~ Wt~ )]

ou

t—1o—1

t—ro—1r
Fi(t,m,12,7) = / o(r)dr, Fy(t,mo,7) = / o(tdr' — A.
t—Tm1—r 0

Il est évident que

e/t — e/t < ie_”/ (11— 72),
[F1(t, 71, 72, 7)| < (sup |@(7)[) (71 — 72),
>0

Fi(t,m1,m79,7) =0 pour r <t—71 — Ly,

[F(t, 72, 7)| < /0 le(T)lldr + || All = Co
Donc, en posant k; = inf{k € N |k > 7'1}, on a
[&i(r)e ™/t = &i(m)e T2/4|

< o7tk + €lhe) — &)1+

|7’1—7’2|1/6
T1+L 5 \1/2 ! 5 \1/2
sl ([ lamPar) "+ ol [ latmpar)
720 1 T
[W(t—m)—W(t—m)|
+ol r—— ]

k1+Lo
|§e (k1) — &(T1)] < (sup [ (7)[) v/ Lo (/ |€t(7)|2d7>1/2+
>0

k1
k1
s [TlamPar)” ol W= n) ~ W0 (A1)

Si|m—7|<1,&€BsnCs, W(t—-) € Al alors on a

T1+Lo 1/2
e gy (k)| < €%, e/ / er)Pdr) < VLo + 26l /g,

T1

Cpyaf [FE )2 1/ / (Lo+2)/4
e 2 (/ |£t( d’7'> </ Lg+1e\™® 0,

k1
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T1 1/2 k1 1/2
([ ampar) T <va s ([ ampar) < et
T2 T1

W= 12) = W(t—7)

s <68, e AW —1)-W(Et—mn)| <6

71— T2
Par conséquent il existe une constante v = 7(d) telle que, si |13 — 2| < 1,
& € BsnCs, W(t—-) € Al alors

& (m1)e ™/ — & (ro)e ™/
|7’1 — 7’2|1/6

<7.
Danslecasou 0 <t <719 < 71 et 74 — 0 < 1, on déduit immédiatement de la
condition &(t+ -) € A, que

& (1) e ™/t — &y (To)e 2/
|,7—1 _ 7—2|1/6

<.

Dansle casou 0 < o <t < 71 et 71 — 79 < 1, on considere I'inégalité évidente

&e(m1)e ™/ — &(ma)e ™/ <

|7’1 — 7’2|1/6 -
 Ja(m)e M =gt | Je(t)e™/t = &u(ma)em™/1]
- |7y — t|1/6 |t — p|1/6 '
. . —T1/4_ -t/ ~ .,
Il est clair que le premier membre [€e(ra)e |T1_t|1§/t6(t)e i peut étre estimé comme

dans le cas t < 7 < 7, tandis que le second membre
|€e(t)e= /4 —Ei(ra)e"T2/4

peut étre estimé comme dans le cas 0 < 7 <7y < .

De (Jég‘gglrﬁaniére, pour tout 6 > 0 il existe un v > 0 tel que, si {(t+ ) € A,,
W(t—-) e /Nl([;t] et & € Bs N Cs, alors & € A,. Le lemme est démontré. O
Lemme 3.5. Pour tout € > 0 il existe un . tel que
(3.16) P({& €A, NB})>1— % vt > 0.

Démonstration. Le lemme résulte de la condition (3.6) et des lemmes 3.2, 3.3 et
3.4. O

Lemme 3.6. Pour tout v > 0, l’ensemble A, N B, est relativement compact dans
Hy.

Démonstration. Soit € > 0.
En vertu de (3.5) et (3.8), si u € A, N B,, alors u vérifie la relation

r 1
(3.17) lu(r)e™ ™4 < (1+ m)y vr > 0.
Donc pour L >0 on a

* _ 1 2 < 1 (2 5
2 —1 2 T _ 2 —L
/L lu(T)|“e d¢§(1+m)7/L e dT—(l—l—m)ve .
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1/2,.91/3
Par conséquent, en posant L. = 2 log (W), on a
2 g2

(3.18) luX(L. ool 7, < > Vu € Ay,
oll

() 0 si 7< L,

T) =

XlLe .00l 1 si 72> L,
D’autre part, les fonctions ¢(7) = u(r)e~7/* définies sur [0, L.] avec u €

A, N By, sont, grace a (3.17), uniformément bornées et, grace a la définition,
uniformément continues. Donc, en vertu du théoreme d’Arzela, I’ensemble de
ces fonctions est relativement compact dans C°([0, L.]). En outre, si u1 et uso
appartiennent & A, N B, et si on pose p;(7) = u;(1)e"™/4, alors on a

(w1 = u2)x70,2. 1y < 2 suwp |(ur (1) — ua(7))e™™*? = 2|01 — 2120 (0.

Cela étant, compte tenu aussi de (3.18) et de ’égalité
lur — gy = Il (us — w2)xp0,L.1 Iy + 1 (w1 — u2)X(L. 00l o

on voit qu’il existe un e-réseau pour A, N B, dans ’espace métrique Hy. Donc,
Ay N By est relativement compact dans Hy. O

Lemme 3.7. Pour tout ¢ > 0 il existe un nombre N > 0 tel que
P{|X(t)|<N.})>1— % vt > 0.

Démonstration. Comme E(|X (t)|?) < M Vt > 0 (voir le théoreme 2.1), on a

M

NZ

d’ou1 on déduit le lemme. O

P{[X(#)]> N:}) < vt >0,

Démonstration du Théoréme 3.1. Soit X (t) la solution du probleme (2.1), (1.2)
avec les conditions (1.5), (3.3) et (3.6). Soit Y'(¢) le processus stochastique défini
dans (3.4). Alors, en virtu des lemmes 3.5, 3.6 et 3.7, pour tout £ > 0 il existe
un compact K. de H tel que, gqeul que soit £ > 0, on ait

PUY(H) eK.})>1—c.

Donc grace au théoreme de Krylov-Bogoliubov (voir par exemple [2]) on en déduit
Pexistence d’une mesure invariante pour 1’équation (2.1) dont la solution est ex-

primée dans la forme Y (t) = (X%t)) donnée dans (3.4).

Pour démontrer 'unicité de la mesure invariante, considérons deux mesures
invariantes (! et (2 dans H pour I'équation (2.1). Soient Y1) = (€1, X (1)
et Y = (€ @ X (2)) des variables aléatoires a valeurs dans H = Hy x R™ ayant
la loi p™) et u? respectivement. Il est évident que €1 et €2 satisfont & (1.5)
et & (3.3). Considérons ’équation (2.1) avec la condition initiale

X(—7)=¢£0 pour 7 >0, 1=1,2,
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et désignons par X M(t) et X2 (?) la solution de cette équation respectivement
avec X (—7) =&MW et X (—7) = £® pour 7 > 0.

Posons
(3.19) Z(t) = XW(t) — XP().
On voit aisément que Z(t) vérifie I’équation
t
(3.20) dZ(t) = —AZ(t)dt + / o(t — s)Z(s)dsdt

avec la condition initiale
(3.21) Z(—7) = ED(r) = €I(7).

Comme dans 1’équation (3.20) il n’y a plus de perturbation stochastique, on
obtient
d s - ¢ - <5 -
(3.22) $|Z(1€)|2 =2Z(t) - / o(t — s)Z(s)ds — 2AZ(t) - Z(t),
—0oQ

ot Z(t) = BZ(t), tandis que B, A, ¢(-) sont définis comme dans (2.4)(2.5).

En posant y1(t) = E(]Z(t)|?) et en utilisant les notations ag et ¢y introduites
dans (2.8), on déduit facilement de (3.22) que

ul(t) < 2 / 13t — )1y (5)ds — agpa ().
ap

—00
Nous avons déja démontré que la solution H(t) de I’équation (2.10)
t
Co N
(0 =L [ Jolt - 91 H(s)ds — aoH (1)

ao J—-co
converge vers 0 (voir (2.13)). Donc, y;(t) lui aussi converge vers 0, c’est-a-dire,
en rappelant (3.19), on a

E(|XM@) - X@@)2) =0  pour t— oo,

ott X(t) = BX®(t) (i = 1,2) avec une matrice inversible B. Donc on a

(3.23) E(| XYt - XP@WP?) -0  pour t— .
Comme
le -2z, = /0 €0 (1) €2 (1) 2e T dr = /0 IXWO(t—7) - XD (t—7) 2 dr,

de (3.23) on déduit également
. — — pour t — oo.
3.24 E(J¢V —€P)%,) — 0

D’autre part, comme la variable aléatoire Y = (€0, X)) ( = 1,2) a la loi
qui est une mesure invariante p(), les variables aléatoires Y () (t) = (ffi), X@(t))
et YO = (€00, X®) ont la méme loi p).

De la sorte, les relations (3.23)—(3.24) impliquent que Y et Y2 ont la méme
loi, c’est-a-dire

(1) (2)

pt = pt,
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ce qui acheve la démonstration du théoreme. O

4. EQUATION NON-LINEAIRE

Considérons maintenant une équation non-linéaire (1.1) pour laquelle les con-
ditions (1.7)—(1.10) sont vérifiées. Pour le comportement asymptotique de cette
solution on a le théoreme suivant.

Théoréme 4.1. On suppose que la condition (3.3) est vérifiée et qu’il existe une
suite { Dy, Fi, gk, 0k} 52 satisfaisant auz conditions (1.7)—(1.10). On suppose en
outre qu’il existe deux constantes Ry et L1 > 0 telles que

(4.1) f:f:dij(lE)z < Ry YV € Rn,

i=1 j=1
(4.2)

1 00 B—l
inf )[ sup —<BF(B_1:E),:E>—|—/ |Bo(T)|| sup Md? <0,
0

BeGL(n) Lz|>L, |2 |z|>L1 |z
ot
[1Bo(T)| = [[Be(T)lcmerny = sup  [Bo(7)yl.
yeRL [y|=1
Alors pour la solution X (t) du probléme (1.1)—(1.2) avec la condition (1.5) on a

(4.3) E( X)) <M  Vvt>0

avec une constante M. En outre, il existe une mesure invariante dans l’espace
H = Hy xR pour l’équation (1.1) si sa solution peut étre exprimée dans la forme

Y(t) = (X%t)) définie de la méme maniére que dans (3.4).

Démonstration. En vertu de (4.2) il existe une matrice B et un nombre a > 0
tels que

o0 —1:1;
@a) s (BP0 + [ IBer)ar su 9B Dl _,

|¢|>Ly |[2 |¢|>Ly ||

11 est évident qu’il existe des fonctions Fy, FY, go, g1 € C’ZOO’CI(R") telles que
(4.5)
F=FRy+F, g=go+g:; FB2)=0 qBlz)=0 pour |z|> L,

(46) sup ——(BFy(Bz),z) +/°° 1Bo()dr sup 9B
zeRm\ {0} |Z[? 0 ceR\[0} |7
Soit X (t) la solution du probleme (1.1)—(1.2) avec la condition (1.5). On pose
(4.7) X(t) = BX(t).
En appliquant la formule d’Tto & | X (¢)|?, on obtient

d(|X()|%) = 2X(t)- BFo(B™' X (t))dt +2X (¢) - / t Bo(t—s)go(B~ X (s))dsdt+

—0o0
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+61(t)dt + Bo(t)dt + 2X (t) - Bo(B™2X (t))dW (t),
5.0 = 280) - BB K0) +2X0) [ Bot— (B K (5
Bty = 33 (3 Buory (B X (1))
i=1 j=1 k=1
Il s’ensuit que

(18 LBIX0)P)

2E[X(t) : BFo(B‘lff(t))} +

—|—2E[)~((t) : /t Bo(t — s)go(B_lX(S))dS} +EB1(t) + EB2 ().

—o
Comme Fi(z) et g1(x) sont continues et ont le support compact, il existe une
constante Ry telle que

(ee]
2z - BF|(B™'z) + 2|z / sup |Bo(1)g1 (B 2')|dr < Ry Vr € R™.
0 a2’eRm”

Donc on a 31(t) < Ry. D’autre part (4.1) implique qu’il existe une constante Cy
telle que Ba(t) < CoRy. En outre, en posant

1
ay=— sup —=(BF(B 'x), 1),
zeRn\{0} 7]
Bz &
b= sup BB | 1Bt ar
seR\{0} |7 0

on a
t

2B[X(0) [ Belt - 9l X(9)s] <

2.t ~
< mE(IX (1)) + b;—ll 1B(t — s)[E(1X(s)[*)ds.

—0o0

Ainsi, si on pose

de (4.8) on obtient
/ b%CI ¢
9 y® < -ay®)+- = [ (Be(t = s)ly(s)ds + R+ CoRo.
Comme en vertu de (4.6) on a
a] — b161 >a>0

et donc
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de maniere analogue a la déduction de (2.16) a partir de (2.9) on peut obtenir de
(4.9) lexistence d’une constante M telle que
E(XOP) =yt) <M W0
Compte tenu de (4.7), on en déduit qu’il existe une constante M telle que
I'inégalité (4.3) soit vérifiée.
Quant a l’existence d’une mesure invariante, grace a la mojoration exponen-
tielle

t+e 2
P({ ’/ O(X(t’))dW(t’)’ > 5}) < 2¢” =R
t
(voir par exemple [1], p. 162), on peut obtenir I'inégalité

to / /

o(X(t))dW (t)

p(_p AN
T<t;<to<T+1 |t1 — 2

>n}) <Cn?

avec une constante C'. C’est-a-dire, en posant

I(r) = / T (X)W, 0<r<t,
0
(4.10) P{I()e Ay >1-c52 w>o0

avec une constante C’.

Les lemmes 3.1, 3.2, 3.5, 3.6, 3.7 peuvent étre démontrés méme pour 1’équation
(1.1) avec les conditions du théoreme 4.1. D’autre part, pour obtenir une relation
analogue au lemme 3.4, il suffit modifier de maniere élémentaire I’expression
intégrale de X (¢). De cette maniere, en utilisant (4.10) au lieu du lemme 3.3, on
peut démontrer I'existence d’une mesure invariante. O
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