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FORME NORMALE DES SYSTÈMES LINÉAIRES

SYMÉTRIQUES ACCESSIBLES ET OBSERVABLES

HOANG HOA TRAI∗ ET NGUYEN HUYNH PHAN∗∗

À la mémoire de Le Van Thiem

Résumé. Nous présentons une forme normale pour l’action semblable du groupe

unitaire sur l’ensemble des systèmes linéaires symétriques accessibles et observables.

La construction de cette forme normale est basée sur des matrices d’indices invariantes

relatives à une décomposition de strates et sur la forme normale obtenue récemment

par N. H. Phan.

Introduction

Soit un groupe topologique G qui agit sur un espace topologique X, c’est-à-
dire qu’il y a une application f : G × X → X, f(a, x) := g.x, satisfaissant les
deux conditions suivantes: e.x = x et g1.(g2.x) = (g1g2).x, où e est l’unité de G.
Par l’action de G on a une relation équivalente sur X définie par: x ∼ y si et
seulement s’il existe g ∈ G tel que y = g.x. On en obtient l’espace des orbites
X/G.

La terminologie suivante introduite par Birkhoff et Maclane [1] est standard
dans la théorie du contrôle

Définition 1 (voir Birkhoff-Maclane [1]). Soit le groupe G agissant sur X. On
dit qu’une application N : X → X est une forme normale si:

(i) x ∼ N(x),

(ii) x ∼ y si et seulement si N(x) = N(y).

N(x) est appellée la forme normale de x.

Si N est une application continue, on dit que N est une forme normale con-
tinue.

Par exemple, pour l’action semblable du groupe linéaire général GL(n) sur
l’ensemble de toute matrice carrée d’ordre n × n, la forme normale de Jordan
dans l’algèbre linéaire est une forme normale au sens de cette définition, mais elle
n’est pas continue.
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Remarquons que si N est une forme normale, elle induit alors une application

Ñ : X/G→ X telle que le schéma suivant est commutatif

X
N
−→ X
↘ ↗

P Ñ
X/G

où P est la projection naturelle et Ñ transforme la G-orbite de x en x. Naturelle-

ment, N est continue si et seulement si Ñ l’est. Par conséquence, l’existence des
formes normales continues sur X pour l’action continue de G a un rapport avec
la structure topologique de l’espace des orbites X/G.

L’un des problèmes importants de la théorie des systèmes linéaires est la con-
struction des formes normales que nous examinons dans cet article.

Soit F le corps réel R ou complex C. On note par

L̃n,m,p(F ) := Fn×n × Fn×m × F p×n

l’espace de triplets (A,B,C) des matrices d’ordre n × n, n ×m et p× n respec-
tivement.

Chaque (A,B,C) ∈ L̃n,m,p(F ) définit un système linéaire de dimension n,
d’entré m et de sortie p, donné par des équations

{
x′(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(1)

Un changement de base T dans l’espace vectoriel d’état Fn définit par
x→ Tx := z, transforme (1) en le système équivalent

{
Tx′(t) = z′(t) = TAT−1z(t) + TBu(t)

y(t) = CT−1z(t)
(2)

Ces changements induisent une action du groupe linéaire général GL(n,F ) qui

s’appelle l’action semblable sur L̃n,m,p(F ) définie par

T.(A,B,C)→ (TAT−1, TB,CT−1).

Dans ce cas on dit que (A,B,C) et (TAT−1, TB,CT−1) sont semblables par
GL(n,F ).

Rapellons que le système (1) est dit accessible si le rang de la n× nm-matrice
[B,AB, ...., An−1B] est égal à n et qu’il est observable si

rang [Ct, AtCt, ...., (At)n−1Ct] = n.

Dans ce cas le triplet (A,B,C) est appellé respectivement accessible et observ-
able.

On note par L̃A
n,m,p(F ) (resp. L̃A,O

n,m,p(F )) l’espace des systèmes (A,B,C) ac-
cessibles (resp. accessibles et observables).
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Il est clair qu’ils sont les sous-espaces GL(n,F )-invariants de L̃n,m,p(F ).

Soit l’espace d’état Fn un espace vectoriel hermitien avec un produit scalair

donné par x.y =
n∑

i=1

xiyi. Un système défini par (1) est dit symétrique si A est

une matrice symétrique, c’est-à-dire A∗ = A, où A∗ est l’adjointe de A.

On note par:

S̃n,m,p(F ) :=
{
(A,B,C) ∈ L̃n,m,p(F );A∗ = A

}
,

S̃A
n,m,p(F ) :=

{
(A,B,C) ∈ S̃n,m,p(F ); rang[B,AB, ...., An−1B] = n

}

= S̃n,m,p(F ) ∩ L̃A
n,m,p(F ),

S̃A,O
n.m,p :=

{
(A,B,C) ∈ S̃A

n,m,p(F ); rang[Ct, ACt, ...., An−1Ct] = n
}

= S̃n,m,p(F ) ∩ L̃AO
n,m,p(F ).

Ces espaces sont appellés respectivement l’espace des systèmes symétriques,
des systèmes symétriques accessibles et des systèmes symétriques accessibles et
observables.

Des changements unitaires dans l’espace vectoriel hermitien Fn induisent une

action semblable du groupe unitaire U(n,F ) sur L̃n,m,p(F ), tout en restant l’action

de GL(n,F ). Alors les trois espaces S̃n,m,p(F ), S̃A
n,m,p(F ) et S̃A,O

n,m,p(F ) sont les
espaces U(n,F )-invariants, c’est-à-dire pour tout S ∈ U(n,F ), (A,B,C) appar-
tient à l’un des trois espaces si et seulement si (SAS−1, SB,CS−1) appartient
aussi.

Les formes normales des systèmes linéaires accessibles pour l’action semblable

de GL(n,F ) sur L̃A
n,m,p(F ) sont étudiées par beaucoup d’auteurs, par example

Kalman [10], 1965; Rosenbrock [17], 1974; Popov [16], 1972, Hinrichsen [7] 1987,
Helmke [5], 1982, 1986, Hinrichsen et Prozel-Wolters [6, 7, 8], 1986, 1987, 1989.

Les formes normales des systèmes linéaires symétriques accessibles pour l’action

semblable de U(n,F ) sur S̃A
n,m,p sont éxaminées par N. H. Phan [12, 13], 1991,

[14, 15], 1994.

Ces auteurs ont donné les formes normales des systèmes accessibles en décom-
posant les espaces ci-dessus en des sous-espaces invariants, sur lesquels ils ont
trouvé les formes normales explicites. Cependant, la construction complète des
formes normales des systèmes accessibles et observables est encore une question
difficile.

Dans cet article nous présentons des formes normales des systèmes linéaires
symétriques accessibles et observables pour l’action de U(n,F ). Notre méthode
est basé sur l’utilisation des matrices d’indices invariantes pour décomposer

S̃A,O
n,m,p(F ) en des strates, sur lesquelles nous construisons des formes normales.

Nous procédons comme suit: en utilisant les formes normales des systèmes
linéaires symétriques accessibles présentées par N. H. Phan [12] nous introduisons
des matrices des indices invariantes et ensuite, nous donnons explicitemant des
formes normales.
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1. Matrice d’indices invariantes et forme normale

Soit (A,B,C) ∈ S̃A
n,m,p(F ) et soit B = [b1, b2, ...., bm], où bj, 1 ≤ j ≤ m, sont

les colonnes de la matrice B. Nous allons de gauche à droite dans le système de nm
vecteurs

{
b1, Ab1, A

2b1, ........, A
n−1b1, b2, Ab2, A

2b2, ........., An−1b2, ..........., bm,

Abm, A2bm, ......., An−1bm

}
. Nous effacons tous les vecteurs qui dépendent linéai-

rement des vecteurs precedents. Par l’accessibilité du triplet (A,B,C), i.e. le rang
du système de nm vecteurs ci-dessus est égal à n, les vecteurs restant forment
une base de Fn. Ils sont ordonnés ainsi

H(A,B) :=
{
b1, Ab1, A

2b1, ..., A
k1−1b1,b2, Ab2, A

2b2, ..., A
k2−1b2, ....

..., bm, Abm, A2bm, ..., Akm−1bm

}

où les kj sont des nombres entiers non-négatifs et
n∑

j=1

kj = n. Si kj = 0, le block

correspondant
{
bj , Abj , A

2bj, ..., A
kj−1bj

}
n’apparait pas. On note k(A,B) =

(k1, k2, ...., km). Ces nombres k1, k2, ...., km sont appelés les indices structuraux
de (A,B). Ils sont les U(n,F )-invariants, c’est-à-dire k(A,B) = k(SAS−1, SB)
pour tout S ∈ U(n,F ).

Soit Kn,m =
{
k = (k1, k2, ...., km) ∈ Zm; kj entier ≥ 0 et

n∑
j=1

kj = n
}
.

Alors k(A,B) ∈ Kn,m. Maintenant chaque k ∈ Kn,m on pose

H̃A(k) =
{
(A,B,C) ∈ S̃A

n,m,p(F ); k(A,B) = k
}
.

Dans [12] nous avons monté que la collection
{
H̃A(k); k ∈ Kn,m

}
est une partition

de strates de S̃A
n,m,p(F ).

Soit (A,B,C) ∈ H̃A(k) et soit S(A,B) la matrice unitaire obtenue par le
procédé d’ortogonalisation de Gram-Schmidt de la matrice H(A,B) désignée
comme ci-dessus. On pose

(Ak, Bk, Ck) :=
(
S(A,B)−1A(S(A,B), S(A,B)−1B,CS(A,B)

)
.

Le résultat suivant est demontré dans N. H. Phan [12]

2. Théorème (N. H. Phan [12], Th.1.4). L’application (A,B,C)→ (Ak, Bk, Ck)
est une forme normale continue (pour l’action semblable de U(n,F )) sur chaque

sous-ensemble H̃A(k). En autre, Ak et Bk ont les formes spéciales suivantes:
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Ak =




N1

N2

. . .

Nm


 , Bk =




B1

B2

...
Bm




}
k1}
k2

...}
km

=




a11 ∗ . . . ∗

0
...

. . .
...

... ∗ . . . ∗

a21

... 0 . . . am1

0
...

... . . .
...

0 0 . . . 0




(3)

Nj =




xj1 a2j

aj2 xj2 aj3

aj3
. . .

. . .
. . .

. . . ajkk

ajkj
xjkj




kj×kj

, Bj =




0 . . . 0 aj1 ∗ . . . ∗

0
... . . .

...
...

... . . .
...

0 ←→
j−1

0 0 ∗ . . . ∗




kj×m

(4)

j = 1, 2, ....,m. Les nombres aj2, aj3, ...., ajkj
sont des nombres réels positifs;

aj1 est un nombre réel positif si kj > 0 et il est zéro si kj = 0. Les nombres
xj1, xj2, ...., xjkj

sont des nombres réels. Les éléments notés par ∗ dans Bj sont
des nombres de F . La matrice Ck n’est pas de la forme spéciale.

Soit N(k) := k1 + (k1 + k2) + (k1 + k2 + k3) + .... + (k1 + k2 + k3 + .... + km−1).
On trouve ainsi que le nombre des paramètres réels indépendants de Ak, de Bk

et Ck est égal à 2n + dN(k) + dpn où d = dimRF = 1, 2.

Soit k ∈ Kn,m, k = (k1, k2, ..., km). On note par

H̃AO(k) :=
{
(A,B,C) ∈ S̃AO

n,m,p(F ); k(A,B) = k
}
.

Alors H̃AO(k) = H̃A(k) ∩ S̃AO
n,m,p(F ). Donc la collection

{
H̃AO(k); k ∈ Kn,m

}
est

une partition de strates de S̃AO
n,m,p(F ). Soit (A,B,C) ∈ H̃AO(k) et soit (A,B,C)

semblable par U(n,F ) au triplet (Ak, Bk, Ck) comme dans le Théorème 2. Soit
Ct

k la matrice transposée de Ck. Décomposons Ct
k en blocks correspondant à les

blocks de

Ak : Ct
k =




Ck1

Ck2

...
Ckm




}
k1}
k2

...}
km

où Ckj
est une kj × p-matrice.

Comme le rang[Ct
k, AkC

t
k, ...., A

n−1
k Ct

k] = n et comme Ak est une matrice diago-
nale des blocks: Ak = diag[N1, N2, ......, Nm], on déduit que le rang[Ct

k, AkCt
k, ......,
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An−1
k Ct

k] = n si et seulement si le rang[Ckj
, NjCkj

, ...., Nn−1
j Ckj

] = kj , pour tous
j = 1, 2, ....,m.

Par ailleurs, Nj est une matrice d’ordre kj × kj , par le Théorème de Cayley-
Hamilton, on a

rang[Ckj
, NjCkj

, ...., Nn−1
j Ckj

] = rang[Ckj
, NjCkj

, ...., N
kj−1

j Ckj
] = kj.

En ramassant des resonnements ci-dessus nous obtenons le résultat suivant qui

nous aidera de construire des formes normales de (A,B,C) ∈ S̃A
n,m,p.

3. Lemme. Le triplet (A,B,C) ∈ H̃AO(k) si et seulement si (Ak, Bk) ont des

formes (3), (4) et le rang[Ckj
, NjCkj

, ...., N
kj−1

j Ckj
] = kj , c’est-à-dire (Nj, Ckj

) ∈

S̃A
kj ,p, pour tous j = 1, 2, ...,m.

Soit (A,B,C) ∈ H̃AO(k), k = (k1, k2, ...., km) ∈ Kn,m. Comme (Nj , Ckj
) ∈

S̃A
kj ,p, on peut supposer que les indices structuraux de (Nj , Ckj

) sont des formes

lj(Nj , Ckj
) = (lj1, lj2, ....., ljp), c’est-à-dire lj(Nj , Ckj

) ∈ Kkj ,p.

Désignons par lj(A,B,C) = lj(Nj , Ckj
). Alors pour chaque

(A,B,C) ∈ H̃AO(k), k = (k1, k2, ....., km) ∈ Kn,m

on obtient une collection d’indices suivantes

l(A,B,C) :=
(
l1(A,B,C), l2(A,B,C), . . . , lm(A,B,C)

)
∈ Kk1,p ×Kk2,p × · · · ×Kkm,p

c’est-à-dire lj(A,B,C) = (lj1, lj2, ..., ljp) et lj1 + lj2 + ... + ljp = kj pour tous
j = 1, 2, ..,m.

Désignons par

[k, l] := [k.l](A,B,C) =




l11 l12 . . . l1p

l21 l22 . . . l2p

...
...

. . .
...

lm1 lm2 . . . lmp


 .(5)

Alors [k, l] est une matrice des éléments entiers d’ordre m × p dans Zm×p et
(ll1, lj2, ..., ljp) ∈ Kkj ,p, j = 1, 2, ...,m. Clairement

[k, l](A,B,C) = [k, l](SAS−1, SB,CS−1)

pour tout S ∈ U(n,F ). Une telle matrice [k, l] est dite une matrice d’indices
invariantes.
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On pose

[K,L]n,m,p =
{
[k, l] =




l11 l12 . . . l1p

l21 l22 . . . l2p

...
...

. . .
...

lm1 lm2 . . . lmp


 ∈ Zm×p;

k ∈ Kn,m et (lj1, lj2, . . . , ljp) ∈ Kkj ,p

}

pour tout j = 1, 2, ...,m.

Alors [k, l](A,B,C) ∈ [K,L]n,m,p. Maintenant chaque [k, l] ∈ [K,L]n,m,p, on
pose

H̃AO([k, l]) :=
{
(A,B,C) ∈ S̃AO

n,m,p(F ); [k, l](A,B,C) = [k, l]
}
.

On a pour chaque k ∈ Kn,m fixé que la collection

{
H̃AO([k, l]); l = (l1, l2, ..., lm) ∈ Kk1,p ×Kk2,p × · · · ×Kkm,p

}

est une partition de strates de H̃AO(k). Donc la collection
{
H̃AO([k, l]); [k, l] ∈

[K,L]n,m,p

}
est une partition de strates de S̃AO

n,m,p(F ).

Le résultat pricipal de cet article est suivant

4. Théorème. Soit [k, l] ∈ [K,L]n,m,p une matrice d’indices. Alors chaque

triplet (A,B,C) ∈ H̃AO([k, l]) est semblable par U(n,F ) à un triplet unique
(Ak, Bk, Ckl) de la forme

Ak =




D1

D2

. . .

Dm


 , Bk =




B1

B2

...
Bm




}
k1}
k2

...}
km

et Ckl = [Ckl1, Ckl2 , . . . , Cklm] où

Dj =




dj1

. . .

djkj




kj×kj

, Ckj =




c11 . . . c1kj

c21 . . . C2kj

...
. . .

...
cp1 . . . cpkj




p×kj

Bj =




0 . . . 0 hj1 ∗ . . . ∗
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 ←→
j−1

0 hjkj
∗ · · · ∗




kj×m
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Les dj1, dj2, ..., djkj
sont des nombres réels satisfaisant dj1 < dj2 < ... < djkj

. Les
h1, h2, ..., hkj

sont des nombres différents de zéros dans F et ils appartiennent au

demi-plan de droite; Les éléments notés par ∗ dans Bj sont des nombres dans F ;

La matrice Ckj satisfait les conditions suivantes:

- Sa première ligne a exactement lj1 éléments différents de zéros,

- Sa deuxième ligne a exactement lj2 éléments différents de zéros à des positions
différentes de ceux de la première ligne,....,

- Sa p-ième ligne a exactement ljp éléments différents de zéros à des positions
différentes de ceux des lignes précédentes.

Par example n = 6, m = 3, p = 4; k = (2, 1, 3);

l =
(
(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1)

)
. On a ainsi [k, l] =




1 1 0 0
0 0 1 0
1 1 0 1


. Alors

(Ak, Bk, Ckl) =






x11 a12 0
a12 x12

x21

x31 a32

a32 x32 a33

0 a33 x33




,




a11 ∗ ∗

0 ∗
...

... a21 ∗

... 0 a31

...
... 0

0 0 0




,




÷ 0 0 0 ÷ 0
0 ÷ 0 ÷ 0 0
0 0 ÷ 0 0 0
0 0 0 0 0 ÷







où les éléments notés par ÷ dans Ckl sont des nombres différents de zéros dans
F .

Le Théorème sera démontré par les résultats suivants

5. Lemme. Les valeurs propres des matrices Nj (4), j = 1, 2, ...,m, sont deux à
deux différentes.

Preuve. En effet, soit b = [1, 0, .., 0]t ∈ F kj×1 une kj-matrice de colonne, alors

la paire (Nj , b) est kj-accessible, c’est-à-dire rang[b,Njb,N
2
j b, ....,N

kj−1

j b] = kj .

Comme Nj est une matrice symétrique, il existe Sj ∈ U(kj , F ) telle que SjNjS
−1
j

est une matrice diagonale:

SjNjS
−1
j = diag[d1, d2, ...., dkj

] := N0. Soit Sjb = [h1, h2, ...., hkj
]t := b0. Il est

clair que la pair (N0, b0) est kj-accessible aussi, c’est-à-dire le

rang[b0, Njb0, N
2
0 b0, ...., N

kj−1

0 b0] = kj . Donc
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0 6= det[b0, Njb0, N
2
0 b0, ...., N

kj−1

0 b0] = det




h1 d1h1 . . . d
kj−1

1 h1

h2 d2h2 . . . d
kj−1

2 h2

...
...

. . .
...

hkj
dkj

hkj
. . . d

kj−1

kj
hkj




= det




h1

h2

. . .

hkj


 det




1 d1 . . . d
kj−1

1

1 d2 . . . d
kj−1

2
...

...
. . .

...

1 dkj
. . . d

kj−1

kj




.

La deuxième partie est un déterminant de Van der Monde. Donc tous les dt,
t = 1, 2, ..., kj sont deux à deux différents. En plus, tous les ht, t = 1, 2, ..., kj ,
sont différents des zéros. Le Lemme est prouvé.

6. Corollaire. Soit (A,B,C) ∈ H̃A(k), k = (k1, k2, ...., km). Alors (A,B,C) est
semblable par U(n,F ) à un triplet unique (A0, B0, C0) de la forme

A0 =




D1

D2

. . .

Dm


 , B0 =




B1

B2

...
Bm




}
k1}
k2

...}
km

Dj =



dj1

. . .

djkj




kj×kj

, Bj =




0 . . . 0 hj1 ∗ . . . ∗
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 ←→
j−1

0 hjkj ∗ . . . ∗




kj×m

où dj1, dj2, ...., djkj
sont des nombres réels satisfaisant dj1 < dj2 < .... < djkj

et
h1, h2, ..., hkj

sont des nombres différents de zéros dans F et ils appartienent au
demi-plan de droite.

Preuve. Par le Théorème 2 et par le Lemme 5, (A,B,C) est semblable par
U(n,F ) à un triplet de la forme (A0, B0, C0). Par ailleurs, comme les nombres
réels dj1, dj2, ...., djkj

sont deux à deux différents, on peut ordonner dj1 < dj2 <
.... < djkj

. Ensuite comme les nombres h1, h2, ..., hkj
sont différents de zéros, on

peut définir le signe de ht, t = 1, 2, ..., kj , en posant

sight =





sigReht si Reht 6= 0 (la partie reele de ht est differente de zero)

sigImht si Reht = 0 et Imht 6= 0

(la partie imaginaire de ht est differente de zero)

Alors le nombre h′

t := (sight)ht appartient au demi-plan de droite.
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On pose Sj := diag[sigh1, sigh2, ...., sighkj
], alors Sj est une kj × kj-matrice

unitaire, en plus SjDjS
−1
j = Dj et SjBj satisfait les conditions du Corollaire 5.

Maitenant on prouve que A0 et B0 sont uniques. En effet, si (A0, B0) et
(A′

0, B
′

0) sont les même formes et si (A′

0, B
′

0) et (A0, B0) sont semblables, c’est-
à-dire (A′

0, B
′

0) = (SA0S
−1, SB0) pour une S ∈ U(n,F ), on va démonter que

S = In (la matrice d’unité). Mais cela peut faire directement. Le Corrollaire est
prouvé.

La démonstration du Lemme suivant nous permetera de finir la preuve du
Théorème 4.

7. Lemme. Soit A = diag[a1, a2, ...., an] une matrice diagonale avec les ai,
i = 1, 2, ..., n, sont deux à deux différents et soit C ∈ F p×n une matrice d’ordre
p × n. Alors les indices structuraux l(A,C) = (l1, l2, ...., lp) si et seulement si C
satisfait les conditions suivantes:

- La première ligne de C a exactement l1 éléments différents de zéros,

- La deuxième ligne de C a exactement l2 éléments différents de zéros à des
positions différentes de ceux de la première ligne,..... ,

- La p-ième ligne de C a exactement lp éléments différents de zéros à des
positions différenctes de ceux des lignes précédentes.

Preuve. Soit cv , v = 1, 2, ..., p, la v-isème ligne de C. Comme cv a exactement lv
éléments différents de zéros,

rang
{
ct
v , Act

v , A
2ct

v, ..., A
n−1ct

v

}
= rang

{
ct
v, Act

v , A
2ct

v, ..., A
lv−1ct

v

}
.

Donc lv(A,C) ≤ lv pour tous v = 1, 2, ..., p. Par ailleurs, les éléments différents
de zéros de cv placent à des positions différentes de ceux des lignes c1, c2, ...., cv−1,
dons les vecteurs ct

v, Act
v , A

2ct
v, ...., A

n−1ct
v n’appartiennent pas au sous-space vec-

toriel engendré par
{
ct
1, Act

1, A
2ct

1, ..,A
l1−1ct

1, c
t
2, Act

2, A
2ct

2, .., A
l2−1ct

2, ...

..., ct
v−1, Act

v−1, A
2ct

v−1, .., A
lv−1−1ct

v−1

}
.

Par conséquence lv(A,C) = lv, v = 1, 2, ..., p. Le Lemme est prouvé.

La preuve du Théorème 4 est complète .
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