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FORME NORMALE DES SYSTEMES LINEAIRES
SYMETRIQUES ACCESSIBLES ET OBSERVABLES

HOANG HOA TRAI* ET NGUYEN HUYNH PHAN™**
A la mémoire de Le Van Thiem

RESUME. Nous présentons une forme normale pour ’action semblable du groupe
unitaire sur ’ensemble des systemes linéaires symétriques accessibles et observables.
La construction de cette forme normale est basée sur des matrices d’indices invariantes
relatives & une décomposition de strates et sur la forme normale obtenue récemment
par N. H. Phan.

INTRODUCTION

Soit un groupe topologique G qui agit sur un espace topologique X, c’est-a-
dire qu’il y a une application f : G x X — X, f(a,x) := g.x, satisfaissant les
deux conditions suivantes: e.x = x et g1.(g2.2) = (9192).x, ou e est I'unité de G.
Par l'action de G on a une relation équivalente sur X définie par: =z ~ y si et
seulement s’il existe g € G tel que y = g.z. On en obtient I'espace des orbites
X/G.

La terminologie suivante introduite par Birkhoff et Maclane [1] est standard
dans la théorie du controle

Définition 1 (voir Birkhoff-Maclane [1]). Soit le groupe G agissant sur X. On
dit qu’une application N : X — X est une forme normale si:

(i)  ~ N(z),

(ii) x ~ y si et seulement si N(z) = N(y).

N(x) est appellée la forme normale de x.

Si N est une application continue, on dit que N est une forme normale con-
tinue.

Par exemple, pour l'action semblable du groupe linéaire général GL(n) sur
I’ensemble de toute matrice carrée d’ordre n X n, la forme normale de Jordan
dans l'algebre linéaire est une forme normale au sens de cette définition, mais elle
n’est pas continue.
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_Remarquons que si N est une forme normale, elle induit alors une application
N : X/G — X telle que le schéma suivant est commutatif

x M ox

PN
X/G

ol P est la projection naturelle et N transforme la G-orbite de z en z. Naturelle-
ment, NV est continue si et seulement si N 'est. Par conséquence, 'existence des
formes normales continues sur X pour 'action continue de G a un rapport avec
la structure topologique de l'espace des orbites X/G.

L’un des problemes importants de la théorie des systemes linéaires est la con-
struction des formes normales que nous examinons dans cet article.

Soit F' le corps réel R ou complex C. On note par
Lunp(F) i= F™" x Frm x ppen

Pespace de triplets (A, B, C') des matrices d’ordre n X n, n X m et p X n respec-
tivement.

Chaque (A,B,C) € zmm,p(F ) définit un systeéme linéaire de dimension n,
d’entré m et de sortie p, donné par des équations

' (t) = Ax(t) + Bu(t)

yt) = Cx(t)

Un changement de base T dans l'espace vectoriel d’état F™ définit par
x — Tz := z, transforme (1) en le systeme équivalent

Ta'(t) =2'(t) = TAT '2(t) + T Bu(t)
yt)  =CT'2(t)

(1)

(2)

Ces changements induisent une action du groupe linéaire général GL(n, F') qui
s’appelle I'action semblable sur Ly, ,,, ,(F') définie par

T.(A,B,C) — (TAT ', TB,CT™).

Dans ce cas on dit que (A, B,C) et (TAT~!,TB,CT') sont semblables par
GL(n, F).

Rapellons que le systeme (1) est dit accessible si le rang de la n x nm-matrice
[B,AB, ..., A" 1 B] est égal a n et qu'il est observable si

rang [C?, A'C, ..., (AD)""1C1 = n.

Dans ce cas le triplet (A, B, C') est appellé respectivement accessible et observ-
able.

On note par L?  (F) (resp. Ei’g,p(F)) lespace des systemes (A, B,C) ac-

n7m7p
cessibles (resp. accessibles et observables).
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Il est clair qu’ils sont les sous-espaces GL(n, F')-invariants de zn7m7p(F )

Soit ’espace d’état F'™ un espace vectoriel hermitien avec un produit scalair
n
donné par z.y = > z;7;. Un systéme défini par (1) est dit symétrique si A est
i=1
une matrice symétrique, c’est-a-dire A* = A, ou A* est ’adjointe de A.

On note par:
Smp(F) = {(A,B.C) € Ly mp(F); A" = A},
grj?,m,p(F) = {(A,B,C) S gn,m,p(F);rang[B,AB, ey AVTIB] = n}
= gn,m,p(F) N EA (F),

n7m7p

GA0 . {(AyByc) € §ém,p(F)§raHg[Ct7ACt7""’Anilct] - n}

n.m,p *

= Spmp(F)NLAC (F).

nimip

Ces espaces sont appellés respectivement l'espace des systémes symétriques,
des systemes symétriques accessibles et des systemes symétriques accessibles et
observables.

Des changements unitaires dans I'espace vectoriel hermitien F" induisent une
action semblable du groupe unitaire U(n, F') sur Ly, ;s ,(F'), tout en restant I’action
de GL(n,F). Alors les trois espaces Sy mp(F), S2, (F) et Sé’n?,p(F) sont les

n,m,p
espaces U (n, F')-invariants, c¢’est-a-dire pour tout S € U(n, F'), (A, B,C) appar-
tient & I'un des trois espaces si et seulement si (SAS~!, SB,CS~!) appartient

aussi.

Les formes normales des systémes linéaires accessibles pour 'action semblable
de GL(n, F) sur Lﬁm,p(F ) sont étudiées par beaucoup d’auteurs, par example

Kalman [10], 1965; Rosenbrock [17], 1974; Popov [16], 1972, Hinrichsen [7] 1987,
Helmke [5], 1982, 1986, Hinrichsen et Prozel-Wolters [6, 7, 8], 1986, 1987, 1989.

Les formes normales des systemes linéaires symétriques accessibles pour 'action
semblable de U(n, F') sur S;?,m,p sont éxaminées par N. H. Phan [12, 13], 1991,
[14, 15], 1994.

Ces auteurs ont donné les formes normales des systemes accessibles en décom-
posant les espaces ci-dessus en des sous-espaces invariants, sur lesquels ils ont
trouvé les formes normales explicites. Cependant, la construction complete des
formes normales des systemes accessibles et observables est encore une question
difficile.

Dans cet article nous présentons des formes normales des systeémes linéaires
symétriques accessibles et observables pour laction de U(n, F'). Notre méthode
est basé sur l'utilisation des matrices d’indices invariantes pour décomposer

210 .
Snmp(F') en des strates, sur lesquelles nous construisons des formes normales.

Nous procédons comme suit: en utilisant les formes normales des systemes
linéaires symétriques accessibles présentées par N. H. Phan [12] nous introduisons
des matrices des indices invariantes et ensuite, nous donnons explicitemant des
formes normales.
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1. MATRICE D’INDICES INVARIANTES ET FORME NORMALE

Soit (A, B,C) € §;im’p(F) et soit B = [by, b, ....,bp], ot bj, 1 < j < m, sont

les colonnes de la matrice B. Nous allons de gauche a droite dans le systeme de nm
vecteurs {bl,Abl,A2b1, ........ ,An_1b17b2,Ab27A2b27 ......... , An—le’ ........... , b
Abp,, Asbp,, ....... , A”flbm}. Nous effacons tous les vecteurs qui dépendent linéai-
rement des vecteurs precedents. Par ’accessibilité du triplet (A, B, C), i.e. le rang
du systeme de nm vecteurs ci-dessus est égal a n, les vecteurs restant forment
une base de F™. Ils sont ordonnés ainsi

H(A,B) := {b1, Aby, A%by, ..., A 7 by bo, Aby, A%, ..., AF271hy, .
ooy bins Abpy A%y, .y AP =1, )

n
ou les k; sont des nombres entiers non-négatifs et > k; = n. Si k; = 0, le block

7j=1
correspondant {bj,Abj,Aij,...,Aki—lbj} n’apparait pas. On note k(A,B) =
(k1,k2, ... k). Ces nombres ki, ko, ...., ky, sont appelés les indices structuraux

de (A, B). Tls sont les U(n, F)-invariants, c’est-a-dire k(A, B) = k(SAS~!,SB)
pour tout S € U(n, F).

Soit Ky m = {k = (k1, k2, ... k) € Z™; kj entier >0 et Y k; = n}
j=1

Alors k(A, B) € Ky, . Maintenant chaque k € K, ,,, on pose

HA(k) = {(A,B,C) € SA

nimip

(F);k(A,B) = k}.

Dans [12] nous avons monté que la collection {ﬁ Ak) k€ Knm} est une partition
de strates de S2, (F).

nimip

Soit (A,B,C) € HA(k) et soit S(A,B) la matrice unitaire obtenue par le
procédé d’ortogonalisation de Gram-Schmidt de la matrice H(A, B) désignée
comme ci-dessus. On pose

(Ay, By, Cy) := (S(A,B) ' A(S(A, B), S(A, B) "' B,CS(A, B)).

Le résultat suivant est demontré dans N. H. Phan [12]

2. Théoréme (N. H. Phan [12], Th.1.4). L’application (A, B,C) — (A, Bk, Ck)
est une forme normale continue (pour l'action semblable de U(n, F)) sur chaque
sous-ensemble HA(k). En autre, Ay, et By, ont les formes spéciales suivantes:
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'aH * * ]
0
Ny By | k1 * *
N2 BZ k?
a1
(3) Ak - 7Bk - . : -
’ 0 am1
| 0 0 0 |
4) )
Tj1 Qg 0 0 a1 * *]
ajg .Z‘jQ aj3 0
Nj = aj3 » Bj
s
a x]'kk 0 «— 0 0 = *
L ki CIR; ] ke xk; - gl 4 kjxm
J = 12,...,m. Les nombres ajo,a;s,....,aj; sont des nombres réels positifs;
aj1 est un nombre réel positif si kj > 0 et il est zéro si k; = 0. Les nombres
Tj1,Tj2, e, Tjk; SONt des nombres réels. Les éléments notés par x dans Bj sont

des nombres de F'. La matrice Cy n’est pas de la forme spéciale.

Soit N(k) =k + (]Cl + ]CQ) + (kl + ko + kg) R (]Cl +ko+ks+ ...+ kmfl).
On trouve ainsi que le nombre des parametres réels indépendants de Ay, de By
et Cy est égal a 2n + dN (k) + dpn ot d = dimpF = 1,2.

Soit k € Kn,ma k= (]{21,]{32,
HA(K) := {(A, B,O)

,km). On note par

e §AO

n7m7p

(F);k(A,B) = k}

Alors HAC(k) = HA(k) N g,é%p(F). Donc la collection {ﬁAO(k); k € Kpm} est
une partition de strates de g;:"%p(F). Soit (A, B,C) € HA9(k) et soit (A, B,C)
semblable par U(n, F') au triplet (A, By, C)) comme dans le Théoréme 2. Soit
C! la matrice transposée de C. Décomposons C}, en blocks correspondant a les

blocks de

Ch, %kl
Ck ko
Ag:Ch=1| 7|
Crm | tem
ou Cf; est une k; X p-matrice.
Comme le rang[C}, A, Ch, ..., AzflC,tc] = n et comme Ay, est une matrice diago-

nale des blocks: Ay, = diag[N1, Na, ......, Ny, ], on déduit que le rang[C}, A, C}, ......,
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AzflC,i] = n si et seulement si le rang[Cy;, N;Cy, ..., N;‘flckj] = k;, pour tous
7=12,.....m.
Par ailleurs, IV; est une matrice d’ordre k; x k;, par le Théoreme de Cayley-

Hamilton, on a
. kj—1 )
rang|Cy,, N;Cy;, ey N Iij] = rang[Cy,, N; Cy;, ey N7 Ck;] = kj.

En ramassant des resonnements ci-dessus nous obtenons le résultat suivant qui
nous aidera de construire des formes normales de (4, B,C) € S;?,m,p'
3. Lemme. Le triplet (A, B,C) € HAO(k) si et seulement si (Ay, By,) ont des
formes (3), (4) et le rang[Cy;, N;Cy,, ....,ij_lej] = kj, c’est-a-dire (N;,Cy;) €

S,‘%’p, pour tous j =1,2,...,m.

Soit (4,B,C) € HAO(k), k = (k1,ka,..... k) € Ky . Comme (N;,Cy,) €
§A

i, p» O Peut supposer que les indices structuraux de (Nj, Cy;) sont des formes

lj(Nj,ij) = (ljl,lﬂ, ..... ,ljp), c’est-a-dire lj(Nj,ij) S Kk',p'

J

Désignons par [;(A, B,C) = I;(N;, Cy;). Alors pour chaque
(A,B,C) € H* k), k= (k1 ko, .o km) € Kpm
on obtient une collection d’indices suivantes
[(A,B,C) = (L(A,B,C),15(A,B,C),...,1;m(A,B,C)) € Ky, p X Kigy p X -+ X K
c’est-a-dire (A, B,C) = (lj1,lj2,....Ljp) et i1 + Lo + ... + 1;, = k; pour tous

7=12,..,m.
Désignons par

111 112 llp
l l A
(5) k0] == k(A B,O) = | = 2
U .

Alors [k,[] est une matrice des éléments entiers d’ordre m x p dans Z™*P et
(lins L2, s ljp) € Ky py § = 1,2,...;m. Clairement

[k,1](A, B,C) = [k,1](SAS™!,8B,CS™1)

pour tout S € U(n,F). Une telle matrice [k,[] est dite une matrice d’indices
mvariantes.
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On pose
Il
lo1 22
[ Ly = { ] = |
lml lm2
k € Kn,m et (ljl, ljg, e

pour tout 7 =1,2,...,m.

lip
lop

€ Zmxp;

Lnp

,ljp) S Kk.

v}

401

Alors [k,l](A,B,C) € [K, L]pmyp. Maintenant chaque [k,l] € [K, L], mp, on

pose

HAO([k, 1)) :== {(A, B,C) € SA9

40 o(F): [k, (A, B,C) = [k,1]}.

On a pour chaque k € K, ,,, fixé que la collection

{HAC([k,10);1 = (L D2y oo ) € Ky p X Kpyp X -+ X Kp b

est une partition de strates de HA9 (k). Donc la collection {ﬁAO([k,l]); [k,1] €

[K, L]nmp} est une partition de strates de 540

n7m7p
Le résultat pricipal de cet article est suivant

(F).

4. Théoreme. Soit [k,l] € [K, L], mp une matrice d’indices. Alors chaque
triplet (A, B,C) € HAO([k,1]) est semblable par U(n,F) a un triplet unique

(Ag, By, Cr) de la forme

D,
_ Dy _
Ap = , Br=
Dy,
et Ukl = [Ckll,Ckb, Ce 7Cklm] 07)
C11
djl C21
D] = 5 Ck] - .
djkj kjxk; Cp1
0 0 hj x
B, = :
0 «— 0 hjg * -x
L J—

El kl
PQ kg
B | Vo
Clk;
Cox;
Cpk;

- ijm

pij
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Les dj1,dj2, ..., djg; sont des nombres réels satisfaisant dj; < dj2 < ... < djg;. Les
hi,ha, ..., hg; sont des nombres différents de zéros dans F' et ils appartiennent au

demi-plan de droite; Les éléments notés par * dans Ej sont des nombres dans F';
La matrice Cy; satisfait les conditions suivantes:
- Sa premiére ligne a evactement lj1 éléments différents de zéros,

- Sa deuzieme ligne a exactement ljo éléments différents de zéros a des positions
différentes de ceux de la premiere ligne,....,

- Sa p-ieme ligne a exactement l;, éléments différents de zéros a des positions
différentes de ceux des lignes précédentes.

Par example n =6, m =3, p=4; k = (2,1, 3);

1 1 00
I = ((1,1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,0,1)). On a ainsi [k,] = [0 0 1 0|. Alors
1 1 01
(Ag, By, Ca) =
) _ [ann * * ]
T11 12 0 0
aipg T12 = 0 0 = 0
o1 as1 * 0O = 0 0 O
r31 as2 0 asy 0 0 =+ 0 0
asza T32 As33 ) 0 0 O 0 =
0 asz 33 20
) Lo 0 0 |

ot les éléments notés par +~ dans C}; sont des nombres différents de zéros dans
F.

Le Théoreme sera démontré par les résultats suivants

5. Lemme. Les valeurs propres des matrices N;j (4), j =1,2,...,m, sont deuz a
deuz différentes.

Preuve. En effet, soit b = [1,0,..,0]' € F kix1 une k;-matrice de colonne, alors
la paire (N;,b) est kj-accessible, c’est-a-dire rang[b, N;b, N]?b,....,ijflb] = kj.
Comme N est une matrice symétrique, il existe S; € U(k;, F') telle que SijSfl
est une matrice diagonale:

SiN; S = diagldy, dy, ...., dx,] := No. Soit S;b = [h1, ha, ....
clair que la pair (Ng, by) est kj-accessible aussi, c’est-a-dire le

rang[bo, N;bo, N2bo, ..., No? ~'bo] = k;. Donc

s hie; ]t = bo. Tl est
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hy  dihy ... dl}:j_lhl
1
_ hy dshy ... d97'R
0 # det[bo, N;bo, N2bo, ooy N ) = det | . o0 T 2
: : S
hey dighe, o d T
hy 1 dy do
hs 1 dy dy
= det ) det .
: G
hu 1 dy, d

La deuxieme partie est un déterminant de Van der Monde. Donc tous les d,
t=1,2,...,k; sont deux a deux différents. En plus, tous les h, t = 1,2,..., k;,
sont différents des zéros. Le Lemme est prouvé.

6. Corollaire. Soit (A, B,C) € HA(k), k = (k1, ks ..., km). Alors (A, B,C) est
semblable par U(n, F) a un triplet unique (Ao, By, Co) de la forme

D1 Bl %kl
D2 B2 k2
Ag = ) , Bo= | . ]

Dy, Bu| Yem

0 e 0 hjl X L., *

dj1 . ) . . . .

Djk; ] 1, 0 — 0 hjkj * ... *

]_1 k]-><m
ot dji,d;a, ....,djkj sont des nombres réels satisfaisant dj3 < dja < .... < djkj et

hi, ha, ..., hi; sont des nombres différents de zéros dans F' et ils appartienent au
demi-plan de droite.

Preuve. Par le Théoréme 2 et par le Lemme 5, (A, B,C) est semblable par
U(n, F) a un triplet de la forme (Ag, By, Cp). Par ailleurs, comme les nombres
réels dj1,dja, ..., djx; sont deux a deux différents, on peut ordonner dj; < djo <
... < djg;. Ensuite comme les nombres hy, ha, ..., hy; sont différents de zéros, on
peut définir le signe de hy, t = 1,2, ..., k;, en posant

sigReh; si Rehy # 0 (la partie reele de h; est differente de zero)
sighy = < siglmh; si Rehy =0 et Imhy £ 0
(la partie imaginaire de h; est differente de zero)

Alors le nombre h} := (sight)h: appartient au demi-plan de droite.
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On pose S; := diag[sighi, sigha, ....,sighkj], alors S; est une k; x kj-matrice
unitaire, en plus SijS;1 = D; et S;B; satisfait les conditions du Corollaire 5.

Maitenant on prouve que Ay et By sont uniques. En effet, si (Ao, By) et
(A, B)) sont les méme formes et si (A, B()) et (Ao, By) sont semblables, c’est-
a-dire (A), By)) = (SApS™1,SBy) pour une S € U(n, F), on va démonter que
S = I, (la matrice d’unité). Mais cela peut faire directement. Le Corrollaire est
prouvé.

La démonstration du Lemme suivant nous permetera de finir la preuve du
Théoreme 4.

7. Lemme. Soit A = diagla,as,....,a,] une matrice diagonale avec les a;,
1 =1,2,...,n, sont deux a deux différents et soit C € FP*™ une matrice d’ordre
p x n. Alors les indices structurauz [(A,C) = (I1,12, ....,1,) si et seulement si C

satisfait les conditions suivantes:
- La premiére ligne de C a exactement l; éléments différents de zéros,

- La deuxieme ligne de C a exactement lo éléments différents de zéros a des
positions différentes de ceux de la premiére ligne,..... ,

- La p-ieéme ligne de C a eractement l, éléments différents de zéros a des
positions différenctes de ceux des lignes précédentes.

Preuve. Soit ¢,, v =1,2,...,p, la v-iseme ligne de C. Comme ¢, a exactement [,
éléments différents de zéros,

toAt A2t n—1t\ _ t oAt A2 ly—1 .t
rang{cl, Acl, A%c}, ..., A"} =rang {c}, Ac}, A%, ... ALY

Donc [,(A,C) <, pour tous v = 1,2, ..., p. Par ailleurs, les éléments différents
de zéros de ¢, placent a des positions différentes de ceux des lignes ¢y, co, ..., ¢cy—1,
dons les vecteurs ¢, Act, A%c! ..., A" 1c! n’appartiennent pas au sous-space vec-
toriel engendré par

oAt A2t =1t t At A2t la—1 t
{cl,Acl,A Cly AN e, 65, Ay, Afey, . AT,

¢ ¢ 2 ¢ ly—1—1 .t
vy Cy1, Ay _1, A% Cy_q, ., AT cv_l}.

Par conséquence 1,(A,C) =1,, v =1,2,...,p. Le Lemme est prouvé.

La preuve du Théoréme 4 est complete .

BIBLIOGRAPHIE

[1] G. Bikhoff and Maclane, A survey of modern algebra, Macmillan, New-York, 1979.

[2] H. Glusing-Luerben and D. Hinrichsen, A Jordan control canonical form for singular sys-
tems, Int. J. Control 48 (5) (1988), 1769-1785.

[3] M. Hazewinkel, Moduli and canonical forms for linear dynamical systems II, The topological
case, Math. Systems Theory 10 (1976-1977), 363-385.

[4] M. Hazewinkel, Moduli and canonical forms for linear dynamical systems III: The algebraic
geometry case, in Lie Groups: History frontiers and Applications, Vol 7 (eds. C. Martin
and R. Hermann) 291-336, Math. Sci. Press, 1977.



[5]

(15]
(16]

(17]

FORME NORMALE DES SYSTEMES LINEAIRES SYMETRIQUES 405

U. Helmke, Zur topologie des Raumes linearer Kontrollsysteme, Ph. D. Thesis, University
Bremen, 1982.

D. Hinrichsen and D. Pratzel-Wolters, Jordan echelon forms for linear state and input
transformation, Proc. 25th Conference on decision an Control, Athens, 1986.

D. Hinrichsen, Metrical and topological aspects of linear control theory. Syst. Anal. Madel.
Simul. 4 (1) (1987), 3-36.

D. Hinrichsen and D. Pratzel-Wolters, A Jordan canonical form for reachable linear systems.
Linear algebra and its applications, 122/123/124/, 489-524, 1989.

D. Hinrichen, D. Salomon, A. J. Pritchard et al...., Introduction to mathematical system
theory, Lecture for a joint course at the Universities of Warwick and Bremen, 1983.

R. E. Kalman, Irreducible realizations and the degree of the rational matriz, STAM J. Control
13 (1965), 520-544.

R. E. Kalman and P. 1. Arbib and Falb, Topics in Mathematical system Theory, McGraw-
Hill, 1976.

Nguyen Huynh Phan, On the topology of the space of reachable symmetric linear systems,
Lecture Notes in Mathematics, 1474 (1991), 135-253.

Nguyen Huynh Phan, On the topology of the space of reachable skew-symmetric hamil-
tonnian linear systems, Rendiconti di Mathematica, serie 7, Vol 11, Roma, 541-558, 1991.
Nguyen Huynh Phan, La relation d’homotopie entre l’espace des systéemes linéaires hamil-
toniens antisymétriques accessibles et l’espace des systémes linéaires accessibles, Bulletin
des Sciences Mathématiques 118 (1994), 325-341.

Nguyen Huynh Phan, Sur la topologie de l’espace des systémes linéaires Hamiltoniens ant-
symétriques accessibles, Annales de I'Institut Fourier 44 (1994), 967-985.

V. M. Popov, Invariant description of linear, time-invariant controllable, SITAM J. Control
10 (1972), 252-264.

H. H. Rosenbrock, State Space and Multivariable Theory (London: Nelson), Int. J. Control
20 (1974), 191.

* LE LYCEE SPECIAL DE LE KHIET,
QUANG NGAI, VIETNAM

** ECOLE NORMALE DE QUANG BINH,
DonG Hoi, QUANG BINH, VIETNAM.

E-mail address: nghphancdspqb@ hn.vnn.vn



