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L’ANNEAU DE COHOMOLOGIE DE L’ESPACE DES
SYSTEMES LINEAIRES SYMETRIQUES ACCESSIBLES

NGUYEN HUYNH PHAN* ET HOANG HOA TRAI**
A la mémoire de Le Van Thiem

RESUME. Nous avons démontré dans cet article que I’anneau de cohomologie
de la variété S, . (F) de tout systeme linéaire symétrique accessible de dimen-
sion n et d’entrée m avec les coefficients dans le corps réel ou complex F est iso-
morphe au sous-anneau op,-invariant (H* (P™~1(F)x P~ 1(F)x.--x P"~1(F);G))n
ou l'action du groupe symétrique o, est induite par les permutations des n fac-
teurs du produit de descartes P~ 1(F)x P~ 1(F)x.--x P"~1(F) des n espaces
projectifs de dimention m—1.

INTRODUCTION

Soit F' le corps réel R ou complex C. Un systéme linéaire de dimension n et
d’entrée m donné par I’équation d’états

(1) dz(t@ — (1) = Ax(t) + Bu(t)

ou A, B sont des matrices dans F™*™ et F™*™ respectivement.
La solution de (1) avec la condition initiale z(0) =0
t
x(t) = /aA(ts)Bu(s)ds
0

exprime que le controle u(s) transfere le systeme de ’état initial 0 & l'instant 0
en l’état final z(¢) a l'instant t.

Le systeme (1) est dit accessible si quel que soit x € F™ il existe un instant
t > 0 et un controle u(s) tel que

t
x=ux(t) = /eA(t_s)Bu(s)ds.
0
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Kalman [10] a donné un critere algébrique de 'accessibilité comme suivant: Le
systeme (1) est accessible si et seulment si le rang de la n X nm- matrice [B, AB,
A%B, ..., A" 1B] est égal a n. Dans ce cas la paire (A4, B) est dite accessible.

Supposons maintenant que l'espace d’état F™ est munit une forme hermitienne

n
(x.y) = szyz, x,y € F".
i=1
Le systeme (1) est dit symétrique si A = A*, ou A* est 'adjointe de A.
On désigne par S, ,, (F') lespace des systémes linéaires symétriques accessibles.

Soit U(n, F) le groupe unitaire. Un changement de base hermitienne dans
lespace unitaire F™ donné par Tz(t) — y(t); T € U(n,F) transforme (1) en
I’équation équivalente

(2) T (t) =y (t) = TAT 'Tx(t) + TBu(t) = TAT 'y(t) + T Bu(t).

Il est claire que (1) est symétrique (resp. accessible) si et seulement si (2) est
symétrique (resp. accessible) aussi.

Ces transformations unitaires induisent une action analytique, qui s’appelle
l'action semblable, du groupe unitaire U(n, F') sur Pensemble S, ,,(F') de toute
paire (A, B) symétrique accessible:

Snm(F) = {(A,B) € F™™ x F"™"™ rang[B, AB, A’B, ..., A" B] = n et
A=A},

U(n, F) agit T.(A, B) — (TAT~',TB).

On constate que toute paire (A, B) semblable détermine le méme systéme
donné par (1). En raison de cela, S, ., (F) est identifié & l'espace des orbites
Spm(F)/U(n, F).

La topologie de Sy ,,(F') est étudiée pour la premiere fois dans [14] (1990),
[12] (1991), [13] (1991), et dévelopée dans [15] (1994) et [16] (1994). Nous avons
démontré que Sy, , (F') est une variété analytique réelle de dimension 2n+dn(m—
1); d = dimpF = 1,2 et que la projection naturele

72 Spm(F) = Spn(F) = Spm(F)/U(n, F)

est un fibré principal de groupe structural U(n, F'). Nous avons déterminé com-
pletement le goupe d’homologie de S, 1, (F); il est isomorphe a celui de la Grass-
mannienne Gy, n+m—1(F) de tout espace vertoriel de dimension n dans F™+m~1
([12], Th.3.10):

H*(Sn,M(F)uG) = H*(Gn,nerfl(F)?G)

ou ’anneau des coefficients

G- VA s% F=C
Zy si F=R.
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Toutefois, la structure de 'anneau de cohomologie de Sy, ,,,(F') est encore une
question ouverte. Le but de cet article est de résoudre ce probleme ouvert.
Pour cela, tout d’arbord nous immeregons le produit de Descartes P™~(F) x
P Y(F) x .- x P""Y(F) des n espaces projectifs P™~!(F) de dimension m —
1 dans S, ., (F), ensuite nous immeregons S, ,,(F) dans la Grassmannienne
G n(m+1)(F), enfin, nous calculons I'anneau de cohomologie de Sy, ,,(F) en util-
isant ceux de P H(F) x P H(F) x -+ x P Y(F) et de Gy, yy(m1)(F).

Cet article comporte deux paragraphes. Dans la premiere paragraphe nous
contruisons les immersions indiquées au-dessus. A la deuxiéme paragraphe nous
présentons les fibres induites par ces immersions et en les utilisant nous déterminons
I'anneau de cohomologie de Sy, o, (F).

1. LES IMMERSIONS

bl
b2
Soit B=| .| € F»™m b e FIX™, j=1,2,...,n une matrice.
pn
Fixons la matrice diagonale A = diag[1,2,.....,n] € F™*". On trouve que le

rang [B, AB, A?B, ..., A" B] = n, cela dit que la paire (A, B) est accessible, si
et seulement si tous les n vecteurs lignes b’ de la matrice B sont différents de
vecteurs zéros.

Soit 8™~! la sphere de dimension m — 1 dans F™ et soit p : S~ — P™~L(F)
I'application quotion sur l’espace projectif P™~!(F) donnée par p(b) = [b] :=
{b, —b}. On sait que p est un fibré pricipal de groupe structural Z, = Z/2Z.

Nous considérons I'immersion
TS =8ml e §m Tl ko x §™TL 5 5, L (F)
donnée par
bl
b2
(b1, 02, oo b)) — (A, , )
bn

Alors J induit une application de fibré qui forme le schéma commutatif suivant

! !
Sl x8mlx . xsmt L 5 (F)
PXPX..Xp | l 7
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ou l'inclusion naturelle ¢ donnée par
(£1,...,+1) — diag[£l,...,£1] € U(n, F),
bl
b2
T () 1% ) = [ (A | ]S
bn
ot [(4, B)] est la notation de la U(n, F)-orbite de (A, B) dans Sy, ,,,(F'). J est dite

I'immersion de Helmke-Brynes qui I’étudient dans [8] (une immersion analogue a
été bordée dans [14], Lemme 3.3; 1990).

Soit K : Sy (F) — Grp(m+1)(F) 'immersion de Kalman qui transfere 'orbite
(A, B)] dans Sy, ,(F) en le sous-espace vectoriel de dimesion n dans F™(m+1)
engendré par n lignes de la (n x nm)-matrice [B, AB, ..., A" 1B, A"B].

On en obtient le schéma commutatif suivant

mel(F) X mel(F) X ... X mel(F) — Sn,m(F)

p=KoJ N K
n,n(m—i—l)(F)'

D’ou on a le schema commutatif des anneaux de cohomologie
H*(Sum(F):G) L5 H*(P™Y(F) x P"Y(F) x ... x P"L(F);G)
(1.1) K* N ¢t =J0K”
H*(Gn,n(erl)(F); G);

G Z s? F=C
Z2 si FF=R.

Soit o, le groupe symétrique de tous les permutations des n éléments. Désignons
par (H*(P™ YF) x P Y(F) x --- x P""1(F);G))?" le sous-anneau o,,- invari-
ant de H*(P™Y(F) x P""Y(F) x ... x P™""1(F); G) o laction de o, induite par
les permutations des n facteurs du produit de Descartes P~ 1(F) x P™~Y(F) x
oo X PR,

Le résultat pricipal de cet article est suivant

1.1. Theoréme.
J*: H*(Spm(F); G) — (H*(P" Y (F) x P Y(F) x --- x P""Y(F); Q)"
est un isormorphisme d’anneau.

La démonstration de ce Théoreme sera présentée dans la suite.
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2. LES FIBRES INDUITES ET LA DEMONSTRATION
DU THEOREME 1.1
Soit Jpn,m(F') Tespace fibré vectoriel sur S, p,(F') induit par le U(n, F))-fibré
pricipal 7 : Sy (F) — Spm(F) dont la fibré & Porbite [(A, B)] € Spm(F) est
P’espace vectoriel de dimension n engendré par les colonnes de [B, AB, ...... ,ALB).
Soit Yy n(m+1)(F) la fibre vertorielle universelle de dimension n sur la Grass-
mannienne G, (1) (F). On a

2.1. Lemme

a) jn,m(F) = K (7n,n(m+1)(F))7 ot K+(7n,n(m+1)(F)) est la fibré image
réciproque de ’Yn,n(m+1)(F) induite par U'immersion de Kalman K.

b) T (Tnm(F)) = ¢* (Vnn(m+1) (F)) =

= prit (ym (F) @ prot (vim(F)) @ ..o @ pro* (y1,m(F)),

0t JH(Tnm(F)) et o1 (Ypn(m+1)(F)) sont les fibrés images réciproques induites
par les immersions J et ¢; La somme deriére est la somme de Whitney des fibres
images réciproques pr;t (y1,m(F)) de v1.m(F) induites par les r; - iéme projections
naturelles, i = 1,2, .....,n; pr; : P Y F)x P Y F)x..x P"Y(F) — P"Y(F);
(o', .. [t'], ., [b"]) — [b°].

Preuve. a) En effet, K est une application fibré pricipale, cela dit qu’il y a le
schéma commutatif

Umn,F) — GL(n,F)

! !
S771,17’L(F1) L Vn,n(m-{—l) (F)
T | !

Sn,m(F) - Gn,n(m-{—l)(F)a

ot V, n(m+1) (F) est la variété de Stiefel de tout n-repere dans F° n(m+1) of transfere
(A, B) en le n - repere engendré par n lignes de [B, AB, ..., A"~ !B, AB".
Comme I'espace fibré de K™ (7, n(m+1)(F)) est Uensemble de toute paire (s,v) €

gnm(F) X Vi n(m+1) (F) tel que I?(s) = m(v), on obtient Jp, p (F) = K+(7n7n(m+1)(F)).

La partie a) est prouvé
b) En verdu de la partie a) on a

J+(~7n,m(F)) = J+K+(7n,n(m+l)(F)) = 90+(7n,n(m+1)(F))'

Par ailleur, ¢ (7,, 5 (m41)(F)) est une fibre vectorielle sur P~ 1(F) x P™~1(F) x
. x P™L(F), on en déduit que J(Jm(F)) est isormorphe & la somme de
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Whitney
pr1it (vm(F)) @ prot (rim(F)) & ... ® pro™ (y,m(F)).

Le Lemme est prouvé.

2.2. La démonstration du Théoréme 1.1

Nous rappellons tout d’abord quelques résultats concernant a ’anneau de co-
homologie de la Grassmannienne Gy, p4+m—1(F') qu’on trouvera en détail dans le
livre de Milnor et Stalsheff [11] et dans la These de R. Thom [17] et dans les
articles de S. Chern [3] et de C. Ehresmann [5].

Soit wia = Wak (nn(mi1)(C)) € H* G pimi1)(F);G); d = dimpF = 1,2;
k = 1,2,...,n, la classe de cohomologie de Stiefel-Whitney-Chern universelle
kd - ieme de la fibre vectorielle universelle v, y4m—1(F) sur la Grassmanni-
enne G pnim—1(F) (voir Milnor-Stalsheff [12]). Soit Glwg, wad, ...., wpq) 'agebre
polynome engendré par wq, wag, ...., Wpq- S0it w = 1+wg+wog+....+wng la classe
de Stiefel-Whitney-Chern totale de vy, p4m—1(F') et soit W =1+ W + - - - + Way,
la classe duale définie par la relation ww = 1. Désignons par I(n,n+m—1) I'idéal
dans Glwg, Wagd, ..., Wnq] engendré par Wa(14pm—1), Wa(24m—1)s - - - » W2(nm—1)- Alors
(voir [12]) on a isomorphisme:

H*(Gnpim—1(F); G) = Glwg, wag, .., wpgl/I(n,n +m — 1).

En particulier, si = 1 Gy, (F) est I'espace projectif de dimension m — 1;
Gim(F) = P™}(F). Dans ce cas on a

H*(P™YR); Z3) = ZoJun]/(w1™ = 0);  wy € HY(P™ Y(R); Zo) et
H*(P™YC); Z) =2 Zwy]/(wh = 0);  wy € HX(P™ YC); Z).
Soit £,y =1®...0 10wy R1®...Q1,i=1,2,...,n; wy apparaite a la i-ieme
place. En appliquant la forme de Kunneth on obtient
H*(P"YF) x P"Y(F) x ... x P""Y(F); Q))
~ (H*(P"YF);G)®...@ H(P™(F);@))
g{zg[xl,...,xn]/(x —..=gm=0) siF=R

=3
Zxa, ..., xon]/(xf =2 =---=ah, =0 siF=C.

Donc le g-ieme groupe de cohomologie (H4(P™L(F)x P 1(F)x- .. x P™"1(F); G))o"
est engendré par les mondémes symétriques standardes de degrée ¢q. Autrement
dit, si on pose

Yom i={t=(t1,..,tn) €2"0<t, < ... <t <m—1}
et pose [t| :=t1 + .... + t, on obtient
(HY(P™ YF) x P"YF) x --- x P"YF); G)" = Gba
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ou by = card {t €Y, mlt = q}. Donc par [13], Th. 3.10, on a les isomorphismes
des groupes de cohomologie suivants

H (S0 (F); G) = H (G i1 (F): G)
~ (HI(P™ N F) x PN (F) x - x P"Y(F));G)""
pour tous 0 < ¢ < dn(m —1); d =dimpF =1, 2.
Regardons maintenant le schéma (1.1). Comme
dimg H*(Sym; G) = dimg(H*(P™ Y(F) x P"Y(F) x --- x P™"Y(F);G))7"
alors si on démontre que
Imp* = (H*(P™Y(F) x P""HF) x --- x P""Y(F)); G)",
on déduit que
ImJ* = (H*(P™ Y(F) x P"Y(F) x --- x P"Y(F));G)°",

c’est-a-dire que J* est surjective, donc c¢’est un isomorphisme. Pour cela, d’apres
Grothendieck, on calcule ¢* sur les classes de Stiefel-Whitney-Chern universelles
de cohomologie wra(Vnn(m+1)(F)), k = 1,2,...,n, dela fibre universelle ,, , (1) (F)
sur la Grassmannienne Gy, (1) (F)-

On regarde le cas complex; ' = C. Pour le cas réel la démonstration est
analogue. Soit

Wok = w2k(7n,n(m+1)(c)) S H%(Gn,n(mﬂ)(c); G)

la 2k-ieme classe universelle de Chern de la fibre 7, ;,(5,4-1)(C). On aura par le
Lemme 1.1.b que

&2 H Gy (C); Z) — H*(P"1(C) x P"(C) x oo x P"1(C); Z)
définite par
¢* (war) = war (T (Tnm(C))
= w2k(90+(7n,n(m+1)(0)))
= Y walerf (nam(@)walpri, (1.m(C)) - wapr (11,m(C))

1<ip<-<ig<n

= E Li Lig -+ - Tiy

1<ip<--<ig<n
Donc ¢*(wg) est un polynome symétrique élémentaire de degrée 2k, alors
¢ (way) € (H*(P""L(F) x P"™Y(F) x -+« x P"=Y(F); )"
pour tous k = 1,2, ...,n, c’est-a-dire
Img* C (H*(P™ Y(F) x P YF) x --- x P""YF)); G)™.

Inversement, comme (H*(P™ Y(F)x P™" 1 (F)x---x P"1(F)); G)°" engendré
par les polynémes symétriques invariants pour l'action de permutation de oy,
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et chaque de ces polynomes est un polynome en les polynomiens symétriques
élémentaires, donc

Img* = (H*(P™ Y(F) x P YF) x --- x P"YF)),G)™.
Le théoréme est prouvé.
Remarque. Malgré les groupes de cohomologie de Sy, 1, (F') et de Gy ppm—1(F)

sont isomorphismes mais par le Théoreme 1.1 leurs anneaux de cohomologie ne
sont pas égaux. Toutefois, quand m tent vers infinitif; m — oo, on sait

HY(P¥(R), %) = Zofun] et H*(P¥(C); Z) = Zluws),
donc (voir Milnor-Stalsheff [12],7)
(H*(P°(F) x P®(F) x -+ x P®(F);G)°™

12

(H*(Gn,oo(F)? G))

ZQ[J?l,l‘Q,...,xn] siF=R
Zlro, x4y ..., T2 siF=C

Donc H*(Sy,m(F); G)) est isomorphe & H*(Gp nym—1(F); G)) quand m — oo.
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