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EQUATIONS STOCHASTIQUES D’UN GAZ
VISQUEUX ISOTHERME DANS UN DOMAINE
MONODIMENSIONNEL INFINI

HISAO FUJITA YASHIMA

ABSTRACT. Nous étudions I’équation stochastique pour un gaz visqueux iso-
therme dans le domaine | — oo, +00[ sous une force potentielle telle que la
masse totale du gaz en équilibre soit finie. Nous y considérons deux types
de perturbation stochastique: celle donnée par rapport aux points matériels
représentés par les coordonnées lagrangiennes et celle donnée par rapport aux
positions représentées par les coordonnées eulériennes. L’existence et I'unicité
de la solution globale sont démontrées pour tous les deux cas, en s’appuyant
sur des estimations a priori dans les coordonnées lagrangiennes ainsi que celles
dans les coordonnées eulériennes.

1. INTRODUCTION

Dans ce qui suit nous allons envisager I’équation stochastique d’un gaz visqueux
isotherme dans le domaine | — 00, +00[, considérant le mouvement du gaz soumis
a une force dérivant d’un potentiel ainsi qu’a une perturbation stochastique;
dans cette étude nous supposons que le potentiel ®(x) satisfait a la condition
ffooo e ®@)dr < o0, de sorte que le gaz aura une masse finie dans le domaine
| — 00, +00]. Le but du présent mémoire est de démontrer I'existence et 'unicité
de la solution de cette équation stochastique dans le cas d’une perturbation sto-
chastique donnée par rapport aux coordonnées lagrangiennes et dans le cas d’une
perturbation stochastique donnée par rapport aux coordonnées eulériennes.

Quant aux équations stochastiques pour le gaz visqueux en général, nous rap-
pelons d’abord que, pour I'équation dans un domaine monodimensionnel borné
D =Ja, b[ avec une perturbation stochastique donnée par un processus de Wiener
défini par rapport aux coordonnées lagrangiennes, le théoreme d’existence et
d’unicité a été démontré dans [9]. D’autre part un résultat d’existence et d’unicité
pour ’équation stochastique d’un gaz visqueux dans un domaine bi—dimensionnel,
avec la viscosité donnée comme fonction particuliere de la densité, a été obtenu
dans [8]. Nous renvoyons les considérations générales sur les équations d’un gaz
visqueux a [1], [2].

Dans le présent travail nous envisageons 1’équation stochastique
(I.1)4 odv = [— V0,V + 10,0,V — Oy — 00 P|dt + 0d(G 0 &)
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et I’équation stochastique
(1.1)p 0dv = [—v0,v + 10,00 — Oy0 — 00, P]dt + odH,

ol u est une constante positive et

T

(God)(x,t) = G(E(x,1),1),  &(a,t) = / o', t)da’;

—00
(1.1)4 comme (1.1)p doit étre accouplée avec
(1.2) Buo + Ba(0v) = 0.

Dans (1.1) 4—(1.2) ainsi que dans (1.1)p—(1.2), v et o désignent respectivement la
vitesse et la densité du gaz; (1.1)4 comme (1.1)p est '"équation du mouvement,
o, le gaz étant supposé isotherme, la pression est considérée proportionnelle au
gradient de la densité; (1.2) est '’équation de continuité. Le systéme d’équations
(1.1)4—(1.2) comme (1.1)p—(1.2) est a considérer avec les conditions initiales

(1.3) v(,0) = vo(z),  o(x,0) = o).

Dans (1.1) 4 la perturbation stochastique est donnée par le processus stochas-
tique G a valeurs dans un espace fonctionnel défini sur l'intervalle 0 < & < 1
des coordonnées lagrangiennes £. Ca signifie que la perturbation est donnée
directement par rapport aux points matériels du gaz représentés par les coor-
données lagrangiennes £ et non par rapport aux points = de 'espace | — oo, +0o0].
D’autre part, dans (1.1) 5 la perturbation stochastique est donnée par le proces-
sus stochastique H a valeurs dans un espace fonctionnel défini sur le domaine
| — 00, +00[ des variables = qui représentent la position dans 'espace physique
dans lequel nous considérons le mouvement du gaz. (Les espaces fonctionnels
qu’on vient de mentionner seront précisés dans I’énoncé du théoreme 2.1 et celui
du théoreme 2.2.) La perturbation dans (1.1)4 pourrait étre interprétée comme
perturbation d’origine interne dans le gaz, tandis que celle dans (1.1)p pourra
étre des bruits provenant de l'extérieur du gaz. Il mériterait également de re-
marquer que, du point de vue mathématique, le traitement de la perturbation
due & H dans (1.1)p requiert la combinaison d’estimations dans les coordonnées
eulériennes et de celles dans les coordonnées lagrangiennes, ce qui, a notre avis,
constitue un des points d’intérét considerable du présent travail.

Maintenant nous précisons les coordonnées lagrangiennes massiques que nous
allons utiliser dans la suite. Comme, grace a I’hypothese

o0
(1.4) / e @ dr < oo,
—00
la densité aura l'intégrale finie dans | — oo, +00[, nous convenons de normaliser

l'unité de masse de telle sorte que la masse totale du gaz sur | — oo, +00] soit
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égale a 1, c’est-a-~dire

(1.5) / oo(z)dr = / o(x,t)de =1 Vt > 0;

la premiere égalité dans (1.5) est due a la conservation de masse et donc a (1.2).
Les coordonnées lagrangiennes massiques (£,t) € ]0,1[xR; sont par définition
liées aux coordonnées eulériennes (x,t) € R x R, par les relations

t
aaw:xa@+/ﬁm@¢»wﬁc
0

20(€) =€), @) = [ oo’
en vertu de (1.2), il en résultera

(1.6)bis £(z,t) = / ol t)da.

Au moyen de ces coordonnées lagrangiennes massiques (&,t) € ]0, 1[xR, on peut
transformer les équations (1.1)4, (1.1)p et (1.2) en

(1.7)a dv = [0¢(00:v) — Ogo — (0,P) o x]dt + dG,
(1.7)p dv = [0 (00¢v) — Ogo — (0, P) o x|dt + d(H o x),
(1.8) Oro + 928511 =0,

(0:®) o x et H o x désignant des fonctions composées. Nous renvoyons a [1] les
détails sur les coordonnées lagrangiennes massiques et la transformation relative
des équations. Il est évident que les équations (1.1) 4, (1.1)p et (1.2) équivaudront
a (1.7) 4, (1.7)p et (1.8) respectivement. Les conditions (1.3) peuvent étre trans-
formées d’une maniere triviale en des expressions relatives aux coordonnées la-
grangiennes, qu’on notera (1.3)r.

Nos problemes peuvent étre résumés comme suit:
(A): étant données vy, 9o et G, trouver un couple (v, o) de variables aléatoires

satisfaisant & (1.1) 4, (1.2) et (1.3), ou, ce qui revient au méme, a (1.7) 4, (1.8) et
(1.3),

(B): étant données vy, g9 et H, trouver un couple (v, p) de variables aléatoires
satisfaisant a (1.1)p, (1.2) et (1.3), ou, ce qui revient au méme, a (1.7)p, (1.8) et
(1.3)1;

v et ¢ devront étre cherchées dans un cadre fonctionnel convenable a préciser.
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Il est important de rappeler la densité en état d’équilibre représentée par la
fonction

(1.9) Oeq(t) = 5
/e‘b(x/)dlj
—o0

on voit aisément que g, vérifie I'équation d’équilibre 0p0cq + 0eq0:P = 0 et
qu’on a ffooo Ocq(x)dz = 1. Pour les coordonnées lagrangiennes, on définit d’une
maniere naturelle la fonction g., par la relation

(1.10) Qeq(f) = @eq(weq(f))a

oll Z¢q(€) € R est déterminé par la relation
xeq(é)
(1.11) / Oeq(x')dz! = €.

—00

Comme on verra dans la suite, la fonction o.4(£) introduite ci-dessus jouera le
role de référence pour les fonctions o(&,t) représentant la densité a l'instant ¢. En
d’autres termes, on considérera ’évolution de la distribution de densité du gaz
dans la classe de fonctions de densité “comparables” avec celle d’équilibre donnée
dans (1.9).

2. RESULTATS

Pour énoncer les résultats, nous avons besoin de préciser le cadre fonctionnel,
dans lequel nous cherchons la solution. En utilisant les coordonnées lagrangiennes
massiques (&,t) € |0, 1[xR,, on introduit les normes

(2.1) ull3ro = llull 201y

(2.2) lullr = llv/@eq el 20,1y

(2.3) [ullfe = 110 (2eqPew)lI72(0 1)

et on définit les espaces V™ (m = 0,1,2) comme 'adhérence de C§°(]0, 1[) par
rapport a la topologie déterminée par la norme || - ||ym

(24) v =g

Nous supposons que la fonction ge,4(€) est telle que 'immersion de V' dans V°
comme celle de V2 dans V! soit compacte. C’est le cas, par exemple, si

0eq(§) = ¢ min(€”, (1 -¢)%) (@ <2)

(voir par exemple [6]). En réalité, c’est une conséquence de I’hypothese (2.5)
imposée ci-dessous et on constatera par des calculs élémentaires (utilisant (1.9)—
(1.11)) qu’elle est compatible avec la condition (2.6), qu’on va imposer sur gq(§).
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Pour les fonctions ® et g, on supose en effet, outre (1.4), que

(2.5) ® € CY(R), sup |0, P(x)| < oo,
z€R

(2.6) De0ey € LX(0,1).
Pour le probleme (A) on a le

Théorem 2.1. On suppose que les fonctions ® et gy satisfont aux conditions
citées ci-dessus et que G est une martingale continue définie sur la base sto-
chastique (Q, F, (F3)s,P) a valeurs dans V? telle que Go = 0 P—p.s.. Si T est un
nombre positif et si (vg, 0o) est une variable aléatoire d valeurs dans V' x L>=(0,1)
mesurable par rapport a Fy et vérifiant les conditions

00(§) < sup 00(€)

7 inf P—p.s.
(2 ) 0< 0g§<1 Qeq(&) - 0i1g<1 Qeq(f) = L
2.8 0, 2&) 2y P —p.s.
( ) égeq(f) 6 ( Y ) p S Y

alors il existe une variable aléatoire (v, p) a valeurs dans

(L>=(0,T5 V) N L*(0, 75 V?)) x L(]0,1[x]0, T)
et une seule (& une modification prés) qui est solution du probléme (A) P—p.s.
et telle que o satisfasse auxr conditions

o(6,t) _ sup 0(§,1)

2.9 0< < < 00 P—p.s.,
( ) 0<€<1,0<t<T Qeq(&) 0<£<1,0<t<T Qeq(&)
t
(2.10) ag@ € L*(0,T;L*(0,1)) P —p.s..
Qeq(g)

Comme les estimations a priori qu’on va démontrer ne dépendent pas de la
norme de G(-,t) dans V2, on peut bien espérer prouver 'existence d'une solution
sous I’hypothése que G soit une martingale continue & valeurs dans V. Mais pour
construire d’une maniere élémentaire la solution locale en considérant I'inconnue
uw = v — G au lieu de v, il est commode de supposer que G soit & valeurs dans V2.
Pour cela, dans ce travail nous nous contentons de prouver 'existence et I'unicité
de la solution sous ’hypotheése que G soit & valeurs dans V2, en renvoyant & des
prochains travaux 1’étude du cas oit G est & valeurs dans V.

On remarque d’autre part que, dans le cas ot G = (Gy¢); est un processus de
Wiener vérifiant les conditions

E((Gt — G, ex) (Gt — Gs, em)) = [t — 8[6kmauk,

o0
Zak =1,
k=1

o)
Z Moy, < 00,
k=1
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ot {ex} est une base orthonormale de VY telle que
—0c0eqOcer, = Apex,
quelques expressions dans l'estimation des intégrales stochastiques seront sim-
plifiées.
Pour le probleme (B), on a le

Théorém 2.2. On suppose que les fonctions ® et o.4 satisfont aux conditions
citées ci-dessus et que H est une martingale continue définie sur la base sto-

chastique (2, F, (F)¢,P) a valeurs dans H(R) N {h\\/%ﬁxaxh € L*(R)} telle

eq
que Hy = 0 P—p.s.. Si T est un nombre positif et si (vg,00) est une variable
aléatoire & valeurs dans V' x L*(0,1) mesurable par rapport a Fy et vérifiant les
conditions (2.7)—(2.8), alors il existe une variable aléatoire (v, ) & valeurs dans
(L0, T; V) N L2(0,T; V?)) x L*(]0,1[x]0,T[) et une seule (a une modifica-
tion prés) qui est solution du probléme (B) P—p.s. et telle que o satisfasse auz
conditions (2.9)—(2.10).

Comme pour le Théoreme 2.1, les estimations a priori qu’on va établir dans
la démonstration du Théoreme 2.2 ne dépendent que de la norme de H(-,t)
dans H'(R) et donc il est légitime de conjecturer I'existence de la solution sous
I'hypothese que H soit & valeurs dans H'. Mais dans ce travail nous supposons

que H est & valeurs dans H'(R) N {h\\/%&,;&vh € L*(R)} pour garantir une
eq

construction élémentaire de la solution locale (u = v — H, g).

Pour démontrer les Théoremes 2.1 et 2.2, nous introduisons des restrictions
graduelles aux conditions posées dans ’énoncé des théorémes sur la variable
aléatoire (vg, 0o) et les martingales G et H, de telle sorte que les solutions obtenues
sous ces restrictions reconstruisent, lorsque les restrictions seront graduellement
levées, la solution désirée sans ces restrictions.

Plus précisément, on va démontrer les Théoremes 2.1 et 2.2 sous les conditions
supplémentaires

(2.11) 0<mg < 00(5) < My <oo VE E]O, 1[ P—ps.,
Qeq(f)
2
2.12 2 %) |1* P—p.s.
212 Julf+00) + o 2 es | s @< oo Pops,
(2.13) Lo(t) = || << G >> HLOQ(Q;U((VI),;V”) <oo VteRy,
(2.14) Ly(t) = || << H >>; HLOO(Q;D((HI(R)),;H%R))) <oo VteERy,
ou
Ji (2) () ()
~ 0o\T 0o\T 0o\T
2.15 @0:/ T)| = log | = — = + 1|dz,
( ) ( ) . Qeq( )[Qeq(x) g (Qeq(x)> Qeq(x)

tandis que << G >> et << H >> désignent les processus croissants associés de
G et de H & valeurs dans L1((VY); V1) et LY((H'(R)); HY(R)) respectivement.
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Pour reconstruire la solution que les théoremes exigent sans poser les conditions
supplémentaires (2.11)—(2.14), il suffit de considérer des suites {mék)}, {Mék)},

{Q("’)} de nombres réels telles que mék) > 0Vk € Net que
m(()k) -0, Mék) —o0, Q" —o0  pour k— oo

et les sous-ensembles Q(F) de Q constitués par les éléments w tels que (vg(w), oo (w))
vérifie (2.11)—(2.12) avec mgy = m(()k), My = M(gk), Q = QW de poser

® W)y, y_ ) (Wo,00)w)  siweQ®
(UO » Q0 )(w) {(0’ Qeq) siw g Q)

et de considérer en outre des suites {7, ék)} et {7, b(k)} de temps d’arrét telles que

Ték) — 00, Tb(k') — o0 P—ps. pour k— oo

et que, en posant

G(k) _ Gt/\Ték) siw e Q)
K 0 siwg Q)
0 siw ¢ QW)

on ait

L) = [| << GW >> || g <oo VteRy,

a
B =l << HO 5> ]

((VHsvh)

ocr(n@ymEy) < VE R

Il est évident que, quand k tend vers I'infini, les solutions des problémes (A) et
(B) avec les données (v(()k), Qék)), G®), H®) décrites ci-dessus reconstruiront P-
p-s. la solution des problemes (A) et (B) avec les données (vg, 09), G, H indiquées

dans I’énoncé des Théorémes 2.1 et 2.2.

Pour la raison qu’on vient d’illustrer, dans la suite nous démontrerons les
Théoréemes 2.1 et 2.2 sous les conditions supplémentaires (2.11)—(2.14).

On va démontrer d’abord le Théoreme 2.1; la démonstration, articulée en
plusieurs étapes, sera exposée dans les sections 3-6. Le Théoreme 2.2 sera
démontré dans la section 7. Certaines étapes de la démonstration du Théoreme
2.2 sont analogues a celles de la démonstration du Théoreme 2.1, mais I’estimation
des intégrales stochastiques présente des aspects différents et mérite surement
d’étre examinée attentivement.

Pour les traitements des martingales a valeurs dans un espace de Hilbert, de
leurs processus croissants associés et des intégrales stochastiques par rapport a
elles, on se réfere a [3], [4], [5], [7] (en particulier & [7], qui offre des expositions
plus détaillées).
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3. ESTIMATION D’ENERCIE

Dans la démonstration du Théoreme 2.1 on utilise principalement les coor-
données lagrangiennes (£,t) €]0,1[xR4. Pour cela, d’ici jusqu’a la fin de la
section 6, sauf mention explicite du contraire, les produits scalaires et les espaces
fonctionnels (et leurs normes) sont a considérer par rapport aux coordonnées
lagrangiennes.

On a le

Lemme 3.1. Si (v, ) est solution du probléme (A), alors on a

e B max foeol7) + 5B [ Ivadel.d < N,
0
(3.2) No(T) = 9To(T) + 2EO(0) + E(||vol[72)-

Démonstration. On multiplie les deux membres de (1.7)4 par v et l'integre par
rapport a &, de sorte que ’'on obtient

1 1

(3.3) (v, dv) + u/g Ogv) df—I—/ (Oco+ (0,P) o z)dé|dt = (v,dG).
0

On examine en premier lieu I'intégrale
1
/v O¢o+ (0, ) o x)dg = 1.
0

En Pexprimant dans les coordonnées eulériennes (x,t) et en posant

o0

Co = /e_¢($)dac,

—00

on a

o0
I = / 0v(D,10g 0 + 0, (® + log Cg))da
—0o0

o0

= — /(c%(gv))(logg + & + log Cg)dx

—00
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:_7 (Or0) log @L;qu
_ /OO Beq [a&gﬁ’q)} log @L;qu
— /8t Oeq e 2 log é_eq - Q—eq—klﬂd = %@(t),
a0 o0~ ool G - S e
On a donc
to1
(3.5) (00 + (8, D) 0 2)dédt’ = O(t) — ©(0).
[

D’autre part, en vertu de la formule d’Ito on a

(3.6) Ipod << G >>,

N =

O\W

t

1

[Ho®)]22 = Ifvoll2.] / v.dv) +
0

ot (+,-)yo est la fonctionnelle sur £1((V1)’; V1) déterminée par la relation

1
(2 Yvolg ® h) = (g, h)yo = / 9(E)h(€)de
0

(9®@h comme élément de L1 ((V1)'; V1) est défini par (g@h, u’) = (h,u')g pour v’ €
(VYY); pour la derniere intégrale du second membre de (3.6) on a évidemment

t
(3.7) IE/ Mod << G>> =E(, )yo << G >>
0
<Tu(t) ST (T) (0<t<T).

Finalement, en vertu de I'inégalité de Doob on a
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3.8) E(orgt?T ‘/Ot(v,dG)D < [E<Oglta<XT ‘/(v,dG)‘Q)rﬂ

A 1/2
‘/v dG

0

T

1/2
/HUHLQ Yyod << G >>)]
0

2[E(max, lol[3)]"(Ca(T)"?

IN

/\
—_

74E(0r£1tax [v]|72) + 4T (T).

En adjoignant les relations (3.3), (3.5)—(3.8) et en tenant compte que O(t) > 0
(voir (3.4)), on obtient (3.1). O

4. ESTIMATIONS a priori DE LA DENSITE

Dans cette section nous allons établir des estimations a priori concernant la
densité p. Pour ces estimations et leurs conséquences, on introduit un temps
d’arrét 7r donné par
(4.1) Tr(w) = inf{t > 0[[jo(w; - )|z + [|G(w; -, )|z > R},

R étant un nombre positif.

On a alors le

Lemme 4.1. Si (v, ) est solution du probléme (A), alors il existe deux con-
stantes positives i = m(R) et M = M(R) telles que

IN

g(f(g <M <oo Y(E1)€]0,1[x[0,T Atg] P—p.s..

Démonstration. On pose

(4.3) J(&: 1) =

Alors en vertu de (1.8) on a

(42) 0<m

Oilog J + 00gv = 0

ou encore
t

(4.4) log J = —/g@gvdt’.
0
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Or, de I’équation (1.7) 4 on déduit que

o(&,t)v(E, t)d

K:IH

£
/dv—deg + —[o(&,t)
0

/ (0,9) 0 2) (€', 1)de'] at
0
en le substituant dans (4.4) on obtient

t

(4.5) log J(§,t) + — go O/J

- /é(v(i/,t) —w(§) = G(&,1))d¢’ — l/t/é((@acq)) o) (&', t')d¢'dt’.
o 90

On déduit de (4.5) que

t

(1.6 orexp [ -onle) [ (6.t |

0

£ t £
:igo exp —i 0/ o(€,1) — vo(€') - G(fﬁt))df’—% 0/ 0/ (0,9) o 2)de'd’].

Or, en vertu de la définition de 7g on a pour 0 <t < T ATg

&
[l = ue) - 6)
0

d’autre part ’hypothese (2.5) sur |0, ®| entraine banalement I'inégalité

t €
//\(axcb)ox\dg’dt’gct
0 0

avec une constante c. Par conséquent, il résulte de (4.6) que

t

() exp(— (R + [l +et) < Drexp [ 00 0/ st

(4.7) < Lo exp(L (R + Juoll e + 1)),
0 0
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d’ou on obtient aussi
t

48) 1< eXp /J &))< 14 Loo(e) exp (2 (R + uollpz + ct).
J 1 [t
Comme

t

10 exp[ &) [ I, ¢ dt’}
Ot = J(&,1),

o) exp [ n(6) [ 1. )a |
0

on déduit de (4.7)—(4.8) que

(4.9) J(E A TR) < exp(%(R—l— loollzz + et A 7r))),

exp(—%(R +llvollze + et Ar)))

(4.10) J(EENTR) > TAh

1+ TR e exp(%<3+ leollze + e(t A 7r)))

Les inégalités (4.9)-(4.10), jointes a (2.11) et (4.3), entrainent (4.2) avec deux
constantes positives m = m(R) et M = M(R). O
Une conséquence immédiate du Lemme 3.1 et du Lemme 4.1 est le

Lemme 4.2. Si (v, ) est solution du probléme (A), alors on a

TNATR

2 2 ~
(4.11) E / || v/@eqOev||72dt < No = ;Na(T)M.
0
On va maintenant démontrer le

Lemme 4.3. Si (v, ) est solution du probléme (A), alors il existe une constante
N3 = N3(R) telle que

(4.12) B Q(”t)‘

596(}(')

max < N3 P—p.s..
0<t<TATR 12

Démonstration. En dérivant (4.5) par rapport a &, on a

(4.13) DeJ(€,1) = —iJ(éat)go(f) [aeretiat + gie
0
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avec

t
g(@t)-—%Js, (D 00(€) O/J

— —J(& 1) (v(E 1) —wo(§) — G(E 1))

t
O/aq>ox €, t)at’

On remarque qu’en vertu du Lemme 4.1 et de la condition (2.5) on a

19(& )] < e1(|9¢e0(&)] + [0(&: )]+ |G(E, )] + [wo() + 1)

1
avec une constante ¢; et que —J(&,t)0o(§) > 0. Cela étant, en considérant (4.13)

comme une équation différentielle ordinaire pour la fonction

t
t) = /85J(§,t’)dt’,
0

on obtient pour 0 <t <T ATp

¢ t
| [aerte.tvir] < e [(1ean(@) + (e 0] +1G(E )] + o) + 1
0 0
De (4.13) et des majorations de |g(&, )| et de Ug O J (&, t)dt!
(voir aussi (2.12), (4.1), (4.2)) 'inégalité

107 (5 D)2 < ca(llPeeoll2 +1) (0 <t <T A7R)

avec une constante convenable cy. Comme

Q0 20
92 = (9. 2) 2L 4 Oc—), 0:00 = 0eqOt—— + — 0t 0cq,
5 oo (5Q0)9q Qo(ég) €00 = Ocqle -+ Occq
compte tenu également de (2.11)—(2.12), on obtient (4.12). O

5. ESTIMATIONS A PRIORI POUR LES DERIVEES DE v

Méme dans cette section on va utiliser le temps d’arrét 7r défini dans (4.1).
Pour les dérivées de v on a le
Lemme 5.1. Si (v, 0) est solution du probléme (A), alors il existe une constante
Ny = Ny(R) telle que

T/\TR

(5.0)  E(, max [aeq0e(,0)3) +E / 8¢ eqdevll3adt < Ni.

0<t<TANATR
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Démonstration. En multipliant '’équation (1.7)4 par Ozgeq0¢v et en l'intégrant
par rapport a £ et a t, on obtient

tATR tANTR 1
(5.2) /(./Qeqagv, d\/0eq0cv) + 1 / /Qi O¢ 0eqOgV) 2agdt’
0 0 0 “
tATR 1 tATR 1
=K // Qeqaév)(aégeqaév)dgdt + / /659 8596qaiv)df
0 0

tATR tATR

1
+ // ((02®) 0 ) (¢ 0eqOcv)dédt’ + /(\/Qeqagv, d\/0eq0cG).
0 0

0

On voit aisément que

1
63| [ O et Oceudioi]

<oz

1

(5.4) / 0c0) (D 0cqDcv) |
0
<

1/2

Lllecall 22 | vEmaeo 121 Oeoeaer | 13°.

(10ccliol 2 o + el 062 ) sl

En outre en appliquant 'inégalité de Doob a f oA TR (y/0eqO5v, d\/0eq0¢G), on a

max
O<t<T/\TR

t
/ Oeadev, d\/Q_eqagG)D
0

/ 2y 71/2
< [E( s, | [ oo, avamoa ] )]
0
TNATR

< [15(| [ (vater. ayaocc] )]

TATR
1/2

E / H\/ QeqafoH%Q <’, '>V1d << @G >>) s
0
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ott {-,-)y1 désigne la fonctionnelle sur £1((V1); V1) déterminée par la relation
1
(5 hvi(g@h) = (g, h)vr = (VVeeqOeg, /CeqOch) /Qeq (0g(£))Ieh(€)dE.
0
Donc, compte tenu de (2.13), on obtient

(5.5) max
O<t<T/\TR

t
/ /Begdev, d\/Q_eqagG)D
0

1/2
<2(B(,_max [|2ade(lfa (. vr << G >>1my)
< CA20)) 2 1/2.
> Q(E(kg%’;m [/ 0eqO¢v( 7t)||L2)) (Ta(T))

A Daide de I'hypothése (2.5) et des Lemmes 4.1, 4.2, 4.3, on déduit des re-
lations (5.3)—(5.5) que, quelque soit ¢ > 0, il existe une constante positive
C(e; M, Na, N3) telle que I'espérance mathématique du deuxieme membre de (5.2)
soit majorée par

(5.6)

TATR

c(B(,_maxVE0eo(OlE) + B [ 10couqevliadt) + C(e: 3T, Noy o).

D’autre part, en appliquant la formule d’Ito & la fonction ¢(t) = ||\ /GeqOev (-, t)||3 2,
on obtient

1 1
§H\/9_eqasv('»t Arr)|je — §H\/Q_e<135UOHi2

tATR 1 tATR
= / (\/ 0eqOcv, dy/ Qeqagv) + B / (-, y1d << G >>,
0 0
ou encore
tATR
(5.7) / (/2eadev, dy/aeadev)
0
1
= §H\/9eq3§v('7t ATR)||5s — H\/Qe Bevo|3 — = (s hy1 << G >>pary, -

Donc, en tenant compte de (4.2) et en choisissant un & convenablement petit
dans (5.6), on déduit des relations (5.2), (5.6) et (5.7) I'inégalité (5.1). O
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1
On démontre d’abord le

Lemme 6.1. Quelque soit € > 0, il existe R € Ry tel que
(6.1) PH{w e Q|mr(w) < T}) < e.

Démonstration. Comme d’apres la définition de 7z on a

{lweQ7r(w) <T} € {w e Q] max (JJo(ws - )llr2 + 1G(ws - lr2) = B},

E(X?)

a laide de I'inégalité bien connue P({X? > R?}) < 72

on obtient

(6.2) P{w e Q|mr(w) <T})

4
< — )12 Ik )
< (Bl o 0)[32) + Emax | G.1)[7)
D’ailleurs, en vertu de (3.1) et des hypotheses sur G, le second membre de (6.2)
est borné et ne dépend pas de R. Donc il suffit de choisir un R suffisamment
grand pour parvenir a (6.1). O

Démonstration du Théoréme 2.1. On rappelle d’abord qu’on peut construire, selon
la procédure usuelle (voir par exemple [9], th.4.1), une solution locale (v, g) du
probleme (A). Plus précisément, il y a un temps d’arrét 7 tel que 7 > 0 P—p.s.
et que le couple (v, ) de variables aléatoires satisfasse aux équations (1.7)4 et
(1.8) dans l'intervalle stochastique 0 < t < 7 ainsi qu’aux conditions initiales
pour t = 0; en outre on démontre par une méthode usuelle I'unicité de la solution
locale (v, o).

Cela étant, le Lemme 6.1 nous permet de prolonger la solution (v, 0) jusqu’a
T, ce qui démontre 'existence d’une solution. L’unicité de la solution résulte de
celle de la solution locale. O

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2

Le Théoreme 2.2 se démontre suivant ’idée de la démonstration du Théoreme
2.1. Mais, puisque le processus H est donné dans un espace fonctionnel dont la
variable n’est pas £ €]0, 1] mais z € R, il nous faut estimer les intégrales contenant
H d’une maniere différente de la démonstration du Théoreme 2.1.

Comme on utilise dans cette section 1’espace L?(0, 1) relatif & la variable £ ainsi
que l'espace L?(R) relatif & la variable x, pour les distinguer, s’il est nécessaire,
on notera respectivement Lg et L2; de maniere analogue (-, )¢ et (-,-), seront les
produits scalaires dans L? = L2(0,1) et L2 = L?(R) respectivement.

Avant tout on remarque que les relations qui relient les coordonnées eulériennes
(x,t) et les coordonnées lagrangiennes (¢,t) entrainent que, pour g,h € H'(R),
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00 1
| [ elatigle / £, 1))de
Ssuplg( )| sup |h(z)]|
IS zeR
et donc
(7.1) | [ et tig@mia)da] < clgln e bl sy

Cela étant, pour le probleme (B) on a le

Lemme 7.1. Si (v, 0) est solution du probléme (B), alors on a

(7.2) TE(ma (- 0)l12;) + 5B / I/@0eolydt < Ni(T),
(73) Ny(T) = CT(T) + 2B6(0) + E(|lol)

C étant une constante.

Démonstration. On multiplie les deux membres de (1.1)p par v et l'intéegre par
rapport a x, de sorte qu’on obtient

(ov,dv)y = [—(0V0v, V) s — POV, 0x0)y — (020,V)y — (005 P, v),]dt
(7.4) + (QU,dH)a:-

Or, comme on a
1 1
(0v0xv,v)e = —5((%(91)))%1))35 = 5((0)v, v)z,

la formule d’Ito appliquée a la fonction p(t) = —H Vo t)|1? 72 donne

1 1
@5 gIVeC e, - 5\\@«)\\;
t t t
:/(gv,dv)x-i-/(gv@vv dt/+%/ Yd << H >>,
0 0 0

ott {g-,-) est la fonctionnelle sur L ((H!(R))’; H'(R)) déterminée par la relation

o0

(02 ) g ® h) = / o, g(@)h(@)ds  (g,h € HI(R));

— 00
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cette derniere relation entraine, en vertu de (7.1), la relation

e eer o @y yymy <

Donc, compte tenu des propriétés supposées pour H (et donc pour << H >>),
on a
t

(7.6) 11<j,‘/‘<£_,.7.>d<<H>>‘<cIEH<<H>>tH£1((H1
0

@y @) < ¢Lblb)-

Pour ce qui concerne l'intégrale fg (v, 0dH),, par des considérations analogues
a 'obtention de (3.8) et de (7.6), on a

t

(7.7) E( max ‘/(gv dH),

0<t<T
0

1/2
/H¢7mg >d<<l¥>>>

IN

1/2 1/2
Q(E Ogltang ||\/§UHL§) (cTp(T))

—_

< B max [lveolz) + ¢Tu(T),

¢ étant une constante.

Par ailleurs, les calculs pour (3.5) restent valables méme pour le cas présent.
Donc, si on tient compte des relations

Iv/avlzs = lollzz,
10013 = Iv/@deol] 2.

linégalité (7.2) résulte des relations (7.4)—(7.7) et de 'analogue de (3.5) (O(t) est
toujours > 0 (voir (3.4)). O

Pour obtenir les estimations pour la densité g, on pose
(7.8) or(w) = nf{t > 0 flv(ws- gz + [[H (Wi ) 51wy > B

Alors tous les raisonnements de la démonstration du Lemme 4.1 et de celle du
Lemme 4.3 restent valables pourvu qu’on substitue H et or a la place de G

et Tg et tienne compte de la relation sup |H (x)| < [|H||g1r)- En outre, comme
z€R
[0zv]| 2 = ||\/_(9§’UHL§, méme 'analogue du Lemme 4.2 sera démontré de la méme

maniere.

En résumant, on a le

Lemme 7.2. Si (v, 0) est solution du probléme (B), alors il existe des constantes
positives m = m(R), M = M(R) et N3 = N3(R) telles que

o(§,t)

0eq(&) <M <oo V(1) €]0,1[x[0,T Aog] P-ps.,

(79) 0<m<
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TAoR
9 5
(7.10) E [ Ivala < N = 2N
0
1
(7.11) max |0 M‘ < P —p.s..
0<t<TAoR 1> 0eq(+) L2

Pour les dérivées de v on a le

Lemme 7.3. Si (v, p) est solution du probléme (B), alors il existe une constante
Ny = Ny(R) telle que

TNoR
2 2
(7.12) E(0<g%}§03 ||«/Qeq8§U(',t)||Lg) +E / ||8§Qeq8§v||Lgdt < Ny.
0

1
Démonstration. On multiplie (1.1)p par —9,0,v et I'integre par rapport a x, de
0

sorte qu’on obtient

1
(7.13) (0xv,d0Lv), + uHﬁﬁgﬁgEvHi%

[o¢] [o¢] a [o¢]
_ / 0(0y0)0, Oy vdz + / ( Zg)aggawdwr / (0,8)0,0,vdz + (Dpv, Oy H), .

En appliquant la formule d’Tto & la fonction ¥(t) = H&Bv(-, t)”ig, on a

1 1
(7.14) sl0ev(t Aor)] 12— 5\\@6@0\@%
tAOCR tACR
= / (0zv, dOLv); + % / (Op+, Op)d << H >>;
0 0

ott (O, 0,-) est la fonctionnelle sur L1 ((H!(R))’; H'(R)) déterminée par la rela-
tion

<aac'aa$'>(g & h) = (aacgaaa:h)a: (g,h € HI(R))S

on a évidemment

tAOCR
(7.15) E / (0p+, Op)d << H >> < T'(T)
0

(voir (2.14)).
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D’autre part, a ’aide de I'inégalité de Doob, on a

| )

/(81} do.H),
/tav doyH),
0
ren 2\ 11/2
< |4E (Oyv, dO.H)
< i 0/ )

TNoR

E / Haﬂuﬁi<ax-,aw->d<<H>>)
0

E( max
0<t<TATR

| /\

max
0<t<T/\TR

b

1/2

1/2
<2(B(,_max 0:0( )2 (0 00) << H>>1nay))

d’otl1, compte tenu de (2.14), on obtient

t
/ (8:{0, da$H)$

(7.16) E( max
0

0<t<TANAoR

)

<2(E( max [0 0l2)) " @@

0<t<TANoRr

1
En outre, compte tenu de la relation || EOQCQHL% = ||859HL§, on a

| / cwie] < || =noll | 0000
(717) < (19eocalizl e + ol 9 2 3) == 00l
on a aussi
Vi 1
(7.18) ‘/(@(I))&x@xvdx‘ < ||\/§axq>||Lg\|\/—Eaxaxv||Lg
<sup\8<1> |H 88’UHL2
Pour l'intégrale f v(0yv)0;0yvdx on remarque que

sup 00| < |0 v]| 10 De0 ]y
zeR

< sup |0ug(€)[VANTY4)|0), HWH—M of|
0<e<l
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et que ||\/ov|[z2 = H’UHLE < R dans l'intervalle stochastique 0 <t < T Aopg; on a
donc

(7.19) ‘/ (0:0)0:0; vz | < R sup.Jocq(§ &)|YANY 4| 9pv Hl/?u—a 013
0<e< Ve

Des relations (7.16)—(7.19) on déduit que, quelque soit € > 0, il existe une
constante C. (dépendante de ¢) telle que I'espérance mathématique du deuxieme
membre de (7.13) soit majorée par

TNoR
1 2
2
(B _max IyEader(0lF3) + B / H\/—EaxavaLng +C..
0
Donc, compte tenu des relations (7.14)—(7.15), on déduit de (7.13) l'inégalité
TAoR
1 2
2
120 E( e 000l +E [ o0
0

avec une constante C’ qui dépend de R.

Finalement, grace aux relations
Iaadeollz < ()" vader|e
= ()" oeollzz.
10 0eqOgvll 2 < I 5& Qaéva + ]| %2 35935’0\\L2
< (7 \ag Elp + )Hag@angug

= (= 0.2
- (Wuaggeq\ug )l el

(7.20) entraine (7.12). O

Démonstration du Théoréme 2.2. Etant établies les estimations a priori (7.2),
(7.9), (7.10), (7.11) et (7.12), on peut raisonner de la méme maniere que dans la
section 6, de sorte qu’on acheve la démonstration du Théoreme 2.2. ]
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