ACTA MATHEMATICA VIETNAMICA 95
Volume 26, Number 1, 2001, pp. 95-113

FONCTION DE LITTLEWOOD-PALEY
ET ESPACES DE LIPSCHITZ

ALAIN SALLAZ

ABSTRACT. In this paper we study the action of the Littlewood-Paley operator
on the Lipschitz functions. The used method is very elementary and allows
us to complete some earlier results.

RESUME. Dans ce papier, nous étudions I’action de I'opérateur de Littlewood-
Paley sur les fonctions lipschitziennes. La méthode utilisée est tres élémentaire
et nous permet de compléter des résultats antérieurs.

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS

Soit f une application mesurable de R™ dans R, suffisamment intégrable, u son
extension de Poisson dans le demi-espace ]R:‘_H = R" x R% définie par

u(e.s) = [p(OFa =0 dC () € R
R”l
olt py () désigne le noyau de Poisson défini sur R par
1 ntl _ Cn
py(@) = -2p(0) ((@,y) € RYT) avee plr) = 1+ o) D72

¢, étant une constante de normalisation.

(r e R")

On appelle fonction de Littlewood-Paley associée & f 1’application g(f) de R™
dans R définie par

“+o00

2 1/2 n
sN@ = ([ 1Vu. Py ay)” @ ern)
0
" | du 2 |0u 2
wwee [Vu(e)f =3 ey +| 5]
et opérateur de Littlewood-Paley I'application (non linéaire)

fr=g(f)
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L’action de cet opérateur a été étudiée sur un certain nombre d’espaces fonction-
nels; citons:

— Les espaces LP (1 < p < +00) ([2], pp. 82-86);

— L’espace H! ([3], p. 159);

— L’espace BMO ([1], [5]).

Il existe une caractérisation des espaces lipschitziens en terme de valeur moyenne,

analogue a la définition de I'espace BMO ([4], pp. 213-214). (Rappelons que pour
a €]0,1[, Lip, (R™) désigne ’ensemble des applications f de R™ dans R, vérifiant

v @S
(z.y)cRn xR [T — Y|
cette quantité étant par définition || f{|rip_(rn)-)

Il est donc assez naturel de s’intéresser a l'action de 'opérateur de Littlewood-
Paley sur les espaces lipschitziens.

S. Wang [6] a obtenu:

Théorém 1. Si f € Lip,(R"), (0 < a < 1) et si g(f) # oo alors g(f) €
Lip, (R™) et il existe une constante c ne dépendant que de c et de n telle que

9()Lip, rry < el fllLip, &)-

L’utilisation des méthodes développées dans [1] va nous permettre de renforcer
et compléter le théoreme précédent ainsi que de donner une démonstration di-
recte de celui-ci (n’utilisant pas en particulier la caractérisation donnée dans [4]
pp. 213-214 des fonctions lipschitziennes).

Précisément nous démontrons:
Theoréem 2. Soit f € Lip,(R"), (0 < a < 1); on suppose que g(f) # oo; alors

1
(i) Sio<a< 2 *(f) € Lipy, (R™) et il existe une constante ¢ ne dépendant

que de o et de n telle que
2 2
19" () ILipse &) < Cllf [Tip, @n)-
(i) Si a =
constante ¢ ne dépendant que de n telle que

l* (Dl < ellf iy, o

, §*(f) appartient a la classe A, de Zygmund et il existe une

N —

() €

Lipy,_1(R™). De plus il existe une constante ¢ ne dépendant que de o et de n
telle que

1
(iii) Si 5 <ac< 1, ¢*(f) est dérivable et pour i € [1,...,n]

|-t

<c 2, n ’LE 17.,,771 .
Lipyq_1(R™) — 1 IEip, ey (€1 1)
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Une remarque classique dans ce contexte: ’expression explicite du noyau de
Poisson n’est pas utile. Pour toute fonction ¢ définie sur R™ et tout y > 0 notons
1y la fonction définie sur R™ par

Wy () = yinw(g) (z € RY),

Un calcul, facile compte tenu du fait que le noyau de Poisson est homogene de
degré —n sur }Riﬂ, montre que

y - Vu(z,y) = <f>|< <§—£)y(x)7 , fx (887])) (x), f = (—zn:xlgf —np) (1:)>
n’y — i y

1
et donc que y|Vu(x,y)|? est somme de n + 1-termes de la forme —|f * ¢, (2)|?, la
Y

fonction 1) satisfaisant aux conditions suivantes:
(i) ¢ e L'(R") et [ ¢(z)dx=0;
R’Il
(ii) il existe ¢ > 0 tel que pour tout = de R" on a
[ (@)] < e(+ |a) =D

(iii) il existe ¢ > 0 et € > 0 tels que pour tout (z,y) € R" x R", |y| < % on a

ly|®
[h(z +y) —¥(z)] < “Txja)ire
(dans le contexte précédent € = +1).
Désignons par M l’ensemble des applications mesurables f de R™ dans R

. |f ()]
vérifiant R“{; W

(i), (iii).
On peut, pour tout f de M considérer la fonction définie sur ]R:‘_H par
(@, y) — [ y(2)

et la fonction de Littlewood-Paley associée a f (et a 1) définie sur R™ par

+oo
9N = ( 0/ @ L)

dr < 400 et soit ¥ une application satisfaisant a (1),

1/2

C’est dans ce contexte que nous nous placerons désormais (le résultat de [6] cité
précédemment est énoncé dans ce contexte) et le résultat que nous avons en vue
est le suivant:

Theéorém 3. Soit f € Lip, (R"), (0 < a < 1); on suppose que g(f) # oo; alors
(i) Sio<a< E, g*(f) € Lipy, (R™) et il existe une constante ¢ ne dépendant

que de « et de n telle que

HgQ(f)HLinQ(]R") < CHfH%Jin(R”)‘
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(ii) Supposons de plus € = 1:

1
- Sia= =, ¢*(f) appartient a la classe A, de Zygmund et il existe une

constante ¢ ne dépendant que de n telle que

12Dl < ellf iy, o

(1) €

Lips,_1 (R™). De plus il existe une constante ¢ ne dépendant que de o et de n
telle que

1
- S0 5 <a< 1, g¢*(f) est dérivable et pour i € [1,...,n],

|-t < lfIZy @y G € [L...n)

Lipgq_1 (Rn)

Dans le paragraphe 2 nous énoncons et démontrons deux lemmes nous per-
mettant de controler la fonction f * 1), et nous en déduisons une démonstration
directe du théoréme énoncé dans [4].

Dans le paragraphe 3 nous démontrons le théoréeme précédemment énoncé,
apres avoir rappelé la définition de la classe A, de Zygmund.

N =

Dans le paragraphe 4 nous donnons un exemple montrant que dans le cas o =

w0

il est nécessaire d’avoir recours a un espace de fonctions autre que les fonction
lipschitziennes.

Dans les démonstrations qui vont suivre ¢ désignera toujours une constante ne
dépendant que de « et de n, celle-ci pouvant changer ligne a ligne.

2. ESTIMATIONS SUR f * 1,

Lemme 1. Soit f € Lip,(R") (0 < a < 1); il existe une constante c¢ ne
dépendant que de a et de n telle que

V(z,y) € R" x Ry : [f iy (2)] < ¢ v flLip, ®r)-
Preuve. On a

fripy(x) = /f(s)%(x —s)ds = /(f(S) = [(@))hy(x — s)ds
R” R”
et donc
1£56,(@)) < Wi, oy [ 15 = oIyl = 5)] ds = g, ey [ Lal? Iy (o)) d
R” R”
Compte tenu de la définition de 9, et des conditions imposées a 1) on obtient:

]

0@ < ¢ 5 W i) [ T orserrde = € 51 i, o
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Lemme 2. Soit f € Lip,(R")(0 < o < 1); il existe une constante ¢ ne dépendant
que de o et de n telle que V(z,2',y) € R" x R" x R, y > |z—2'|:

£ 5 0y(a) = 20, < el i, oo (25T

Preuve. On a
fraby(x) = fxipy(a') = /[f(S) — @)Wy (x — s) = Py(a’ — 5)] ds
RN

et d’autre part

w(x—s) _Q/)(l‘ —8)‘

1
[y — 5) = Py(a’ — )| = "

Yy Yy
A
C ‘ Yy | 1
< — si oz —2'| < zl2’ — s
y" (1 4 |~T 3‘)n+1+€ 2
Yy

Pour obtenir la majoration annoncée, écrivons en posant r = |z — 2|

| *y(@) — fxpy(a’)] < / £ (s) = F@)] [by(z — 5) — 1y (a’ — s)[ ds

|z’ —s|>2r
b [ - 1@ o -9 - ) ds
|z’ —s|<2r
=I4+1IL
Pour majorer I nous utilisons la majoration rappelée sur ¢ et obtenons
c |s — ' |*
I< Wl el - [ , ds
Yy |8 -z | n+l+e
|x’—s|>2r (1 + )
Y
¢ /e |n|“
= ys—,aHfHLipa(Rn)W — | / WCM
n|>2r
|z — 2’|
< chHLipa(R”)F :
Pour majorer II remarquons que
c 1
|wy($ - 3)‘ < — —
y" (1 + ‘Jj 5|)n+1
Y
c <1+|x’—5|/y>n+1 1
—an 1 _ r_
Y + |2 — s[/y (1+ |z 5|)n+1
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et que

1+\1"—8l/y< 1+Iﬂf—S\/erIﬂf—ﬂ«“’l/y<2
1+ |z —s|/y — L+ |z —s|/y =

puisque |z — 2'|/y < 1. D’ou

c 1
< — o (Rn e d
Mgy [ sl ds
|2/ —s|<2r (1+——)
o a ]
=Ccy HfHLin(]R") W 7,
[n|<2r/y
mais
2r/y
« n4+a—1
/ len:c/ =t
(1 + )t (1+p)t Y
[n|<2r/y 0
et donc
c |z — a'|f
II< Jio |z — 2" ||| fllLip, &) < Cyei_aHfHLipa(R")-

O

Corollaire 1. ([4]) Soit f € Lip, (R") telle que g(f) # oo avec 0 < o < . Alors
g(f) € Lip, (R") et il existe une constante ¢ ne dépendant que de o et de n telle
que

19(H)ILip, ®r) < el fllLip, ®r)-

Preuve. Pour r > 0 posons

T .
mm4!wwwﬁﬂamw4/W%w%W?

On a grace au Lemme 1

’ dy 1/2
@) < e[ 1) 1 i, o) = ¢ 7 i, e
0
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D’autre part

92(2) — g2(a ' /|f wopP)” /\f w2 "

g dy\1/2
/\f*wy - F@)PY)

|z — 2’| dy\1/2
< C( / W y ) HfHLin(R")-

T

La premiere inégalité résultant de 'inégalité triangulaire, la deuxieme du Lemme
2. La derniere intégrale est convergente si et seulement si a < €. On obtient ainsi
pour |[x—z'| < r

92(x) = g2(2")| < ¢ || fllLip, (")
D’ou

90N @) = 9N = |[g8(@) + @) - () +
1/2
< (l91(2) = 91 ()P + g2(2) — go(a")2)

>~cr HfHLlpa (R")-

8
~—
—
—
~
[\

/\

3. DEMONSTRATION DU THEOREME

Pour la premiere partie du théoreme, en utilisant les notations du corollaire,
nous avons en supposant |z — z'| <r

+oo
|g%<x>—g%<x'>\s/\fwy< F ey ()] |f %y (&) + f % (2 >dyy

+00
re dy

a_

<l g,y [ =9

T

la derniere inégalité s’obtenant & l’aide des deux lemmes précédents. Cette
intégrale converge si, et seulement si, & < £/2 et 'on obtient

165 (x) = g5 (2")| < e || fIIEip. @m)
d’ou
62 (f) (@) = () (@")] < g7 (x) — gi(2")] + 195 (x) — g5 (2")] < e || fIEip. @n-

Remarque. De fagon élémentaire si g?(f) appartient & Lip,, (R™), g(f) appartient
a Lip, (R™).
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Supposons maintenant € = +1; la fonction v est dérivable presque partout ([2],
p.250) et 'on a, compte tenu des conditions imposées a 1, pour presque tout z

o . |
8$J( )‘W (]G[l,...,n]),

Nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 3. Il existe une constante ¢ ne dépendant que de o et de n telle que pour
tout (z,2',y) € R" x R™ x R :

o .
1 @) = M i,y G E )
a a , _ | )
£+ Gt = 2 G| < = ey G e
Preuve. On a
81/1 —s
7+ e =] [ s (5
B 1 0y ,x—s
- \R[ 76) = @) e gy ()
d’ou
<O . e 1 d
‘f 8xj (x)‘ SCHfHLpo(]R )RZ‘S $| yn+1 (1+ ‘JJ;S|)n+2 §

ya
< Allfll @ [ — g
< |l fllLip, (&) yR/(H' e

C
yl—_aHfHLipa(R")~

Pour la deuxiéme inégalité:

0y 81/)y /
f*(?xj(m) f* |f(z—s)— f(a' s\‘a% )‘ds
1 1
gdx—fmummmﬂ/ L s
i Y (1+%)”+2

C
= §|33 — | f lLip,, (r7)-

1
Montrons maintenant que si « € ]5, 1], g*(f) est dérivable et que

“+o00

ggwqmwzjdqum«f %<»; Gell....n).

Ox;j
0
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Pour cela écrivons

1 o]
2 = * Qd—y * 2@ =
g (f)(fc)—o/\f Py ()] ) +1/\f Py ()| " I+11.

On peut appliquer le théoreme de dérivation de Lebesgue pour I puisque, gréce
aux lemmes 1 et 3,

£y @) 17 % 52 @) < e L7 Ry oy = oz 117
y\ T al‘j r)) =¢ ylfa Lip, (R™) — y172a Lip, (R™)
o\ s o cdy . 1
cette derniére quantité étant intégrable par rapport & — sur [0, 1] puisque o > 3
Yy

Pour 11, fixons un point ¢ dans R™; nous avons

|f x4y (@)] < e(If * by (@o)| + [ — 2o|*[| fllLip, @)
et donc, grace au lemme 3,

8wy

|z — x0]

1
| f* by ()] ‘f ()] < CW||f||Lipa(R") +c yl—_a\f*l/)y(fb‘o)\

o . dy 1 oo
Jia est intégrable par rapport a — sur [1, +00]; yl—_a\f*wy(xoﬂ aussi puisque

grace a l'inégalité de Schwarz nous avons

@< ([ =) /\fwy (@) P2) "
1

Y

o0

1
ylfa
1

On peut donc dériver II sous le signe somme et I’'on obtient la relation:

< c-g(f)(xo).

+00
G @ = [ 2w (5 GE@) L G el .
0

Pour obtenir la derniere partie du théoreme réitérons, sur cette formule, le
procédé du corollaire, supposons & nouveau r > |z — /| :

— d’une part,

T

81/) dy Y dy _
‘/ *wy f y ‘ <c ||f||ilpa(Rn) / yl e Yy = C||f||L1p (Rn)r2a '
0

J

grace aux Lemmes 1 et 3;
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— d’autre part,

| / (@) = o] = [y - (7= G Y]
k Wy (x) — f * Oy
</\f By(@) — f 3y ()] |f * J()\y

“+o00
4 % _ 8@%
+ / |f x4y ()] ‘f* o, (x) 81‘]( ') _y
+o0 1 4 +oo « g
_ Yy o T dy
- chHiipa(R")[ / yo gy / ST ?}

= ||l sp, ey
On obtient donc
0 2 0 2 /
72, (f)(@) - 92,7 (f)(@)

< e AR, gy

Pour finir examinons le cas a = 1/2, nous rappelons:

Définition. A,(R™) est I’ensemble des applications f de R™ dans R telles que

sup Sty +fle—y) =2f@)]
(z,y) € R" x R" 1Yl

y#0
cette quantité étant, par définition ||f]|a, .

Soit (z,2") un point de R™ x R"; il existe 6 et 6’ dans ]0, 1] tels que

oyl + ) = 1 gy —2Zx (F )@+ 0) - (7 = ) o + 0
[y — ') = |f * gy (e =—2Zx (f % by)(x — 0'2)) - (f*ax])(x—H/x’)
Jj=1

-----

obtient:
1] y? (@ +2') + | f %0y (z — 2') = 2| f % 1py [ (2)|

n 0
<23 ) 1 9y(C) — £y \f*%j(@!

j=1

- 0
J=1
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qui est majoré, en utilisant les Lemmes 1, 2 et 3 par

|{13/| 1 1 ‘$/|1/2
A/ 1 Wsp e 72 <2 + 17

et donc pour tout r > |2/

—+o0
d
/Hf*nyQ(Hx’)JrIf*nyQ(x—x’)—2|f*1/)y\2(96)|?y
+ood +ood
2 Yy 1/2 Y
< o 1 By ([ 55402 [ )

= c|2/| HfH%ipa(lR")‘

A d
Puisque pour tout u de R™, [ |f * Q/Jy\Q(u)—y <c erHiip ®") (Lemme 1) on a
0 Y “

()@ +2") + ¢ ()@ —2') = 2¢° () (@)| < e(r+ 2 DIfIEip ey (7> 2]
D’ou

|9°(f) (@ +a) + g*(F)(z — 2') = 2¢°(F)(@)] < cla’| | fIIEsp, @rn)-

4. ETUDE D’UN EXEMPLE

Le but de ce paragraphe est de donner un exemple d’une fonction f appartenant
a Lip1 (R), dont la fonction de Littlewood-Paley associée g2, & partir de la fonction
2

d T
V() = %(11—{1‘2

Lemme 4. Soit f la fonction définie sur R par

) ne soit ni lipschitzienne, ni dérivable (au sens ordinaire).

flz)=+x(1—2x) size]0,1], f(z)=0 sinon.
Alors

1
¢*(@) = ¢*(0) _~ clalLnlal

La démonstration du lemme nécessite d’écrire g?(x) de facon explicite; pour
cela notons que si u(z,y), ((z,y) € R x RY) désigne I'extension de Poisson de f
au demi-espace nous avons

+oo
g*(z) = / ‘%(ﬂf,y)ry dy.
0
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Il est facile de se convaincre que u(z,y) = Re(—iy/z(2—1) +iz2), (z = (x,y)),

v/ 2(z—1) étant la fonction holomorphe sur C\ {iy, y €] — 00,0]} U {1l + iy, y €
] — 00,0}, de carré égal & z(z—1), valant v/2 pour z = 2. D’on

gg(x,y)::Re(—ié% 2(2=1) +1) = 11@( __Zi:l__),

2/z(z—-1)

3

En posant 6 = Arg(z) et 6; = Arg(z—1) (6 et 61 € | — =y ), nous obtenons

l\9|=]

|§°

2z—-1 2|z]e?? — 1 2\z|ez(2 ) eiG+ )
z(2—1) VIz(z—1) ¢iseit Vlz(z=1)]

et si 6 est défini par 6 + 6 = 6, (autrement dit § = (MO, MA) si M, O et A ont
pour affixes respectives z, 0 et 1) il vient

| o

ou 1 ( 6 6
—(z,y) = ———==( — 2|2z|sin = —sin(f + = )
90 (00) = 5= (= 2Hlsing — 5@+
, . 0 z
En développant le terme sin (9 + 5) et en remplacant cos 6 par ﬂ et sin 6 par
z
Y nous obtenons:
2|
1 20y L0
4z|? sin? = — 4 2ysinf
‘8:1:‘ B H( |2|* sin® 2—1—‘ |2cos 5 + 2y sin
2 0 . 0
+ é?SiHQ 3 + %sin9+4xsin2 5)
que nous écrirons sous la forme
y? 2 0

ou |2 xy . s
4 P = _ 0 B — —
‘8:1:‘ o(z,y) +Y(z,y) avec P(z,y) = e sin 6 4 ERESEIE cos” o

On a
#(2) = / d+/\a\
24

la premiére intégrale est majorée par c|z| (Lemme 1 du paragraphe 2). Le lemme
sera donc démontré si on montre que

(ll ¢®wDy@4§dﬂ;

) J (69) ~ 000y dy_~ SalLnjal

||
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A nouveau précisons que dans les inégalités qui vons suivre la lettre ¢ désigne
une constante positive, ne dépendant pas de = (|z| assez petit), pouvant changer
, 0]

ligne a0 ligne; implicitement x appartient a ] — 1, 0]
Signalons que les calculs qui suivent sont élémentaires, nous les donnons dans
le détail afin de faciliter la lisibilité des majorations obtenues.
0
> S y)

Nous utiliserons I'expression suivante de cos

0 1 2 1
cos2—:—( i —1—3:(:1: ) 1+1>
20 2\ (a2 4+ 2)3((2-1)2 +y2)3
obtenue en écrivant, puisque 0 appartient a [0, g]
6 1 - 1 2
2V _ L an2 _ _
cos” 5 2( 1—sin H—i-l) 2( 1 |z(z—1)|2+1)
Lr(zz-1)—y?)2
- 1
5 Ee= )
et en vérifiant que |z(z—1)]?—y? = (y? + z(z—1))2. On en déduit
0 1 1 2
cosQ—(my)—cos—Oy——( y—l—mx ) —— i 1):
: 2\ (@) H (e )HgD)E (L))
(v* +93($ 1))?(1+y? ) (95 +y°)((z=1)*+¢%)
y2)2 (1442)2 [(y>+a(e—1) (L+y2) s +y(@+y2) 2 (- 1)*+y%) 2

2(22+y?) 7 ((z—1)2+
Le numérateur vaut précisément 2y%z(z—1) + 2?(z—1)? et donc
0 0
cos? 5(3: y) — cos? §(O,y)‘ <
y’lal + 22

(+)
@) g2 2 1 el u(E + 42)%)

,3) dans R? vérifiant 268 > a+ 1 on a

Enfin notons que pour («
—+00
te 1 . .
(**) m dt = O(MTH) sia>—1et O(LH‘JJD sia=—1

1
Preuve de i). L’intégrale figurant dans (i) s’écrit I; + I + I3 + Iy + I5 avec
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+ ~
4‘Z| 42/ . 29
I = ( sm—m 751n—0,>d
+o0 ~
2 2
Yy Yy 90
I = /( - )COS (@, y)y dy
SRR gt/ 3
+oo
Yy . & Y
]3:2/ (msm@(m,y) 7511(19(0 y))y dy
|z] ° vl +y%)2
+o0 ~
x? 0
I = | ———sin?=
i [ et gy dy
+oo é
T
Ir =4 | —~ _gin%< dy.
o= [ ey 3w

||

Majoration de |I1]: on a

sin? g(x y)y dy

Yy
|-71\<4/‘
|z — 4 (1—i—y)%

|z

—+00

+4/L1
(1+4+92)2

|z

0 0
sin? 5(1‘ y) — sin? 5(0,3/) y dy.

0 - -
Dans la premiére intégrale, on majore sin’ 5(:1:, y) par csin? 0(x,y) (sinf differe

0 0 2 ~
de sin 5 bar le facteur cos 3 qui reste minoré par - puisque 0 € [0, g] ); dans la

deuxiéme, on majore l'intégrant en utilisant (*) et on obtient, en posant y = t|x|:

t2

(a1 e) @

(1 t2 t
1] < claf / Ty 1
—|—t2.1‘2)§ (1 +t2.1‘2)§

(2] 1 1)

+ clz|? / — dt.
J (1 + 222)2(1 + 12)2 [2]x| + 1+ t|z|(1 4 t2)2]
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Pour majorer la premiere intégrale nous écrivons:

(14 ¢2)2 t
(@12 + 222)} (1 +22)3
(1+2)(1 + t22%) — t2((x—1)% + t22?)
((2=1)% + £222)2 (1 + £222) 7 [(1 + 12)2 + t((z—1)2 + t222)7]
22t% + 1

1

(2—1)2 4+ £222)2 (1 + £222)2 [(1 + 12)2 (1 + £222)2 + t((z—1)2 + t222)7

et remplagons le dénominateur de cette expression par t(1 + t2:1:2)%.

Pour majorer la deuxieme intégrale nous remplagons le dénominateur de I'intégrant
par t(1 + t22%)?(£2|z| + 1).
On obtient ainsi:

+0o0

—+o00 9 1 9
' ' t
ul|<c\x|3/ =] + . dt+c|x\3/7dt
(1+#222)2 (L+¢%) (1+t%2%)?
1

1
et en utilisant (xx) il vient:

1
1] < elaf?(Ja] - O () + O

1

o)) + elel"0( ) < el

|z

Majoration de |I3|: on a en majorant le cosinus par 1 et en posant y = t|z|

+oo 3 1
t
|12|§‘x| / ‘ 3 1 1 dt.
/ (14+t?)z2((z—1)2 +t222)2 (14 t22?)2

L’intégrant est égal a

t5(1 +t22%) — (1 +t2)3((xz—1)% + t22?)

(1+12)2((z—1)2 + 222)2 (1 + 1222)2 [13(1 + £222)2 + (1 + 12)2 (2 —1)2 + £222)7] '

Le numérateur est majoré par c(t®|x|+t*), le dénominateur est minoré par ct(1+
t2x2)% et donc

—+00 “+o00

I, < c\a:|< L?) dt + @) < c|x|.
S (1+t2a2)2 2

1
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Majoration de |I3|: en remplagant & nouveau sin é(az, y) par son expression puis
en posant y = t|z| on obtient:

+oo
1 < clef? [ | - -
3= (1 +2)((z—1)2 + t222) 1+ 222
1

—+o00
12 1
< c|x\2 / ( |z + t dt
1

tdt

1+ 2)(1 1 222)?

+0o0 ‘ | +0o0 d
tlx t
< 2 =t =
< cla (/ (14 t222)2 di+ / t(1+t2m2)2)
1 1
1
< CW(O(H) +0(|Ln |g;\|) < clz|.

Majoration de |14]: on majore le sinus par 1 et on obtient

—+00

“+00
4
|I4\§c/ ; 2”; 22ltdt§c\x|/ggc|x\.
J P (14 2)3 (1 + 22)3 J

0 ~
Majoration de |Is|: sin i(x,y) est & nouveau majoré par csinf(x,y) et on

obtient

2
‘I5|<c/ 5 5 §‘$|y ; ;
S @) (a1 + )

“+o00

Ty dy
2

x2t3

§c/ 3 T dt
J (14+t2)2(1 + t222)2

< chO(%) < clx|.

Preuve de (ii):

+o00 +oo ijQ
|/| (U(z,y) —(0,9))y dy = / 2+ 22 ((z—1)2 + y2)y dy
+oo

1 0 0
+ / —————(cos® Z(z,y) — cos® =(0,y))y dy.
=4 y(1+y2)%( 2 )
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.1‘y3

(x2 +y?)2(1 +y)?

Dans la premiere intégrale on peut remplacer 'intégrant par
car
zy? ( 1 1 ) B (1 — (z—1)?)
(@2 + 22 \(a=1)2+y>  1+y2/) (@22 +y)2(L+ ) ((a—1)2 +¢?)

et I'intégrale de la valeur absolue de cette derniere expression est majorée par

+o00 +00

/ ry dy < / T < |

C C — 5 55 C|T|.
@Ry ) e T

|| 1

Dans la deuxiéme intégrale on peut remplacer

zz ;(( y* + a(z-1) Y +1)

cos” 5(1y) = 5
22 4 y?)7 (2 -1) + 42
1

(i
par —
2M@2 4 y?) (1 4y

)1 + 1) car si on pose
3

y? 4+ x(x—1) y? -

A= 1 1 1 1
@ e ) @)

on obtient apres réduction
A =
Y4 (22—22) + y* (24 —222)
(@2492)7 (2—1)2412) 2 (1492) 2 [(12+a(z—1)) (14y2) 7 + (y2—2)((2—1)2+y2)?]

et donc
+oo —+o00
1 = 1
S S @y

Jr
< / . / i |
C 5 a5 5 C — 5 55 C|T|.
=) At ey 11+ 222 S
1 1

Autrement dit, (ii) est vérifié si, et seulement si:

“+o00

3 2
xy 1 1 Y —x ) 1
+3 — dy ~ —|z|L .
/((az2+y2)2(1+y2) 21+ 92 (332—|-y2)% y) Y 2 lo- 2‘$| n[z]

||

Cette intégrale s’écrit en posant y = t|z|



112 ALAIN SALLAZ

+oo 3 2
—t 1 1 to]x) + 1
|33‘/ ( 2)2 5.2 T 5 75 l_tm)) dt
1 (I+t2)2(1 +t%22) 21+ t%x (1_|_t2)2

i 1 1 t3
=l 1/ <(1 +£222)(1 + £2)2 (5 T +t2)3> “

+o0
+x2/ ! ( r t) dt
2 14+ t222 (14_752)%
1

L 1
——3lal [ -t
2 S (1+222)(1+ )3

+oo 1 t3
vlel | (" Y a
[ a1 423\ (14123

+—‘$|2/ ! r t) dt
2 1+t21‘2< ni )

J 1+ )3

—+o00

1 1 1 i 1 1 1
= o [ e dt 4 - (- ) at
2\x| / t(1 + t222) T3 2 / (L+22?)\t (1 442)2
1 1

+00 1 3

t
+ial | (- )
/ (14 t222)(1 + t2)2 (1+t2)2

2

LIz / : ( t t) dt
2 L+ 8222\ (1 4 422 '
1

Lorsque ¢ tend vers +o0,

1 1 1
P =0
t (14 12)2 t

t3 1
l-——— =0(=

(1+12)> @)

t2
—— 1 —t=0();
(1+12%)2

les trois derniéres intégrales sont donc majorées par c|x|.
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Finalement (ii) est vérifié si, et seulement si

+oo

dt
—— — ~ |L .
| it el
1

Mais pour tout a non nul on a

+o0 d
t 1
— = —In(l1+a®
/ t(t2 + (12) 2a2 ( )
1
donc
+00 d
t 1 1
——— = —-1In 1—|—— N—Lnx'
/t(1+t2x2) gl (1+ 25) =, —Inlal
1
ce qui termine la démonstration du lemme. O
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