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PROPRIETES SPECTRALES LOCALES
D’UNE MATRICE CARREE DES OPERATEURS

M. HOUIMDI ET H. ZGUITTI

ABSTRACT. If X and Y are complex Banach spaces, then for AcL(X),
BeL(Y) and CeL(Y,X) we denote by M¢c the operator defined on X@Y

by
5 5)
Mo= .
0 B
When B has SVEP, we show that 0(M¢c)=0c(A)Uo(B) for all CeL(Y,X).

And in the Hilbert space setting, this result gives a partial positive answer
to the question 3 posed in [5].

1. INTRODUCTION

Dans toute la suite X et Y désignent deux espaces de Banach com-
plexes. On note par £(X), L(Y) et L(Y,X) lalgebre des opérateurs
linéaires bornés sur X, l'algebre des opérateurs linéaires bornés sur Y
et ’algebre des opérateurs linéaires bornés de Y dans X respectivement.
Pour A € L(X), Be L(Y) et C € L(Y,X), on note par M¢ la matrice
carrée des opérateurs définie sur X &Y par

A C
Mo = ( A B) .

En introduisant les techniques de la théorie spectrale locale, nous mon-
trons que o(M¢g) = o(A)|Jo(B) pour tout C' € L(Y,X) avec B satis-
faisant la SV EP (ou o(.) désigne le spectre). Et dans le cas des espaces
de Hilbert, c’est-a-dire X et Y sont deux espaces de Hilbert et X @& Y
est une somme hilbertienne, ce résultat donne une réponse partielle a la
question 3 posée dans [5]. Ce résultat généralise le cas ou A et B sont
normaux [12]. Par suite, nous donnons une généralisation au Théoréme

8 de [5], et enfin nous étudions la décomposabilité de Mq. Pour cela,
commencons par un rappel sur la théorie spectrale locale.
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Soit T' € L(X) et soit z € X. On note par pr(x) l’ensemble résolvant
local de T en x ie. A € pp(zx) §'il existe une fonction f : V), — X
analytique sur un voisinage ouvert V) de A telle que (T'— p)f(u) = =,
pour tout p € V. Le spectre local de T en x est op(x) =C\ pr(x) [13].
Et on a 0,(T) = | or(z), ot 0,(T) = {A € C : (T — N)(X) # X}

reX
le spectre de surjectivité de T' [10]. On dit que T satisfait la SVEP s’il

n’existe pas d’ouvert de € sur lequel I’équation (T'— ) f (1) = 0 admet une
solution analytique non nulle [4] et dans ce cas on a o(T) = o4(T") [10].
On rappelle que T satisfait la propriété de Dunford (C), si le sous-espace
spectral analytique X (F) = {a: € X :op(x) C F} est fermé pour toute
partie F' fermée de C; et T satisfait la condition de Bishop ([3), si pour tout
ouvert U de C et pour toute suite de fonctions analytiques f,, : U — X,
(T'— ) fr.(pt) converge vers zéro dans 0(U, X ) entraine f, (u) converge aussi
vers zéro dans O(U, X), ou 6(U, X) est ’espace de Fréchet des fonctions
analytiques sur U a valeur dans X muni de la topologie de la convergence
uniforme sur tous les compacts dans U [3]. Signalons que la condition de
Bishop () implique la propriété de Dunford (C) qui implique la SV EP [8].
T est dit satisfait la propriété de décomposition (9), si pour tout x € X et
pour toute paire {V7,Va} d’ouverts recouvrant C, il existe z1, 22 € X tels
que x = x1+x9 avec 7; = (T —p) fi(1n) , Vu €C\V;, ou fi :C\V; — X est
analytique pour ¢ = 1,2 [2]. Albrecht et Eschmeier [2] avaient montré que
T est décomposable si et seulement sl satisfait () et (0), et que T satisfait
() si et seulement si T™ satisfait (§). On rappelle que T est décomposable
si pour toute paire {U, V'} d’ouverts recouvrant €, il existe Y, Z deux sous-
espaces fermés de X invariants pour T tels que X =Y + Z, o(T|Y) C U
et o(T|Z) C V, [1]. Les opérateurs normaux, spectraux, algébriques,
quasi-nilpotents et les opérateurs a spectre totalement discontinu sont des
opérateurs décomposables [7]; les opérateurs hyponormaux satisfont la
condition de Bishop () [11]. En particulier, toutes les classes d’opérateurs
que nous venons de citer satisfont la SV EP. Pour plus de détails le lecteur
peut consulter par exemple [2], [8] et [13].

2. PROPRIETES SPECTRALES LOCALES DE M¢

Tous les choix de choix de la norme sur X & Y sont possible: soit
lz @yl = llzll + lyll. llz @yl = max(llz]| + [ly]) ou |z & y[| = (= +
HyHQ)l/ ?. Mais dans la derniére paragraphe, le choix de la derniére norme

est nécessare. Car on aura besoin du fait que (X @Y) = X' @ Y’, une
chose qui n’est pas vérifiée par les deux autres normes.

Signalons donc que les résultats de cette section restent encore vrais
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lorsque X et Y sont deux espaces de Hilbert et X @ Y est une somme
hilbertienne.

Pour qu’on puisse caractériser le spectre de My lorsque B satisfait la
SV EP, on va tout d’abord caractériser le spectre local de M en un point
r=y®dzdans X Y.

Lemme 2.1 [9] [Théoreme de Leiterer]. Soit T : U — L(X,Y) une
fonctions opérateur analytique sur U, ouvert de €, pour laquelle T'(\) :
X — Y est surjectif pour tout A € U. Alors pour toute fonction analy-
tique g : U — Y, il existe une fonction analytique f : U — X telle que

TN = g(N\), YA e U.

Proposition 2.1. Soient A € L(X), B € L(Y) et C € L(Y,X). Alors
pourtoutx =ydz€ XPY,

O'MC CO‘S UO‘B

Preuve. Soit A ¢ o4(A)Jop(z). Alors il existe Vi, V5 deux voisinages
ouverts de A et une fonction analytique f : V; — Y tels que (T'—p) f(pn) =
z, Vu € Vi et VaNos(A) = 0 (car le spectre de surjectivité est compact
[10]). Posons V' = Vi NVs, alors (T'— u) f(p) = z, Vu € V. Comme A — p
est surjectif pour tout u € V', donc d’apres le théoreme de Leiterer, il existe
une fonction analytique g : V — X satisfaisant (A—pu)g(p) = y—Cf(w),
VueV. Dou (M — pu)(g(p) ® f(p) =y @ z=z, Vu € V. Et par suite
Aoy, (z). O

Comme le spectre de surjectivité d’un opérateur est la réunion de tous

les spectres locaux [10], le corollaire suivant est une conséquence immédiate
de la proposition précédente.

Corollaire 2.1. Pour A€ L(X), Be L(Y) et C € L(Y,X), on a

(MC CO‘S UO’S

Remarques 2.1. i) Si C' =0 alors o, (y ® 2) = 0a(y) Jos(2).

ii) op(2) C opm.(y @ 2), pour tout y € X. En effet, soit y € X fixé
et soit A ¢ opm.(y @ z), alors il existe un voisinage ouvert V) de A et
h : Vy — X @Y une fonction analytique tels que (M¢ — p)h(p) =y & 2z
pour tout g € Vy. Or, h = hy @ hg avec hy : V) — X et hy : V), — Y
analytiques. Donc

(B — n)ha(p) =z, pour tout p € V.
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D’ou A ¢ op(z). Par conséquent, o4(B) C o5(M¢).

iii) II est facile & vérifier que o,(Mc) C 0,(A) U op(B) (0,(.) désigne
le spectre ponctuel), donc d’apres le Corollaire 2.1 on aura o(M¢g) C
o(A)Uo(B).

Proposition 2.2. Soient A € L(X), Be€ L(Y) et C € L(Y,X). Si B
satisfait la SVEP alors pour tout y € X, 0a(y) = onm (y & 0).

Preuve. Soit A ¢ o, (y@0), alors il existe une fonction h : V), — X @Y
analytique sur un voisinage ouvert Vy de A telle que (Mc — p)h(p) =
y @0, Vu e Vy. En décomposant h = hy & hs, comme dans la remarque
précédente, on obtient

{ (A= p)hi(p) + Cho(p) =y, Vp eV,
(B = p)ha(p) =0, VeV

Comme B satisfait la SV EP, alors ho = 0 sur Vy; par suite (A—pu)hi(p) =
Yy, Vu € V. Dot A € g4(y).

Inversement, supposons que A ¢ o(y). Alors, il existe h : V), — X
analytique telle que (A—p)h(p) =y, Vu € Va. D’ou (Mo —p)(h(p) ®0) =
y®0,VueV,. O

Corollaire 2.2. Soit A € L(X), B € L(Y). Si B satisfait la SVEP, alors
pour tout C € L(Y, X),

os(Mc) = o.(A) | Jos(B).

Preuve. D’apres la proposition 2.2, on a

0s(A) = (Joaw) = |Jome(y®0)

yeX yeX
g US(MC)7

et de ii) de la remarque 2.1

os(B) = Uon() € om0 2)

z€eY z€eY
g US(MC)‘

Mais d’apres le corollaire 2.1 on a toujours os(M¢) C o5(A) |Jos(B), d’ou
le résultat. [
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Remarques 2.2. 1) L’inclusion o4(M¢c) C o05(A)|Jos(B) peut étre
stricte. En effet, si X = Y = [?(N) et A est le shift unilatéral sans
poids sur [?(IN) défini par Ae, = e,i1, Vn > 0 et B = A*, alors on
a 0s(A) = {\, |\ < 1} car A satisfait la SVEP [8]. Si on prend
C = ey ® ey, ou ey est le premier élément de la base canonique de
I12(IN); donc M¢ est unitaire et par suite os(M.) C {\, [\ = 1}. D’on,
os(Mc) C o5(A)|Jos(B). Cet exemple est donné par Du Hong-Ke et
Pan Jin [5] pour montrer que l'inclusion o(M¢) C o(A) U o(B) peut étre
stricte.

2) D’apres la preuve de la proposition 2.2, opr. (y @ 0) C 04(y) pour
tout y dans X sans aucune condition sur B. Mais si B ne satisfait pas la
SV EP, I'égalité n’est pas toujours vraie. En reprenant ’exemple de 1),
on a B ne satisfait pas la SVEP car o(B) # 04(B) et ga(y) = 0(A) =
{AeC : |\ <1} pour tout y € X non nul, [6]. Et donc ops. (y @ 0) est
inclus strictement dans o 4(y) pour tout y € X non nul.

3) Aussi, l'inclusion oy, (y @ 2) C 05(A) |Jop(2) peut étre stricte. On
utilise le méme exemple précédent.

Theoréme 2.1. Soit A € L(X), B € L(Y) et supposons que B satisfait
la SVEP. Alors pour tout C € L(Y, X),

o(Mc) = o(A)| Jo(B).

Preuve. Soit C' € L(Y, X) fixé. Comme B satisfait la SV EP, alors d’apres
le corollaire 2.2 o4(A )UO’S( ) =0s(M¢). Donc, 05(A)|Jo(B) C o(Mc).
Par suite, 0(A)Jo(B) C o0,(A)Jo(Mc). Or, il est facile & voir que
op(A) Cop(Mc). Do, a( YUo(B) Co(Mc). Ce qui acheéve la preuve.
0

Notation. Pour A € L(X), B € L(Y) et C € L(Y,X), on note par Gp
Iopérateur défini sur X @Y par

A C
ou D € L(X,Y).

Théoréme 2.2. Soient A € L(X), B e L(Y) et C € L(Y,X) tels que
C # 0. Alors, il existe un x € X non nul tel que pour tout A\ € pa(x) il
existe un opérateur D € L(X,Y) de rang un pour lequel X € 0,(Gp).

Preuve. C # 0, alors il existe un z € Y tel que Cz = x # 0. Soit
A € pa(x), il existe donc un x) € X tel que (A — A)xy = x. Pour ce ) il
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existe p € X* tel que p(zy) = ||zA||. Posons donc, D = ()(B—=X)z.

T ¥
[E2Y
Alors, (Gp — A)((—zx) @ 2) =0. Do, A € 0,(Gp). O

Corollaire 2.3. Soient A € L(X), B € L(Y) et C € L(Y,X) tels que
C # 0. Alors, pour tout X € €\ o5(A) il existe un opérateur de rang un
D e L(X,Y) pour lequel X\ € 0,(Gp).

Preuve. 05(A) = |J oa(x), alors A €€\ 05(A) entraine que A € pa(x)
rzeX
pour tout z € X. Et le théoreme 2.2 affirme le résultat. [

Le corollaire suivant est une généralisation du Théoréme 8 de [5] aux
espaces de Banach.

Corollaire 2.4. Soient A € L(X), B € L(Y) et C € L(Y,X) tel que
C # 0. Alors, pour tout \ € p(A) il existe un opérateur de rang un
D e L(X,Y) pour lequel X € 0,(Gp).

3. LA DECOMPOSABILITE DE M¢

Dans cette section nous donnerons des conditions suffisantes pour que
M satisfait la SVEP ou la propriété de Dunford (C). Nous étudierons
aussi la décomposabilité de M¢, pour tout C' € L(Y, X).

Proposition 3.1. Supposons que A € L(X), B € L(Y) satisfont la
SVEP. Alors pour tout C € L(Y, X), M¢ satisfait aussi la SVEP.

Preuve. Soit h : U — X @Y une fonction analytique sur un ouvert U de
C telle que (Mc — p)h(p) =0, V€ U. Donc (A — p)hi(p) + Cha(p) =0
et (B — p)ha(pn) =0, Vu € U o h = hy @ hy. Puisque B satisfait la
SV EP, alors ha(p) = 0 sur U. Par conséquent, (A — p)hy(p) = 0 sur U
et A satisfait la SV EP entraine que hy(p) = 0 sur U. D’ou M satisfait
la SVEP. O

Remarques 3.1. 1) Si M¢ satisfait la SVEP pour un certain C €
L(Y, X), alors il est clair que A la satisfaite. Mais B ne la satisfaite pas
forcément. Il suffit de reprendre I'exemple précédent. Mo est unitaire
donc satisfait la SV EP mais B ne la satisfaite pas.

2) Si A et B satisfont la SVEP, alors d’apres le corollaire 2.2 on
retrouve le résultat

o(Mc) =o(A)| Jo(B), VC e LY, X).
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Proposition 3.2. Soient A € L(X) et B € L(Y). Alors:

i) Si B satisfait la SVEP et Me, satisfait la propriété de Dunford (C)
pour un certain Cy € L(Y,X), alors A satisfait la propriété de Dunford
(C).

i) Si Mc satisfait la condition de Bishop ((3) pour un certain C' €
L(Y,X), alors A la satisfera.

Preuve. 1) Soit F' une partie fermée de C et soit (zn)n une suite d’éléments
de X4 (F') qui converge vers z € X. Donc o4(z,) = ope (2, ©0) C F,
d’apres la proposition 2.2. Comme M satisfait la propriété (C'), on a
donc oy (2@ 0) C F. Or, 04(2) = op, (20 0), dout z € Xa(F).

ii) Soit f,, : U — X une suite de fonctions analytiques sur U un
ouvert deC telle que (A — ) frn (1) — 0 uniformément sur tout compact

n—oo

dans U. Alors (M¢c — p)(fn(p) ®0) — 0 uniformément sur tout compact
dans U. Et comme M satisfait (), par hypothese, alors (f,, (1) ®0) — 0

uniformément sur tout compact dans U. D’ou A satisfait (). [

Remarques 3.2. On a

» A* 0
MC:(C* B*)’

donc si M¢ satisfait (§), alors [2] M} satisfait la condition de Bishop (/)
et d’apres la preuve de la proposition 3.2, B satisfait aussi (¢). Par suite,
si M¢ est décomposable pour un certain C' € L(Y, X) alors A satisfait (3)
et B satisfait (§). En reprenant ’exemple précédent, on remarque que A
et B ne sont pas forcément décomposables.

Proposition 3.3. Si A € L(X) et B € L(Y) sont décomposables, alors
Me est décomposable pour tout C' € L(Y, X).

Preuve. Soit C € L(Y,X) fixé. Comme un opérateur T € L(X) est
décomposable si, et seulement si T et T* satisfont (3) [2], alors d’apres
la remarque 3.2 il suffit de montrer que si A et B satisfont (3) alors M¢
la satisfaite. Supposons donc que A et B satisfont (3). Soit h,, : U —
X @Y une suite de fonctions analytiques sur un ouvert U de €' telle que
(Mc—u)hn(,u)n:o() dans O(U, X@Y'). Posons hy, (1) = hy n(1)Bhen(p) €

X @Y. Donc ((A— p)hin(p) + Chopn(p)) ® (B — u)hg’n(,u)njgoo dans
(U, XY ), par suite (B—p)ha n(p) — 0 dans §(U,Y ). Comme B satis-

n—oo

fait (0), alors ha (1) — 0 dans 8(U,Y") et par conséquent Chg () — 0

n—oo



144

M. HOUIMDI ET H. ZGUITTI

dans (U, X). Or, (A — p)hi n(p) + Chapn(p) — 0 dans (U, X), donc
(A — p)hy n(pr) — 0 dans O(U, X). Et d’aprés 'hypothese sur A on a
hin () — 0 dans (U, X). D’ou la décomposabilité de Mc. O
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